A. Barlow, C. Résinger, 15. Gruppeniibung zur Vorlesung

R. Schmahl, S. Smyk Hohere Mathematik 2
Sommersemester 2022

M. Stroppel

Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H71. Berechnung von Reihenwerten

Bestimmen Sie den Wert folgender Reihen:
e 1

- - 1 = -1
“"2(5‘%) (b)zon2+6n—|—9 (C);(k—Z)!k'

d _
(@) ;<\/(n+1)4+21n2+42n—1—18 \/n4—|—21n2—3>

Hinweis: Teleskopsummen kdnnen helfen.
Lésungshinweise hierzu:
=1
(a) Da die Exponentialreihe Z—' nach Beispiel 1.8.6/Bemerkung 1.8.7 gegen e konver-
n

n=0

giert, erhalten wir mit Satz 1.9.3:

e 1 9
S foey peenc
n=0 n=0
=1 o= 1

o= o2 1
nzone (§] :On

n=0 n=0
1l =1 1 1
=) i 2l g
n=3 n=1
183 7 5
6 4
c) Wir formen die Folgeglieder a; = ~—> zuerst um:
(k—2)'k
—1 B —(k-1) 11—k 1 1

k—2k  (k—2k(k—1) (k—D'k Kk (k—1)

n

Die Folger der Partialsummen S,, = Zak ist also eine Folge von Teleskopsummen der
k=4
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15. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Form >, bit1— by mit by = ﬁ Wir nutzen Aufgabe H2 aus dem Wintersemester:

n n

Su = (brpr = be) = Y (brer —be) — Y (bryr — bi)

k=4 k=1 k=1

H2
= bps1 — by — (by — by)

1 1 1 1

R R T

Entsprechend ergibt sich

e -1 1 1 1
— = 1limS,=lim——-—>-=-2=
; (k— 2k  nio K

Alternativer Losungsweg: Analog zu oben schreiben wir:

= -1 = /1 1
> a2 (i )

Auch hier erkennen wir die Exponentialreihe wieder und berechnen daher:

k=4 k=0 k=0
1 1
ce1o1-oto B
2 6 3
0o 00 0o 2
1 1 1 1
P IF ED DL B E
k=4 k=3 k=0 k=0
1 )
—e—1-1--=e——
¢ 2~ %72

(d) Es gilt

)

Jot)r 22t 42n+ 18 J(nt 1A+ 2i(nt 12 -3
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15. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

folglich liegt auch hier eine Teleskopreihe der Form Z(an+1—an) vor mit a,, =

n=1

1
n4421n2-3 °

Analog zu (c) ergibt sich:

Z<\/(n—i-1) 44 21(n+1)2 3_\/n4+21n2—3>

k
= lim E (Gps1 — ap)
k—o0
n=1

= lim Agi+1 — al)
k—o0

1 1 1
= lim — = — ,
koo /(E4+ 14 +21(k+1)2 -3 V19 V19

wobei wir die letzte Gleichheit mit einem Sandwichargument erhalten:
Fir k=2 1 gilt 21(k + 1)* > 21(k + 1)> — 3 > 0 und somit

1 1 1 1

(k+12  JEk+Dr  JE+1 +20(k+1)2-3 220k + D

V
V

woraus wir
- . I 153 ..
I R A B e I e
= lim ——
k—=oo \ /(k 4 1)4
1
2> lim
k=oo \/(k+1)4+21(k+1)2—3
1
2 lim
k—oo \/(k + 1)* + 21(k + 1)*
! 1 153 1 : 1
= m —-— = — = Jlm -—-—=
koo \/22(k + 1)? V22 koo (K + 1)
erhalten.

Aufgabe H 72. Konvergenz von Reihen
Wir betrachten die Folge (F),)nen, mit Fy := Fy:=1und F, := F, 1+ F,_5 fir n =2 2.

(a) Zeigen Sie F5 > (%)5 und Fy > (g)6 (b) Folgern Sie F, > (2)" fiir alle n = 5.

— 1
(c) Konvergiert die Reihe Z F?

n=0 "
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Lésungshinweise hierzu:
(a) Wir berechnen zuerst Fj; und Fg:

F=1+1=2
F3=1+2=3,
Fy=2+3=5,
Fs=3+5=38,
Fs=5+8=13.

Entsprechend gelten

Fy-2°=8-32=256> 243 = 3°
Fy-25=13-64 =832 > 729 = 3°

35 (3Y° 30 73)\°
Fs>—=1|= FE>s—=1(2]) .
e (Y
(b) Wir folgern dies aus (a) mit vollstandiger Induktion, in dem wir die folgende modifizierte
(aber dquivalente) Aussage zeigen:

3 n 3 n—1
,Fiir alle n = 6 gilt (5) und (5)

Wir beginnen bei n = 6. Wie in (a) gezeigt, gelten:

243 3\° 3\t
F7:F: _— = —_ — | —
eh= s = = (5) = (5)

729 3\ °
F6:13>—:(—)

beziehungsweise

64

N 3\" 3\""
Fiir beliebiges n = 6 gelte 3 und 3 .
@ n—n-+1:

C O
GG
HORSNG
()
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15. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

n—

Durch vollstandige Induktion folgt F), > (%)n, EF,1 > (%) ' fiir alle n > 6, also
F, > (%)n fiuralle n = 5.
(c) Aus (b) folgt zusatzlich F,, > 0 fiir alle n = 5. Inbesondere gilt fiir n = 5 gemaB

(a).(b) |

nach 1.8.4 konvergiert — es handelt sich um eine geometrische Reihe mit ¢ = % —ist die

F, =

n o e (2 . .
— 1< (%) . Da folglich die Reihe Z (3) eine Majorante ist, welche
n=0

[e.9]

1
Reihe — nach dem Majorantenkriterium ebenfalls konvergent.

n=0""

Aufgabe H 73. Reihenkonvergenz in Abhangigkeit von Parametern
= (=1)F-2
Gegeben sei die Reihe kz:% m mit « € R~ {0,1}.
Fiir welche Werte von a konvergiert die Reihe nach dem
(a) Quotientenkriterium? (b) Wurzelkriterium?

(c) Wieso miissen die entsprechenden Bereiche die selben Randpunkte haben?

(d) Bestimmen Sie den Wert der Reihe fiir a = 3.

Losungshinweise hierzu:

—1)k.2
(a) Sei a; := Lk Wir betrachten den Betrag des Quotienten aufeinanderfolgender

ak(a—1)

Summanden:

B (—1)k+1.2 oFla—1)F\| 1

[Nkt (a — 1)kt (=*-2 )] Jala—1)|
Da Betrag des Quotienten also konstant ist, konvergiert die Reihe dann — und nur dann
— nach dem Quotientenkriterium, wenn

o
la(a = 1)|

Ag+1
ag

<1 bzw. lo? = a| = |a(a —1)] > 1.

Fir0<a<list |a(a—1)|= |a| -|laa—1| <1, fir a <0 oder a > 1 gilt hingegen
~N S~
<1 <1
a? —a > 0. Dadurch kénnen wir obige Bedingung umschreiben zu a? — o — 1 > 0.
Die Funktion x + 22 — 2 — 1 beschreibt hierbei eine nach oben gedffnete Parabel,
also ergibt sich die gesuchte Menge als die Menge aller Zahlen, die nicht zwischen den
Nullstellen 7,/ (einschlieBlich 7,2 ) liegen. Wir berechnen:

1= /12—4-(-1) 1-+5
m= 5 -5

1++5
2 = 9

Folglich konvergiert die Reihe nach dem Quotientenkriterium fiir alle

o€ <—oo, 1_2‘/5> = {r eR ! _2\/3}
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15. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

und fiir alle

ozG(Hf OO)Z{TER

(Wegen 11 < 0 <1 < 79 miissen wir 0 und 1 nicht extra ausschlieBen.)
(b) Wir berechnen:

. 1+\/5}
e

Vil = ||
g ak(a—1)F
1
E.—5Y
aa = 1)]
. k . . k 1 . . .
Da lim v2 =1, gilt lim {/|ay] = ————. Es gibt folglich genau dann ein ¢ < 1
k—o0 k—o00 ‘a(oz — 1)|

sowie ein ng € N mit {/|ay| < ¢ fiir alle n > ng, wenn m < 1. Dies ist die selbe
Bedingung wie oben, wir erhalten mit analoger Rechnung: Die Reihe konvergiert nach
dem Wurzelkriterium fiir alle

a e (—oo, 1_2‘/5>

= <1+2‘/5, ) :

(c) Hatten die Bereiche unterschiedliche Randpunkte, hieBe dies, dass es (mindestens) ein
« gibt, fiir das die Reihe nach einem der beiden Kriterien konvergiert, nach dem anderen
aber divergiert. Da die Begriffe ,,Konvergenz” und , Divergenz" gegensatzlich sind, ist
dies nicht moglich.

(d) Sei a = 3. Wir berechnen:

i3k3—1 i ( >k 2~ﬁ:g

sowie fur alle

Aufgabe H74. Turmbau fiir Mathematiker

Wir bauen einen Turm Stockwerk fiir Stockwerk. Die Grundflache des EG (Stock 0) ist ein
regelmaBiges Sechseck mit Flacheninhalt Ay = 1. Die Grundfliche des nachsten Stocks ent-
steht, in dem wir 6 gleich groBe, regelmaBige Sechsecke maximaler GréBe in die des zuvor
betrachteten Stocks so einschreiben, dass es keine Uberlappungen, aber Beriihrungen gibt.
Dieser Schritt wird (unendlich oft) wiederholt, wie fiir die ersten drei Stockwerke skizziert.

(a) Bestimmen Sie die Anzahl ¢, der im Stock n
entstehenden Sechsecke.

(b) Bestimmen Sie die Flache A,, eines im Stock n

entstehenden Sechsecks.
i i 0. Stock 1. Stock 2. Stock
(c) Bestimmen Sie das Volumen V' des Turmes,

falls jeder Stock dieselbe Hohe hat. Grundrisse der ersten 3 Stockwerke

(d) Bestimmen Sie V, falls jeder Stock halb so hoch wie der vorherige ist.
(Die Hohe des EG sei dabei gleich 1.)
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Losungshinweise hierzu:

(a) In jedes Sechseck des (n—1)-ten Stocks werden 6 Sechsecke eingeschrieben, also ergibt
sich

qn =06 qn1 (1)
Hieraus folgt ¢, = 6" fiir alle n = 0, wie wir induktiv zeigen:
Wir beginnen bei n = 0: Es gilt ¢go = 1 = 6°.
@ Es gelte ¢, = 6" fiir ein n = 0.

n—n+1:
Wie bereits festgestellt, versechsfacht sich die Anzahl an Sechsecken, es gilt

Qn+1@6 “qn =: 6-6"=6"""

Damit folgt die Behauptung durch vollstandiger Induktion.
(b) Wir beginnen mit einer Hilfsskizze (Winkel im GradmaB):

Dabei machen wir folgende Beobachtungen:

(i) Schreibt man 6 Sechsecke auf die beschriebene Weise in ein Sechseck des vorherigen
Stockwerks ein, erhalt man deren Gesamtflache 6A4,,, indem man von der Flache
des vorherigen Sechsecks (A,,_1) die Flache des zentralen Sechsecks (in der Skizze
ohne Schraffur) und die Flachen der 6 Vierecke an den Ecken abzieht.

(ii) Besagtes zentrales 6 Sechseck und die Vierecke haben alle die selbe Seitenlange wie
eines der neuen Sechsecke (in der obige Skizze s genannt). Bei letzteren ergibt sich
dies daraus, dass die Seiten der kleineren Sechsecke parallel zu denen des groBen
sind, es sich bei den Vierecken also um Rauten handelt.
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(iii) Ein Innenwinkel eines regelméBigen Sechsecks misst 27 (BogenmaB), insbesondere
misst jeder Innenwinkel des zentralen Sechsecks ebenfalls jeweils %71', es hat also

ebenfalls den Flacheninhalt A,,.

(iv) Analog gilt fiir die Rauten, dass zwei der Innenwinkel %7? messen. Die anderen
beiden sind entsprechend jeweils %’/T. Folglich erhalt man durch Zusammenlegen
von je drei Rauten ein Sechseck der Fliche A, . (In der Skizze durch Verschie-
ben/Umklappen der orangenen Rauten veranschaulicht.)

Hieraus ergibt sich: Ein Sechseck der Flache A, setzt sich aus 9 (teilweise zerstiickel-

ten) Sechsecken mit Flache A, zusammen, es gilt:

1
A, =-A,1. 2
Ay )

Analog zu oben ergibt sich induktiv A4, = gin:

@ Es gelte Anzgin fir ein n =2 0.
@ n —n+1: Es gilt
L, @
@,

1
An+1 § = =

1 1
9 On - gn+1°

(c) Jeder Stock habe nun Hohe k. Das Volumen des gesamten Turms ergibt sich als Summe
iiber die Volumina der einzelnen Stockwerke. Das Volumen des n. Stocks ergibt sich
hierbei als das Gesamtvolumen von ¢, sechsseitigen Prismen mit Grundfliche A,, und
Hoéhe h,, = h, also g, - A,, - h. Entsprechend gilt:

v_iqn.An.hn_iesn-gin.h
n=0 n=0

(d) Das Volumen des Turms ergibt sich analog zu oben als V' = > ' ¢,,- A,,-h,,, wir miissen
nur beachten, dass die Hohe h,, des n. Stocks nun von n abhangt. Mit vollstandiger

Induktion zeigen wir h, = 5=, n 2 0:

GemiB der Aufgabenstellung ist g =1 = 5.
@ Fiir ein n 2 0 gelte h, = 5.

@ n — n + 1: GemaB der Angabe gilt A, = %hn, also:

, ©
1

= 2n+1
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15. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Entsprechend ergibt sich als Volumen:

., 1 1 &1
V=g Xy

-~ Frischhaltebox ~

Aufgabe H 75. Orthonormierung

Gegeben seien by := (0,4,0,4)", by := (4,0,—5,0)", by _( —12,4,4)" € R*.
Bestimmen Sie eine ONB F' : fl,fg,fg mlt L(fi) = L(b ) L (f1, f2) = L(by,b2) und
L (f1, fa, f3) = L (b1, by, b3).

Losungshinweise hierzu: Offensichtlich gilt bereits (b, |by) = 0, also erhalten neben f;
auch f5 direkt durch Normierung:

0 0
o= by 1 1l 11
YT vELZ (0] 2o
1 1
4 4
£y = by 1 o] 1 0
T bl 24 (52 |5 var|-5
0 0
f3 erhalten wir mittels Gram-Schmidt:
f3 =0b3—(bs| f1) f1 — b3|f2
i) 0 0 5 4 4
_ 12 —12 1 1| 1 /]-12 0 0
| o /o 4\ 4 51/ -5
4 1 1 4 0 0
5 0 4 5
—12 1 0 3
4 1 0 8
5 5 5
fy = fs _ 1 8| 1 8] _1[-8
ST 0fsl VB +o6d+r16+64 | 4 V169 | 4 13| 4
8 8 8

0 4 5
Somit ist F': —= (é) -+ (05) L <_8> eine Basis der gewiinschten Form.
Vay ) Va7 )T g
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Sommersemester 2022

Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 76. Stetigkeit, £-0-Kriterium

S+ iz —1]+1 fira<2
2—Vr—1 firz>2
(a) Skizzieren Sie den Graphen der Funktion f im Bereich [—2,5].

(b) Sei eine Fehlerschranke € mit 1 > ¢ > 0 gegeben.

Wir betrachten die Funktion f: R — R: z {

(i) Finden Sie in Abhangigkeit von ¢ ein ¢; > 0 und ein J; > 0 mit

|f(x) — f(1)| <e firze(1—0,1] und |f(x)— f(1)] <e fir z € [1,1+ ).
(ii) Sei 6 := min{dy, 6o} fiir &y, 09 aus (i). Zeigen Sie f(Us(1)) € U(f(1)).

Ist f an der Stelle 1 stetig?

(c) Finden Sie ein € > 0, fiir welches kein § > 0 mit f(Us(2)) € U.(f(2)) existiert.
Ist f an der Stelle 2 stetig?

L6sungshinweise hierzu:

(a) Zum Skizzieren I6sen wir den Betrag auf. Es gilt |x — 1| = —(z — 1) fir 2 < 1 und
|zt — 1| =2 — 1 fir x 2 1, womit schlieBlich

r+1 fire <1
fTR=>R:z— < 22 firlsz<2 .

2—vx—1 firz>2

Im Bereich [—2,5] erhalten wir damit die folgende Skizze des Graphen von f:

; i k] ) ) A} >
O « X
+

In der Skizze haben wir analog zur Intervallschreibweise eckige und runde Klammern ver-
wendet, um an der Sprungstelle bei © = 2 zu kennzeichnen, dass der Punkt (2, f(2)) =
(2,4) zum Graphen von f gehort, und der Punkt (2,1) nicht dazugehort.

(b) (i) Sei eine Fehlerschranke ¢ mit 1 > ¢ > 0 gegeben.
e Setze §; :=¢. Fiir z € (1 —01,1] gilt [z —1] < d; und f(x) =2+ 1, womit

[f@) = fD =l +1=2 =]z -1 < =e

(L)

e Setze 0y := 5. Dannist [1,1+0y) = [1,1+ 5) & [1,2) wegen ¢ < 1. Fiir
x € [1,1+ 2) folgt somit |z — 1| < dy und f(x) = 2z, und damit insgesamt

~— D

lf(x) = f()] =20 — 2| =2]z — 1] < 20, = &.
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Bemerkung: Jede Wahl von d;, d; mit 0 < 6; = ¢ und 0 < d; = 5 funktioniert,
da aus der obigen Rechnung fiir x € (1 — 01,1 bzw. 2 € [1,1 + J5) dann folgt

[f(@) = f)[ <dise  bzw.  [f(z) = f(1)] <20, e
(i) e Seil>e>0und x € Us(l). Damit gilt |x — 1| < § = min{dy,d2}, also

Somitist x € (19, 1] oder = € [1,1+42). Mit (i) folgt daher | f(z)—f(1)| <
e, d.h. f(x) € U(f(1)). Insgesamt ergibt sich f(Us(1)) € U.(f(1)).

e Um die Stetigkeit zu beweisen muss die £-9-Beschreibung fiir alle ¢ > 0
iiberpriift werden. Soweit haben wir dies nur fiir 1 > ¢ > 0 getan.

Sei jetzt ¢ = 1. Wir kdnnen dann ein beliebiges ¢/ mit 1 > & > 0 wahlen,
und wissen, dass 0. > 0 existiert mit (|z — 1| < & = |f(z) — f(1)| < ¢&).
Setze 6. := 4./, dann folgt (|z — 1| < 0. =6 = |f(z) — fF(1)] <& <e¢).
Damit gilt die -9-Bedingung fiir alle € > 0 an der Stelle 1, womit f an der
Stelle 1 stetig ist.

(c) Sei > 0. Dann gibt es ein & € Us(2) = (2—6,2+6) mit & > 2 (z.B. 7:=2+2).
Wegen Z > 2 gilt insbesondere f(Z) =2 —+x —1 und v/ —1 > 1 (da nach 0.2.5
Vi—1>1<2—1>1). Insgesamt folgt

f(@) - fFQ)|=12-Vi-1-4|=]|-2-vVF-1|=2+Vi_1>3,

wobei sich die Betragsauflosung aus —2 — vz —1 < -2 —1= —3 < 0 ergibt.
Fiir £ := 3 (oder eine andere Wahl ¢ € (0, 3]) gibt es also fiir jedes ¢ > 0 ein T 6 U5( )
mit |f(Z) — f(2)] > 3= €. D.h. f(Z) ¢ U-(f(2)), und damit f(Us(2)) € U.(

Fiir ¢ = 3 gilt also die £-J-Bedingung nicht an der Stelle 2, womit f an der Stelle 2
nicht stetig ist.

Aufgabe H 77. Stetigkeit und Folgen

Gegeben sei die Funktion f: R — R: x — {xcos (’35> St (x“) lir z 7 0

0 firz =0~
(a) Wir betrachten (a,)neny mit a, = — . Berechnen Sie lim a,, und lim f(a,).
2mn n—00 n—00

(b) Finden Sie eine Folge (b,)neny mit lim b, = 0 sowie lim f(b,) = —1.

n—oo n—o0

(c) Finden Sie eine Folge (¢;)nen mit lim ¢, = 0 so, dass (f(c,))nen divergiert.
n—oo

(d) Ist f stetig im Punkt zq = 07 Entscheiden Sie dies unter Verwendung von 1.10.3.

Losungshinweise hierzu:
(a) Es gilt einerseits

lim a, = lim \/ \/ =0
n—oo n—oo 27T7’L n%oo 27T7’L
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wegen der Stetigkeit von w: [0, 4+00) — [0, +00): x +— /x an der Stelle 2y = 0.
Andererseits ist a,, = \3/#7 £ 0 fiir alle n € N, womit

Fan) (1) (1> L cos (2mn) — sin (2mm) = —
ay) = a,cos| — | —sin | — | = —=cos (2mn) — sin (27n) = =a,
ad ad J21n V2mn

wegen cos (27n) = 1 und sin (27n) = 0. Somit folgt lim f(a,) = lim a, =0.
n—oo n—oo

Bemerkung: Die Stetigkeit von w: [0, +00) — [0, +00): 2 — Jx in xy = 0 ergibt
sich mittels der folgenden Relation: Fiir a, b € [0, +00) gilt (a < b & a® < b3).

Sei a® < b®. Wire a = b, dann ergibt die Multiplikation mit den nichtnegativen Zahlen
a®/ab /b* weiter a® = a*b/a*b = ab®/ab* = b?, womit a® = a?b = ab* = 1, im
Widerspruch zur Vioraussetzung. Also ist a < b.

Falls umgekehrt a < b, folgt mit 1.13.10 a® < b3.

Fiir den Stetigkeitsbeweis sei ¢ > 0. Wihle nun § := &3, Fiir alle z € [0, +00) mit
|z| = |z — 0| < & gilt = = |z| und nach der obigen Relation ¢/|z] < v/0, womit

w(w) = w(0)| = || = V]z| < V5 =

(b) Fiir die Folge (b,)nen mit b, = —=2 ergibt sich analog zu (a)

3
%+27rn

1 1
lim b, = lim ¢/——— = 3/ lim ———— =0 = 0.
n—00 n—00 5+27TTL n—)oo§—|—27rn

Da b, # 0 fiir alle n € N gilt, folgt weiter

1 1 1
f(bn) - bn COS (E) —sin (E) = g/ﬁ COS (g + 27T7’L> —sin (g + 27T7’L> =—1
wegen cos (3 + 27n) =0 und sin (3 + 27n) = 1. Somit folgt lim f(b,) = —1.
n—o0

(c) Wir betrachten die Folge (¢;)neny mit

a, flr gerades n
Cn = . .
b, fiir ungerades n

Es gilt lim ¢, = 0, da nach (a) und (b) sowohl die Teilfolge, die aus den Folgenglie-
n—oo

dern mit geradem Index besteht, als auch die Teilfolge, die aus den Folgengliedern mit
ungeradem Index besteht, gegen den Grenzwert 0 konvergiert. Zudem gilt

a, fir gerades n
f(c’ﬂ> = .. )
—1 fiir ungerades n

womit (f(cy)),en zwei verschiedene Haufungspunkte (—1 und 0 wegen lim a, = 0)

A K A n—oo
hat und damit nicht konvergiert.

(d) Nach Definition 1.10.3 ist die Funktion f unstetig in zy = 0, da fiir die gegen 0
konvergente Folge (b;,), oy der Grenzwert lim f(b,) = —1 zwar existiert, aber nicht

n—oo
mit dem Funktionswert f(0) = 0 iibereinstimmt.
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Aufgabe H 78. Einseitige Funktionsgrenzwerte
|23 + 32 — 4|

Gegeben sei die Abbildung f: R~ {-2,—-1,1} > R: z— RS

(a) Ist f stetig?
(b) Bestimmen Sie jeweils die links- und rechtsseitigen Grenzwerte an den Liicken des Defi-
nitionsbereiches. An welchen Stellen ist f stetig fortsetzbar?

(c) Skizzieren Sie den Graphen von f.

Lésungshinweise hierzu:

(a) Nach 1.12.3 und 1.12.4 ist der Zahler von f stetig als Hintereinanderausfiihrung der ste-
tigen Betragsfunktion und einer Polynomfunktion, der Nenner von f stetig als Produkt
zweier Polynomfunktionen, und somit f stetig als Quotient stetiger Funktionen.

(b) Die Definitionsliicken sind Nullstellen des Nenners, womit (2? + 3z + 2)(22 — 1) =
(x + 2)(z + 1)*(z — 1). AuBerdem stellen wir fest, dass —2 und 1 auch Nullstellen
des Zahlers sind. Mit Hilfe einer Polynomdivision erhalten wir somit die Faktorisierung
|23 + 322 — 4] = |(z + 2)*(z — 1)| = (¢ + 2)?|x — 1| und damit insgesamt

f) = (z + 2)%|x — 1] _ (x+2)|x —1]
(r+2)(x+1)2(x—-1) (r+1)*(x—1)

_{—ﬂ fire<1Azé¢{—2-1}

(z+1)2
x+2

e firz >1

e Definitionsliicke zog = —2. Wir erhalten mit 1.12.1

. . T+ 2 —24+2
lim f(z)= lim — =—
T——2-0 z>-2-0 (z+1)2 (=2+1)2

T+ 2

=0= 50 (x +1)2 - xiggl+o

f(@).
Hier existieren links- und rechtsseitiger Grenzwert und stimmen {iberein. Die Funk-
tion f kann also in —2 stetig fortgesetzt werden (durch Definition f(—2) :=0).

e Definitionsliicke xqg = —1. Es geniigt « in der Nahe von —1 zu betrachten. Damit
konnen wir annehmen, dass  +2 > 0 und z < 1 so, dass f(z) = —%. Da
(r 4+ 1)% > 0 wenn wir uns von links/rechts der —1 annahern, folgt somit

T+ 2 . T+ 2

A i@ = e T T L A T e

/().
Bei der Definitionsliicke g = —1 liegt bestimmte Divergenz vor, also kann die
Funktion in —1 nicht stetig fortgesetzt werden.

e Definitionsliicke xq = 1. Wir erhalten mit 1.12.1 fiir den linksseitigen Grenzwert

I () = li r+2 1+2 3
und fiir den rechtsseitigen Grenzwert
. . T+ 2 142 3
Am @)= ey T a1

Der links- und rechtsseitiger Grenzwert existieren zwar, sind aber unterschiedlich.
Die Funktion ist daher in 1 nicht stetig fortsetzbar.
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(c) Die Skizze sollte neben dem Verhalten an den Definitionsliicken (stetige Ergdnzbarkeit
bei —2, senkrechte Asymptote mit Vorzeichenwechsel —/— bei —1, und Sprung bei
1) das qualitative Verhalten der Funktion wiedergeben, insbesondere das asymptotische
Verhalten fiir + — —oo und x — 400. Mit 1.11.8 erhalten wir dafiir
2 2
lim f(z)= lim —Lzo und lim f(z)= lim L—0.

T——00 T——00 (1‘ -+ ]_)2 T—~400 T—+00 (1‘ + ]_)

Damit ergibt sich die folgende Skizze des Graphen von f:

In der Skizze haben wir analog zur Intervallschreibweise runde Klammern verwendet, um
zu kennzeichnen, dass die Endpunkte (1,—2), (1,2) bei der Sprungstelle z = 1 und
der Punkt (—2,0) bei x = —2 nicht zum Graphen von f dazugehéren.

Aufgabe H79. Funktionsgrenzwerte
Untersuchen Sie die folgenden Funktionsgrenzwerte.

e’ - T3 (b) lim In(xtan
(a) llIIl3 5 — 9 2—8$+21 T——00 ( ( ))
. T - 3\ 2 x X 21’3
(c) wll)rj{loo(e sin(z”) — 3z“e ) (d) 1

m
2—0-0 /57 + 926 — /57 + 26

Loésungshinweise hierzu:
(a) Wir bemerken, dass —3 Nullstelle des Zahlers und des Nenners ist. Nach Polynomdivision
erhalten wir die Faktorisierungen 2% + 22 — 7o — 3 = (v + 3)(z* — 2z — 1) und 23 —
2% — 8 + 21 = (v + 3)(2? — 5z + 7). Insgesamt folgt damit

3+ —Tr -3 . (x+3)(2® =22 1)

lim = lim
e>—3 23 — 222 —8x +21  a—»-3(x+3)(22 -5z +7)
i a?=2r—1_ (=3?-2-(=3) -1 14
eoe322 —Bx+7  (—8)2—5-(-3)+7 31
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(b) Mit 1.12.2 folgt

T——00 €T s—0-0 s s—0—-0 S

1 1 1 t
lim xtan(—) = lim —-tan(T) = lim an(s)'

S

Nach 1.12.5 gilt lim 22) — 1 und damit insbesondere lim
s—0 8 s—0—-0

Stetigkeit von In auch der Grenzwert lin% In(xz) = In(1) = 0 existiert, folgt mit dem
T—

tan(s) _

1. Da wegen der

Analogon von 1.12.1.7 fiir Grenzwerte im Unendlichen (siehe Bemerkung nach 1.12.2)

lim In <a: tan (%)) = limIn(t) = 0.

r——00 t—1

(c) Wir zeigen hI_’I_l (e”sin(z®) — 32%”) = —oo. Dafiir betrachten wir die Funktion
T—r+00

fiR = R:z— (e"sin(z?) — 3z%") und zeigen gemiB 1.11.4.4 die Bedingung
VieR 3seR VzeR: (s<z = f(z)<t).
Fir 1 <z gilt sin(z®) £ 1, €® > 0, insbesondere 1 < 22 & —32? < —3, und somit
f(z) = e"sin(2?) — 32%e” < e — 3z%e” < —2e”.

Falls t 2 0, setzen wir s := 1 und erhalten f(z) < —2¢* <0 =t fir z > 1=s.
Falls t <0, gilt —£ > 0. Setze nun s := max{1,In(—%)}. Fir s <z gilt dann 1 <z
und In(—%) < 2. Damit kénnen wir die obige Abschitzung benutzen und erhalten mit

_t

der Monotonie der Exponentialfunktion f(z) < —2e” < —2e"™(72) = —2. (—1) =¢.

(d) Da wir den linksseitigen Grenzwert betrachten ist x < 0. Damit ist V26 = |z|> = —23
und es ergibt sich

223 B 223 B —2
VBaT+ 928 — /52T + 26 —2? (VBr+9—Vbr+1) iz +9—br+1
2=0-0  —2
Vi- V1
wobei wir im Grenziibergang die Stetigkeit der Wurzelfunktion verwendet haben.

Bemerkung: Die Stetigkeit der Wurzelfunktion v: [0, +00) — [0, +00): x +— /z lasst
sich wie folgt zeigen.

—1

Y

Zunichst zeigen wir, dass v in 29 = 0 stetig ist. Sei dafiir ¢ > 0. Wihle nun ¢ := £2.
Fiir alle = € [0, +00) mit |z| = |z — 0] < § gilt © = |z| und mittels 0.2.5 \/|z| < /9,
womit |v(z) — v(0)| = [vz| = /2] < V= ¢.

Wir zeigen nun die Stetigkeit von v in zy > 0. Fiir ¢ > 0 wahle § := /79 > 0.
Fiir alle z € [0,4+00) mit |z — 29| < 0 gilt nach 0.2.5 /z 4+ /Ty > 0 und somit

—Vr) (VT + /T0) =T — 20 & — /ro = =2 . Damit folgt insgesamt
Vit /7o

[z —mo| |z — @0l )

Vit Vi © Vi yE
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Frischhaltebox ~

s

Aufgabe H 80. Grenzwerte von Folgen

Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte.

(a) lim ALY = i ) s (b) lim (\/2712—\/5— ,/2n2+4n>

n—00 n n—00

Lésungshinweise hierzu:
(a) Wir kénnen die Folge als ein Produkt zweier Folgen (a;,)nen und (by,)nen gemaB

sin(2n®) — sin (1) cos(n?)

- = (sin(2n3) — sin (%) cos(ng)) . % =ay, - by,

auffassen, wobei a, := (sin(2n?) — sin (2) cos(n?)) und b, := +.

Nun ist (a,),en eine beschrankte Folge mit —2 < a, < 2, onlL)ei sich die Schranken

wie folgt ergeben: Fiir alle z € R gilt —1 < sin(z) £ 1 und —1 < cos(z) < 1, womit

fiir alle n € N auch —1 <sin(2n®) <1 und —1 £ —sin (1) cos( 2) <1 erfiillt sind.
sin(2n3)—sin( £ ) cos(n?

Da (by)en eine Nullfolge ist, folgt mit H67(b) direkt lim Sn=sn()est) _

n—oo n

Alternative:
Da |sin(z)| = 1 und |cos(x)| = 1 fiir alle € R gilt, erhalten wir mit den Rechenregeln
fiir Betrage

| sin(2n?) — sin () cos(n?)]

sin(2n®) — sin () cos(n?)

o
A

n n

|sm(2n )| + ] — sin (3) cos(nz)\ | sin(2n®)| + | sin (2) || cos(n?)|

A
SN

fiir alle n € N. Da lim 2 = 0 gilt, folgt mit dem Sandwichsatz 1.5.6

n—oo

sin(2n®) — sin (1) cos(n?) sin(2n®) — sin (1) cos(n?)

Y

= | lim
n— 00 n

0 = lim
n—oo

n

wobei im letzten Schritt die Stetigkeit der Betragsfunktion benutzt wurde. Damit folgt
sin(2n3)—sin(l> cos(n?)
n =0.

schlieBlich lim

n—o0
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(b) Mit einer binomischen Erweiterung erhalten wir

2n? — 2n? + 4
\/2n2—\/_—\/2n2+4n:(\/2n2—\/ﬁ—y/2n2+4n>-\/n Vi + V2 + 4n
V212 — /n ++/2n2 +dn

20 —/n— (2n* 4 4n)

V212 — /n++/2n2 +4n

B —y/n —4n
_n<\/2—#+\/2+%>

_%_4
_\/2—#+\/2+§
e 0-4 s

V2—0+v210 22

wobei wir im Grenziibergang die Stetigkeit der Wurzelfunktion verwendet haben (siehe
Bemerkung zu H79(d)).
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A. Barlow, C. Résinger, 17. Gruppeniibung zur Vorlesung

N . . M. Stroppel
R. Schmahl, S. Smyk Hoéhere Mathematik 2
Sommersemester 2022
Losungshinweise zu den Hausaufgaben:
Aufgabe H 81. Gleichheitsproblem
Gegeben seien die Funktionen fiR—=R:z+— e, g: RN{0} = R: 2z — %

(a) Skizzieren Sie die beiden Funktionen im Intervall [—4,4].
(b) Warum kann man nicht mit Hilfe des Nullstellensatzes auf die Losbarkeit der Gleichung
f(z) = g(x) im Intervall (—4,4) schlieBen?
(c) Gibt es eine Losung der Gleichung f(z) = g(z) im Intervall (—o0,0)?
Zeigen Sie, dass es genau eine Losung auf (0, +00) gibt.
(d) Finden Sie mittels der Intervallhalbierungsmethode ein Intervall der Breite 27*, das die
Losung enthilt. Starten Sie das Verfahren mit dem Intervall [ay,b;] = [3, 1].
Hinweis: Fiir Teilaufgabe @ konnen Sie Werte der Funktion f mit Hilfe eines elektronischen
Rechners approximieren. Beachten Sie, dass die Ausgabe als abbrechende Dezimalentwicklung

nur (je nach Rundung) eine untere oder obere Schranke fiir den korrekten Wert darstellt.

Losungshinweise hierzu:

(a)

O
~

R

(b) Betrachten wir die Funktion h(z) := f(z)—g(x). Das Gleichheitsproblem der zwei Funk-
tionen f, g ist das Nullstellenproblem der Funktion h. Der Nullstellensatz von Bolzano
setzt die Stetigkeit und (indirekt) Wohldefiniertheit von h voraus. Da h in 0O nicht
definiert ist, hilft der Nullstellensatz nicht.

(c) Es gibt keine Losung der Gleichung f(z) = g(x) im Intervall (—o0,0):

Es gelten ¢* > 0 Vo € R und % < 0Vz € (—00,0), also gibt es keine z7 < 0 derart,
dass e* = %
Es existiert allerdings eine Losung auf (0, 00):
Es gelten lim, ,o¢h(x) = —00 < 0 und lim,_, o h(z) = 400 > 0. Da h im Intervall
(0,400) stetig ist, liefert der Nullstellensatz von Bolzano die Existenz von (mindestens)
einer Nullstelle von h (und also eine Lésung der Gleichung f(z) = g(x)) in dem Intervall
(0, 400).
Diese Losung ist auch eindeutig, da die Funktion A im Intervall (0, +00) streng monoton
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(d)

steigend ist. Man kann schon anhand der Skizze erahnen, dass f auf dem Intervall
(0, +00) streng monoton wachst, wahrend g streng monoton fallend ist: Da % streng
monoton fallt, ist —% streng monoton steigend. Da e” ebenfalls streng monoton steigend
ist, ergibt sich: h(z) = e” — < ist streng monoton steigend.

Bemerkung: Die Losung der Gleichung f(z) = g(z) schreibt man explizit als © =
W (1) ~ 0.567143, wobei W (z) die lambertische W-Funktion ist. Diese Funktion ist
niitzlich in viele Anwendungen, aber ist schwer zu handhaben. Man braucht elektronische

Hilfsmittel zur ndheren Bestimmung der Lsung.
Da 1 <e<4,gelten f(a;) =+e<2=g(a;) und f(b1) =e>1=g(by).

Die Intervallhalbierungsmethode liefert sukzessive: (a; + b;) = 2. Da gilt

3 s 4 3
f(z)—e4>§—9(z>, (3)
iSt (12:%,62:%.

Es ist 3(az 4+ by) = 2. Da gilt

. _1 o
ISta,3—§7bg—§.

Es ist 5(as + bs) = {5 Da gilt

: 9 5
Ist CL4:E, b4:§

Wegen by — ay = 0.0625, enthalt das Intervall I = [ay, by] die gesuchte Nullstelle mit
der gewiinschten Genauigkeit.

Alternativer Losungsweg ohne elektronische Hilfsmittel:

Wir kennen, dass lim,,~q (1 + %)n = e und die Folge (a,)nen mit a, = (1 + %)n streng
monoton steigend ist (Satz 1.2.8). Daher gilt fiir beliebiges n € N die Abschatzung
(1+3)" <e.

Falls fiir ein a die Ungleichung e > a gilt, folgt e» > a” ((e/a) > 1) fiir Potenz

p € R*. Insbesondere gilt
1\
el > <1 + —)
n

fir beliebiges p € R*,n € N. Dies nutzen wir im Folgenden aus, indem wir n mit
np € N verwenden. (Dies ist fiir rationales p > 0 immer moglich.)
Um die Ungleichung (B]) zu zeigen, wahlen wir n = 4. Dann gilt:

() ()
¢ 1) ~\4 3
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Gleichfalls zeigen wir die Ungleichung (), indem wir n = 8 wahlen. Dann gilt:

§> 1+15 95>8
e -] =1z —.
8 8 5

Der Vergleich der Funktionswerte ist nun nicht mehr so leicht moglich, daher nutzen wir
die Binomische Erweiterung von 9° = (8 + 1), es ergibt sich

95 & +5-8 4+ (})8°+ (5)8 +5-8+1

8 8°
:1+§+(5)l+(5)l+i+i
8 2) 82 3)8 & &
5
>1+§
138
8 5

Fiir () ist es schwer, ohne elektronische Hilfsmittel zu rechnen.

Aufgabe H 82. Maxima
Es sei f: [a,b] — R stetig, und es sei £ eine Stelle, an der die Funktion f ihr Maximum
m :=max{f(z)| x € [a,b]} annimmt.
(a) Es seien ¢,d € R. Finden Sie fiir jede der folgenden Funktionen g; das Maximum
m; = max{g;(z)| = € [a,b]} sowie eine Stelle &; in Abhdngigkeit von & und m.
g1: [a,b] = R: z— f(x)+d, g2 la+c,b+c >Rz f(z—oc).
(b) Seinun f:[0,1] = R: x > —a® — 2% + 2z + 4. Begriinden Sie, warum es eine Stelle
€ €(0,1) so gibt, dass f(¢) = max{f(x)| z € [0,1]}.
Hinweis: Sie brauchen £ nicht zu bestimmen und sollen keine Ableitungen verwenden.
(c) Sei h:[1,2] 2 R: 2+ —(x —1)3 —2? + 42+ 9.
Bestimmen Sie unter Verwendung von @ und @ das Maximum von h.

Lésungshinweise hierzu:

(@) Wegen f(x) < f(&) =m fir alle x € [a,b] gilt g1(z) = f(x)+d = f(§)+d=m+d
fur alle z € [a,b]. Daher ist m; = m + d das Maximum von g; mit eine Maximalstelle

& =¢ (da gi1(§) = (&) +d=m).
Wegen f(z) < f(&) = m fir alle z € [a,b)] gilt

gx+c)=flx+c—c)=flz) < f(€)=m

fir alle x € [a,b], also gilt g2(Z) = f(Z —¢) < f(§) = m firalle T € [a+ ¢,b+ .
Daher ist my = m das Maximum von g, mit Maximalstelle {& = £+ ¢, da g2(§+¢) =
f(§) =ma.

(b) Die Funktion f ist stetig und nimmt daher auf dem Intervall [0, 1] ein Maximum an nach
dem Satz von WeierstraB (1.13.12). Da f(0) =4, f(1) =4 und f(3) = —g—+1+4 >
4 gilt, liegt die Maximalstelle £ im offenen Intervall (0,1) mit f(§) > 4.
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(c) Der Faktor # — 1 gibt einen Hinweis auf den Losungsweg. Als erstes kdnnen wir der
Faktor (z — 1)? abspalten: 2? — 4z — 9 = (z — 1)? — 22 — 10, wobei wir auch den
Linearterm umschreiben: —2z — 10 = —2(xz — 1) — 12. Zusammen haben wir

—(r—1P —2*+dr+9=—(z -1 - (x —1)* +2(x — 1) + 12.

Also gilt mit f wie in (b): h(z) = f(x — 1) 4+ 8. Unter Verwendung von (a) hat & ein
Maximum f(&) + 8 an der Stelle { + 1.
Aufgabe H 83. Konvergenz von Potenzreihen -
Fiir k € Z betrachten wir die Potenzreihe fi,(2) :== > -5 cos (knm) (iz + 2i — 3k)".
n=1
(a) Bestimmen Sie den Entwicklungspunkt sowie den Konvergenzradius der Potenzreihe.
(b) Skizzieren Sie den Konvergenzkreis der Potenzreihe fiir £ = 0.
(c) Bestimmen Sie fiir £k = 0 alle Punkte z € R, in denen die Potenzreihe konvergiert.

(d) Fiir welche k € Z konvergiert die Potenzreihe an der Stelle z =i7

Lésungshinweise hierzu:
(a) Da k und n ganzzahlig sind, nimmt cos(knm) nur zwei Werte — 1 (falls nk gerade)
und —1 (falls nk ungerade) — an, also cos(knm) = (—1)"*. Die Potenzreihe lisst sich
umschreiben zu

ZT(Z — (=2 -3ki))",
n=1
hat also den Entwicklungspunkt zy = —2 — 3ki und die Koeffizienten a, = (—17)1’;’“ o
Wir berechnen:
L Ant1 L (_1)kn+k inJrl n3 B (_1)k1 _ 1 B
a= lim o | Jim ‘ ()™ i (n+ 13| noee | (1+2)3|  nooo (14 1)3

Damit hat die Potenzreihe den Konvergenzradius p = % =1.
(b) Fiir k£ =0 ist der Entwicklungspunkt zy = —2.

Ll g |
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(c) Fir £ =0 haben wir die Potenzreihe:

=

n= 1

n

1

Da wir nur die Konvergenz fiir reellen Zahlen z € R untersuchen, miissen wir uns fiir
20 = —2—3ki= —2 und p =1 zunachst klar machen, welche Teile der reellen Achse
im Konvergenzkreis U,(2) liegen. Da fiir k = 0 der Mittelpunkt z, von U,(z) selbst
reell ist, liegt somit nur (—2—p, —2+p) = (=3, —1) innerhalb von U,(2;). Die Menge
R\ [-3, —1] liegt auBerhalb von U,(z) und die Punkte z = —3 und z = —1 liegen
auf dem Rand des Konvergenzkreises U, ().

Mit Satz 1.14.4 folgt, dass die Potenzreihe fiir z € (—3,—1) konvergiert und fiir z €
R~ [-3,—1] = (=00, —3) U (—1,+00) divergiert. Wir betrachten die Randpunkte:
e Wir zeigen, dass die Reihe fiir 2 = —1 konvergiert. Einsetzen von z = —1 liefert
o in
PRt
n=1

Es gilt zum Beispiel |a,| = ‘1—3‘ ns < % fiir alle n € N. Damit bildet die Reihe
Z - eine Majorante von Z L. Weiter wissen wir aus Beispiel 1.8.2 (und 1.9.3),

dass die Reihe > - =7 konvergent ist. Somit ist nach dem Majoranten-Kriterium die
n=1
Reihe >~ L5 konvergent.
n=1
e Wir zeigen, dass die Reihe fiir 2 = —3 konvergiert. Einsetzen von z = —3 liefert
it
.
n=1 n
Die Reihe > n—lz bildet auch eine Majorante von <;;g" Also konvergiert nach
n=1 n=1
dem Majoranten-Kriterium die Reihe ) %
n=1
Also konvergiert die Reihe fiir z € [—3, —1] und divergiert fiir z € (—o0, —3) U (—1, 400).

(d) Mit Satz 1.14.4 folgt, dass die Potenzreihe fiir alle z € C mit |z — 2| < p @

konvergiert und fiir alle z € C mit |z — 2| > p divergiert. Also kann die Potenzreihe an
der Stelle z =i nur konvergieren, wenn k € R existiert so dass |i — (—2 — 3ki)| < 1.
Jedoch gilt |i + 2+ 3ki| = \/22+ (1 + 3k)% > 1, da (1 + 3k)? > 0. Deswegen gibt es
keine k € 7Z, fiir welcher die Potenzreihe konvergiert.
Aufgabe H 84. Geometrische Reihen
Gegeben sei f: C\{1,2} - C: 2z z——.
(a) Bestimmen Sie a,b € R so, dass f(z) = =%
(b) Schreiben Sie damit f(z) als Produkt von zwei geometrischen Reihen und bestimmen
Sie die Konvergenzradien dieser Reihen.
(c) Geben Sie mit Hilfe von 1.14.11 eine Reihe fiir f an. Finden Sie dann die Partialsummen
So, S1, Sa, S3 dieser Reihe.
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Lésungshinweise hierzu:
2a
(6)

(a) Esgilt
1 a a _
1—21—bz 1—(1+b)z+b22 2—2(1+0b)z+ 2b22

also bekommen durch Gleichsetzung von (@) mit f(x) wir a =4 und b =

(b) Mit der Formel fiir die geometrische Reihe gilt

o
=)

n=0

fir alle z € U,,(0) mit Konvergenzradius p; = 1

Ahnlich bekommen wir
4
zZ = 4
=3

()

WK

i
=)

2, da a = lim,~o {/|a,| =

fir alle z € U,,(0) mit Konvergenzradius ps

im0 {/1(3)"] = 3)-
(c) Wegen (a), (b) und Rechenregel 4 fiir Potenzreihen in 1.14.11 gilt

a(x(3) )+

J(2) = 1—z1—bz — —

fir alle z € U, (0) N U,,(0), d.h. fiir alle z mit |2| <1
= " < . (%)]_k> 2", Also erhalten

Die n-te Partialsumme der Reihe ist S,, = 42] 0

wir:
1 0
SO =4 (5) ZO =4

Sl—4<1+<%+1) )—4—1—62

1 1
51—1-4(1—1-5 1)2 =44 62+ 727

1 3 2
—+ + +1 2 =4+4+062+ 7z +7

=Sy +4 58

Seite 23

info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel /



17. Gruppeniibung

Hohere Mathematik 2

In der Skizze sehen wir die Summe der Potenzreihe an der Stelle z = 0 und die Partial-
summen Sy, S1, 5> und S;. Beachten Sie, wie sich die Partialsummen S,, um die Stelle

z = 0 der Funktion f(z) anndhern.

7

Frischhaltebox
Aufgabe H 85. Grenzwerte

Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte:

1-— (cos(2x))2 (b) lim 522 — x + sin(z)

(a) lim

z—0 212 ao+oo 12+ 2x +4

Losungshinweise hierzu:

(a) Es gilt:
lim M — lim M — 91lim sin(2z) : sin(2z) ~9.1.1=9
z—0 222 z—0 212 z—0 21 2x
(b) Es gilt
. 5z* —x +sin(x) , 5—%—1—512#
lim = lim —%F%5—"7"— =75,
z—otoo  x2+2x+4 zotoo 142 4 5
da lim, 4o 222 = 0.
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A. Barlow, C. Résinger, 18. Gruppeniibung zur Vorlesung

R. Schmahl, S. Smyk Hohere Mathematik 2
Sommersemester 2022

M. Stroppel

Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 86. Formel von Euler und de Moivre

(a) Schreiben Sie f(z) = sin(x)(cos(z))* —sin(4x) cos(z) als Linearkombination von Funk-
tionen der Form e mit n € Z.
Schreiben Sie sodann f(x) als Linearkombination von Funktionen der Form sin(ax) und
cos(bz) mit a, b € N,

(b) Seien z, w € C. Bestdtigen Sie mittels der Formel von Euler und de Moivre, dass

sin (2£%) cos (££2) = L sin(z) cos(w) + 3 sin(w) cos(z).

(c) Bestimmen Sie damit m (sin (2212) cos (A=H2)) fiir sin(w) # 0 und k € N.

k

Hinweis: Die Antwort kann als (—1)"c mit ¢ € R geschrieben werden.

Losungshinweise hierzu:
(a) Wegen

cos(nz) = = (" + ") und sin(nz) = % (em™ 4 e7mir)

DN | —

gilt
sin(z) (cos(x))* — sin(4z) cos(z)

ot _ iz (ei’” + e—ix)4 ohie _ g—div gz 4 i

2 21 2i 2
— %(eix o e—iz)<62iz + 2 + e—21£)2 o %(e&x + e3ix + e—3i:v o e—5ix)
— _?)i2<eix - e—i:c)(e4i:c + 462190 + 6 + 46—2i:c + e—4ix> =+ ;l(efﬁx + e3i:c + e—3ix o e—5i:c)
— _3% (e5ix + 3e3i:c + 2€ix - Qeix o 3e—3ix o e—5ix o 8(e5ix + e3ix + e—3ix o e—Six))
_ 3% (7<esm - efSix) + 5(63ix o ef:m) _ 96l 4 261x>. (7)
Es gilt weiter

212 e5im _ e—5i:p e3im _ e—3ix eim _ Ze—ia:
- = (7 5 —2
@ = ( TR 2 2 )

1
=-3 (7 sin(5x) 4 5sin(3z) — 2 sin@)).
(b) Die linke Seite der Gleichung ist

. z+w Z+w
sin Ccos =
2 2

(ei(zz“w _ e—iﬁ;w)) <ei<z+;“> n e—i<z+2w>>

(ei(z+w) . efi(erw)) (8)

J/

1
I
1
@

-~

:% sin(z4w)
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Die rechte Seite der Gleichung ist

—sm( ) co (w) —sm( ) cos(z)

- 1 —iz lw + e—lw N eiw _ e—iw eiz + e—iz

-2 2 2i 2

_ 81 (el ztw) + e—l w—z) ei(w—z) . e—i(w+z) + ei(w+z) + e—i(z—w) . ei(z—w) + e—i(z—i—w))
1
1 ellztw —1 w+z

= & (266 9o — )

(c) Wegen sin(km) =0 fir k € Z gilt

1 [(kn4w k4w @) 1 sin(km) cos(w) + 3 sin(w) cos(km)
_ sin cos .
sin(w) 2 sin(w)

_ sin(w) cos (k)
2sin(w)

(=D*
.

1
=3 cos(km) =

Aufgabe H87. Ableitungen

Sei a € R. Bestimmen Sie im Folgenden jeweils die maximale Teilmenge Dy & R so, dass
der gegebene Term eine Funktion f: Dy — R: o — f(x) definiert.

Bestimmen Sie die Menge aller Stellen in Dy, an denen die Funktion f differenzierbar ist.
Berechnen Sie f’.

ell(l?

N (b) f() = ——2+1

cos(z) + sin(z)

(@) f(z)=

L6ésungshinweise hierzu:

(a) Der Ausdruck

Definitionsbereich Dy = R ~\ {—a, a}. Mit der Quotientenregel bestimmen wir

ist nicht definiert fiir 2 = a. Wir erhalten daher als maximalen

ar (.2 __ pax, 2 _ _ 42
) = ae(x* —a) — e* - 2z _ T 2r —a -
@ ap = ap
2
— 1
(b) Der Ausdruck v ist nicht definiert fiir cos(z) = —sin(z). Wir erhal-

cos(z) + sin(z)
ten daher als maximalen Definitionsbereich Dy = R\ {n7m — 7 | n € Z}. Mit der
Quotientenregel bestimmen wir

(22 — 1)(cos(x) + sin(x)) — (x* — x + 1)(cos(z) — sin(x))
(cos(z) + sin(x))?
(22 4+ x) sin(z) — (2% — 3z + 2) cos(x).

1 + sin(2x)
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Aufgabe H 88. Differenzierbarkeit
Seien a, b, c € R. Wir betrachten die Funktion f: R — R mit

224+br+c fir —2<z<?2
flz) =
alx| sonst.

(a) Skizzieren Sie den Graphen von f fiir (a,b,c) € {(1,0,0),(4,0,4)}.

(b) Unter welchen Bedingungen an a, b, c ist f an der Stelle —2 bzw. 2 stetig?
Hinweis: Finden Sie zwei lineare Gleichungen, die diese Bedingungen beschreiben.

(c) Unter welchen Bedingungen an a, b, c ist f an der Stelle —2 bzw. 2 differenzierbar?

(d) Bestimmen Sie unter Verwendung von [(b)| und [(c)| die Werte von a,b,c so, dass f an
beiden Stellen —2 und 2 stetig und differenzierbar ist.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Die Skizze:

N

& | 3 L —H‘(I__ .-

E(A/,LICS=(|I 51?) -
| | Y
| | [ -

(b) Wir untersuchen nun Stetigkeit an der Stelle —2. Es gilt

lim f(z)= lim alz|= lim —azr=2a
r——2—0 r——2—0 r——2—-0

und

lim f(z)= lim a2’+br+c=4—2b+c.
z——240 r——240

Falls diese Grenzwerte {ibereinstimmen, dann — und nur dann — ist die Funktion f stetig
in —2 (wegen Lemma 1.11.10). Also die Funktion f ist an der Stelle 2 stetig wenn
2a + 2b —c = 4.

Wir untersuchen nun Stetigkeit an der Stelle 2. Es gilt

lim f(z)= lim a|z| = lim ax =2a
=210 r—2-10

=210
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und

lim f(z)= lim 2°+brx+c=4+2b+c.

rz—2—0 rz—2—0

Diese Grenzwerte einstimmen wenn 2a = 4 4 2b + ¢ liber. Also ist die Funktion f an
der Stelle 2 stetig, wenn 2a — 2b — c = 4.

Wir untersuchen nun Differenzierbarkeit an der Stelle —2. Es gelten

L f@=fD) L ae] =2 —a@+2)
z——2—0 x4+ 2 z—-2-0 I+ 2 x+2
und
fla) = f(=2) _ lim 22 +bxr +c—2a
x——2+0 x4+ 2 z——2+0 x+ 2
_ 3 2 +br+c—(4—2b+c) *)
- x——240 x4+ 2
i 2?2 +br+2b—4
= lim
x——240 T+ 2
_ oy (a:+2)(a:‘+b—2)_b_4
N x——240 x+2 - '
Diese Grenzwerte stimmen iiberein, wenn b — 4 = —a. Also ist die Funktion f an der

Stelle —2 differenzierbar, wenn a +b = 4.

(*) Ist f differenzierbar an —2, so ist f auch stetig an —2. Daher konnen wir die
Gleichung 2a + 2b — ¢ = 4 von (b) verwenden. Alternativ versuchen wir der Grenzwert
durch Umstellung zu bestimmen:

. 2+ br+c—2a . (r+2)(z+b—-2)—2(b—2)+c—2a
lim = lim
Z——240 x+ 2 z——240 T+ 2
4—2b —2
= lim ((x—l—b—?)—l— e a).
z——2+0 x4+ 2

Der linke Ausdruck strebt gegen b — 4. Der rechte Ausdruck strebt gegen —oo oder
+o00 auBer, wenn der Zahler 0 ist.

Wir untersuchen nun Differenzierbarkeit an der Stelle 2. Es gilt

L@@ L allel =) _a@-2)
z—240 xr—2 =240 1 — 2 r—2
und
_ 2 _
lim flz) — f(2) ~ i © +bx + ¢ — 2a
2—2—0 r— 2 z—2—0 T — 2
. P 4br+c—(44+20+¢)
= lim
r—2—0 xr — 2
. 2 +br—2b—14
= lim
z—2—0 x — 2
T ) | o) Y
z—2—0 x— 2
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Diese Grenzwerte iibereinstimmen wenn b+4 = a. Also ist die Funktion f an der Stelle
2 differenzierbar, wenn b — a = —4.

(d) Fir stetigkeit und differenzierbarkeit an beiden Stellen —2 und 2 miissen alle Gleichun-
gen von (b) und (c) gelten. Daher haben wir 2a+2b—c=4=2a—2b—c¢, also b= 10
und 2a —4 = c. Auch haben wir b —4 = —a=—(b+4), also a =4 und ¢ =4.

Aufgabe H 89. Ableitungsregeln
Berechnen Sie die Ableitungen der folgenden Funktionen:
(@) f:R—=R": 2 exp(z(l —2?)) exp((l — sin(:c))3 + 33:‘((:08(95))2)

2

T
(b) f:RT > R":z— - -
1427+ x(6+x2)
L6ésungshinweise hierzu:
(a) Durch die Kettenregel erhilt man -LeA®) = (.1 Aga:)) . Also miissen wir nur 44
berechnen, wobei A(z) = z(1 — %) + (1 —sin(z)) —|—3x(cos( )) . Durch Ketten- und

Produktregel erhalten wir

:% sin(2x)

%A(x) 1= 322 4 3(1 — sin(z))(— cos(x)) + 3(cos(x))? + 62 cos(z) Sm(z)
=1—32% — 3cos(n) (1 — 2sin(z) + (sin(x))2) + 3(cos(x))? + 3z sin(27)
=1— 32" + 3cos(z) (Cos(x) —1- (sin(x))2) +3(z 4 1) sin(2x).

Daher erhalten wir

f(z) = (1 — 32% + 3 cos(z) (Cos(x) —1- (sin(x))Q) +3(x +1) Sin(2x))
- exp (x(l —2%) 4 (1 — sin(z))® + 3z (cos(x))? )

(b) Wir schreiben g(x): 1+ 2% + h(x) und h(z) = Sodann kénnen wir f(z) = -~

. . . 6x + 6z-+a3 - g(z)
schreiben. Durch die Quotientenregel erhalten wir
2ag(x) — 2*g'()
f(x) = (9)
(9(x))?
AuBerdem haben wir
g (x) =1In(2)2° + h'(x) (10)

und
—(6+32?)  —=3(2+ 2?)

W(w) = 62+ 23)2  22(6+ 22)% (11)

info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel / Seite 29



18. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Wegen ([@)), (IQ) und (II) ergibt sich

20(142° 4+ h(x)) — <1n(2)2x+h’( ))

/ —

Jw) = (1+2w+hx>)2
K (1+2°+ 7ty > 72 (m - k)
- 2

1822 + 22 (6 + %) (1 + 2%) + (5 —In(2)2%(6 + $2)2)$4

<1 + (1 +27)(6 + x2))2

p Frischhaltebox \

Aufgabe H 90. Konvergenzkriterien fiir Reihen

Untersuchen Sie das Konvergenzverhalten der Reihen.

£ 1 e 32n co ok—1

Losungshinweise hierzw
(a) Es gilt \/nlﬁ > — fiir aIIe n € N. Damit bildet die Reihe > >* | —= = >"% ) =
eine Minorante von anl m. Da die harmonische Reihe divergiert, muss die Reihe
> ﬁ divergieren.

(b) Wir schreiben a,, = 3%, und betrachten

32n+2n!
327 (n 4+ 1)!

9 n—oo

Gl = X0 < 1.
n—+1

Qn

Damit konvergiert die Reihe ">, 3%, nach dem Quotientenkriterium.

f'Lir alle £ € N. Damit bildet die Reihe 2201116 eine Minorante von
S A Da dle harmonische Reihe divergiert, muss die Reihe Y 7 | 2 2~ divergieren.

(d) Wir schreiben a,, = < und betrachten

L
m—l

Am+1
A

1
= — — <L
(S

e

e—(m+1)(m —1) 1 — % oo
me—™

Damit konvergiert die Reihe >~ _, ;_—lnl nach dem Quotientenkriterium.
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M. Stroppel

Sommersemester 2022

Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H91. Hohere Ableitungen
Bestimmen Sie abhangig von n € N die n-te Ableitung folgender Funktionen:

3z +1
R~ {3 -1V 5 R: S
(@ f:R~{3—3}— x'_)1+x—6x2

(b) g R—>R:z— (Cosh(x))2 — cosh(2z)

Hinweis: Berechnen Sie jeweils einige Ableitungen, stellen Sie eine Vermutung iiber die allge-

meine Form der Ableitung auf und verifizieren Sie lhre Vermutung durch Induktion.

Es kann helfen, zuerst Terme zu vereinfachen.

L6sungshinweise hierzu:

(a) Wir bemerken, dass 1+ 2 — 627 = (1 + 3z)(1 — 2z) gilt. Daher ist f(z) = 1=

berechnen
, 2 112!
F@) = T ~ A=y
by (0—=2(=2)(1—22)) 2122
J) =25 (1 22)°
fog) gD a2

(1—2z)4 (1 —2x)%
Wir stellen daher die Vermutung an, dass

nl2n

(n) _ -
f (1 _ Qx)n—I—l'

Dies beweisen wir durch vollstandige Induktion:

112!
‘ Firn=1gilt f'(x) = ( d.h. unsere Formel ergibt die richtige Aussage.

2q)1+1"
Also stimmt der Induktionsanfang.
K12k
@ Wir nehmen an, dass f*) ( )k:+1 gilt.

@ n—n-+1: Es gilt

fn+1)( ) —nl2

®d_ o W~ 1)(=2)(1 = 22)" _ (n+1)12mH

was mit der Vermutung libereinstimmt.

(b) Wir berechnen mit der Kettenregel

dz (1 _ Qx)n—i-l (1 _ 213)271—&-2 - (1 _ 2x>n+2 ’

x) = 2 cosh(z) sinh(x) — 2sinh(2x) = sinh(2z) — 2sinh(2z) = — sinh(2x)

O (z) = —2%sinh(2z) = 4f(z)

f'(x) =
f"(z) = —2cosh(2z)
(z) =
f@(x) = =22 cosh(2z) = 41" (x).
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Wir stellen eine Vermutung an, dass

n—1 4; —
£ () = —2"tginh(2z), n=2k-1 FeN.
—2"" L cosh(2z), n =2k
Dies beweisen wir durch vollstandige Induktion:

Fir n = 1 gilt f'(z) = fY(x) = —2%sinh(2z), d.h. unsere Formel ergibt die
richtige Aussage. Also stimmt der Induktionsanfang.

@ Wir nehmen an, dass

m—1 g3 —
F0)() = —2mtsinh(2z), m=2k—1 ke N
—2m=1 cosh(2z), m =2k

gilt.
@ n—n-+1:Falls n =2k — 1 fiir ein k € N ist, berechnen wir

Fr () C ddl_ M(x) = % ( —2n ! Sinh(2x)) = —2" cosh(2z).

Falls n = 2k fur ein k € N ist, berechnen wir

F () @ ddch Nz) = % ( — ot Cosh(Qx)) = —2"sinh(2x).

In jedem Fall stimmt das Ergebnis mit der Vermutung iiberein. Also ist die Vermu-
tung durch Induktion bewiesen.

Alternative Formulierungen:

2" ( cosh(z) sinh(x) — sinh(2x)) : n=2k—1

f(n)<x) _ k € N.
2n—1 ((cosh(m))2 + (sinh(z))? — 2 COSh(QI)), n =2k
—2" cosh(z) sinh(x), n=2k—1

f(x) = k €N.

_w4<@%mﬂy+@mmmy) n =2k

Aufgabe H92. Umbkehrfunktion

Gegeben sei die Funktion f: D - W: x — Cos(x)

(a) Bestimmen Sie die groBte Teilmenge D € R, fiir die der angegebene Funktionsterm
definiert ist.

(b) Es sei k € Z. Berechnen Sie die Ableitung f'(zo) fiir zo € ((2k — 1)5,(2k + 1)5).

(c) Finden Sie fiir die folgenden k jeweils das groBte Intervall I, € ((2k —1)%, (2k+1)%),
fiir das die Einschrankung fi von f auf I streng monoton fallend ist. Betrachten Sie
(i) k=0, (i) k=1, (iii) £k =2m mit m € Z (also k gerade).

(d) Nach Satz 2.3.1 ist die Funktion g¢: [-1,0] — f([-1,0]): x + f(x) invertierbar.
Berechnen Sie die Ableitung von g1
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L6ésungshinweise hierzu:

(a) Der Funktionsterm ist nicht definiert wenn cos(z) = 0 d.h. wenn z = 7 + k7 fiir
k € Z. Daher ist D = R\ {(2k + 1)7 }rez die groBte Teilmenge von R, fiir die der
Funktionsterm definiert ist.

(b) Es gilt

—(—sin(z))  tan(xo)

(cos(z0))2  cos(zg)

[ (o) =

(c) Wir bemerken, dass eine beliebige Funktion g: I — W auf einem Intervall I, fiir wel-
che 0 ¢ W gilt, genau dann streng monoton fallend ist, wenn die Funktion é streng

monoton steigend ist.

(i) Wir betrachten das Intervall (-7, 7). Die Funktion cos(z) ist streng monoton
steigend auf (—7,0] und monoton fallend auf [0, 7). Also ist Iy = (—7,0] das
groBte Teilintervall, fiir das die Einschrankung fo: Ip — W': m streng monoton
fallend ist.

(i) Wir betrachten das Intervall (%,2F). Die Funktion cos(z) ist streng monoton
steigend auf [m, %) und fallend auf (%, 7. Also ist I; = [, %) das gréBte Teil-
intervall, fiir das die Einschrankung fi: I; — W @ streng monoton fallend ist.

(iii) Wir betrachten das Intervall ((4m —1)7,(4m+1)5) = (2mm — §,2mn + 7). Die
Funktion cos(z) ist streng monoton steigend auf (2mm — 7, 2mm] und fallend auf
[2mm, 2mm +F). Also ist Iy, = (2mm — 7§, 2mn] das groBt mogliche Teilintervall,

fiir dass die Einschrankung fo,,: Is,, — W Fl(g;) streng monoton fallend ist.

(d) Nach Satz 2.3.1ist g~ differenzierbar in g(xg) = —— fiir 29 € (—1,0), da g in 2

cos(zo)
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differenzierbar mit ¢/(xy) = 22 xo) # 0 ist. Es gilt fir yo = g(xg) =

cos(zo) cos(zo)

231 1 () cos(z) (005(950))2

-1
dy v y=g(z0) 9'(zo)  tan(zo) sin(zg

(%) Hier haben wir die Gleichung (cos(z))? + (sin(x))? = 1 benutzt. Das Minuszeichen
ist notig, da wegen z € (—1,0) stets sin(zg) < 0 gilt.

Aufgabe H93. Die Regel von I'Hospital

Untersuchen Sie die folgenden Funktionsgrenzwerte:

e¥ — 3L . tan(z) —x 47
1 In(3) (C) lim —
(a) 2—in(3) sin(z + 7 — In(3)) aur - (In(3))?
4a? —2x — 1+ 3* . In(z) —z
(b) 910151) 5 — o (d) mggio (23 — 2z)~1

Lésungshinweise hierzu:
(a) Es gilt sin(In3 + 7 — In3) = sin(n) = 03 und aus e"® = 3 folgt e? — 312 — (.

Somit ist der Grenzwert lim — In(3) von der Form ,, 0
z—In(3) sin(x + 7 — In(3))

Situation N. mit ¢ = In3 aus 2.5.1 vor). Fiir die Berechnung der Ableitungen werden wir
die bekannten Ableitungen aus 2.2.5 sowie die Kettenregel 2.2.3 benutzen. Wir erhalten

“ (genauer: es liegt

damit
d 3z T 3 3
. dz (e 1n(3)> . ¢ T nE) 3~ @) 1
lim = lim = =3|——-1).
z—=(3) 4 z—In(3) cos(z + m — In(3)) cos() In3

4 (sin(x tr— 1n(3)))

Also liefert der Regel von I'Hospital

e® — 3x 1
lim — In(3) -3 <— - 1)

z—In(3) sin(z + 7 — In(3)) In3
4o — 22 — 1+ 3°
(b) Der Grenzwert lirr(l) ’ E ’ 5 i ist von der Form ,, 2 * (genauer: es liegt Situation
T— r — )T

N, mit ¢ =0 aus 2.5.1 vor). Mit der Regel von I'Hospital bekommt man

C 4x? =22 —1+3 L -20-1+3) L Br—-243 3 In3-2
lim = lim &£ 3 = .
z—0 Ht — 2% z—0 1 (5% — 27) m—>0 5 In5—27ln2 InH—1In2

t —
(c) Der Grenzwert lim an(z) — @ + 7
zor - (In(3))?
N, mit ¢ = 7 aus 2.5.1 vor), da tan(7) = 0 und In(1) = 0 gelten. Fiir die Berechnung
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der Ableitungen werden wir die bekannten Ableitungen aus 2.2.5 sowie die Kettenregel
2.2.3 benutzen. Die Regel von I'Hospital liefert:

- 4 (¢ - e — 1 _ 2
lim tan(x) —x + 7 _ lim 1 ( a(;n(x) T+ ) iy @@ i x(1 — (cos(z)) )
S W(E)? e Z(D)P  eww2ln(2) 2 eow 2cos()?n (2)
1 — 2 : 2
Der Grenzwert lim al (cos(z))") = lim z(sin(z)) ist auch von der Form

v 2(cos(x))?In (£)  ==m 2(cos(z))?In (£)
,,%“. Wir wenden das Verfahren noch einmal an und benutzen die Produktregel:

4 z(sin(x))?
lim dm( (sin(z)) ) ~ lim (sin(z))? + 2z sin(z) c'os(x)
T A (2(008(1’))2 In (%) ) z—=m 2(cos(x))? - + + 4 cos(x)(—sin(z)) In (;)

dz

T sin(x) <sin(m) + 2z COS(Z'))
= lim -
v 2(cos(x))? — 4 cos(z) sin(z) In (£)
)

1)2 —
4+ —=1-0-0=2# 0 und der Zahler msin(r) (sin(r) + 2w cos(w)) = 0(0 —27) =0
sind.

Dabher liefert die Regel von I'Hospital:

lim tan(z) —x +7

N TES)

o , In(z) —z
0= 3_0)-1 — _ VI EE——
(d) Es gelten In(0)—0 oo und (0°—0) 0o. Somit ist der Grenzwert mggr}ro @ — 22) 1

von der Form ,, — “ (genauer: es liegt Situation U, mit a = 0 aus 2.5.1 vor). Mit der
Regel von I'Hospital bekommt man

d —
lim In(z) —z__ lim - (hl(x) x) = lim 21 (12)
253040 (23 — 2x)~1 253010 (23 — 22)1 = 25010 — (23 — 22)72(322 — 2)

xT

1
. i
Der Grenzwert x1—1>5r}r0 — (25 — 22)2(32% — 2)

teres Anwenden von der Regel von I'Hospital nicht sinnvoll. Nach Umformung erhalten
wir

ist von der Form ,, % " aber hier ist wei-

(23 —22)%*(x — 1) r(x? = 2)%(x—1) 0-(=2)*-(-1)

= i = li = = 0.
@)= lim ——Ge = et (322 — 2) —2 0
Also gilt
, In(x) —z
R R
Aufgabe H94. Die Regel von I'Hospital
Durch p(z) = 37" 222 st ein Polynom p,,(x) vom Grad m — 1 gegeben.
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(a) Bestimmen Sie die n-te Ableitung von z™ fiir n < m.
(b) Finden Sie durch Induktion die n-te Ableitung des Polynoms p,,(z).
(€) Zeigen Sie damit fiir n < m, dass (:2)"(e™ — p,,(z)) }z:0 =0 gilt.
e —pn(z)  m

(d) Zeigen Sie mit (a), (b), (c) und der Regel von I'Hospital, dass 31613(1) pon =

m

Lésungshinweise hierzu:

(a) Wir berechnen

d2
da?

d

ﬁ(a:m) = mx

d3
da?

m—1 (z™) = m(m—1)z™? (z™) = m(m—1)(m—2)z™ >,

Also stellen wir daher die Vermutung an, dass fiir n < m

(i) &= @

Dies beweisen wir durch vollstandige Induktion:

|
Fir n = 1 gilt f'(z) = m(m — 1)2™ 2% = " __4m=2 dh. unsere Formel

(m —2)!
ergibt die richtige Aussage. Also stimmt der Induktionsanfang.
|
@ Wir nehmen an, dass f*) = M ken gilt fiir n < m.
(m —k)!

@ n —n-+ 1: Es gilt

f(n—i—l) ([E) @ i m! 2 — m'(m _ n) m-—n—1 _ m! xm—(n-ﬁ-l)

da (m —n)! (m —n)! (m—(n+1))! ’

was mit der Vermutung libereinstimmt.

Wir bemerken, dass falls n = m dann (:1)™ (™) = m! ist.

(b) Esgilt
-1 kok—1 m—2 mkt+1 ok

d — mFx
TP =2 (k—1)! :z_: Kl

k=1

Wir nehmen an, dass

d\" nm_n_l mex
(@) pm(x) =m Z o n < m.

k=0

Dies beweisen wir durch vollstandige Induktion:

Wir haben die Aussage fiir n = 1 schon gezeigt also stimmt der Induktionsanfang.

m—Il—1 k k

. d\ . mix®
@ Wir nehmen an, dass (a) Pm(x) =m Z o gilt fir [ < m.

k=0
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@ n—=n-+1: Fir 1 <n <m —1 haben wir

d n+1 @ d nm*nfl mkl’k nmfnfl mkmk_l n+1m
(E) - @(m 2 )= 2 T

k=0 k=1
Damit ist die Behauptung fiir alle n € N: n < m bewiesen.

Fir n = m — 1 haben wir

d\""! 1 = mPF ymPx
1z pm(z) =m Z —=m =m
k=0

k!

Damit ist die Behauptung fiir n € N: n < m bewiesen.

Also haben wir
ANy P EST  mm
dz ) P = 0 n=m.

d n
(c) Es gilt (d—) e™® = m"e™ . Also mit (b) haben wir fir n < m
x

() roper o (o= 5 2 o (o o

k=0
Wenn = = 0 ist, ist die Summe gleich 0 und e™* = 1.

Y A R ——

emx _ pm(x)
m

=0.
=0

(d) Der Grenzwert lim
z—0

Nach (c) wissen wir, dass (di> (eml’ - pm(x)>

T
bemerken auch, dass

() @

=0

|
m: m—n

o (m—nt”

=0

=0

ist von der Form ,, 2, da p,,(0) =1 ist.

= 0 fur alle n < m. Wir

fir n < m. Also kdnnen wir die Regel von I'Hospital m-mal verwenden. Wir erhalten

" — p () (a5)" (™ = pu(@))

lim —— = ... =lim

—0 m —0 A\ m
v X v (dx) x
(@)—(c) ,. mme™ -0 m"
=" lim = )
z—0 m' m‘

Vs

Frischhaltebox

Aufgabe H 95. Induktion und Konvergenz

n

. 1
(a) Zeigen Sie mit vollstandiger Induktion: Vn € N: ; Ok Dk D) = ont1l
- 1
(b) Bestimmen Sie den Wert der Reihe Z

(k—3)(k+3)

k=1
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Lésungshinweise hierzu:

(a) Wir zeigen die Aussage fiir n = 1:

1
1 1 1
Es ist = = .
> ; k- D2k+1) 2-D2+1) 2+1
n 1 _n
= 2k —1)(2k+1) 2n+1
Wir zeigen die Aussage fiir n + 1 unter der Annahme der Induktionshypothese fiir
n: Es gilt

@Wir nehmen an, dass ein n € N existiert mit

s 1 1 . 1
2 k—1(2k+1) QRr+1)-DQRn+1)+1) * ; (2k —1)(2k + 1)

k=1
1 n n
2n+1)2n+3) 2n+1

1 (1—|—n(2n+3)>

[6)

T2 +3 o + 1

1 20?4+ 3n+1

_2n+3< 2n+1 )

1 Cn+1n+1)\ n+1l
_2n+3< 2n+1 )_2(n+1)+1‘

Damit ist die Behauptung fiir alle n € N bewiesen.
(b) Wegen Teil (a) folgt

= 1 & 4 4n 4
= i — i = i —2.
2 (k—Dk+2) niﬁlo]; 2k —1)(2k+1) noe2n 1 nbe24

3=
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R. Schmahl, S. Smyk Hohere Mathematik 2

M. Stroppel

Sommersemester 2022

Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 96. Taylorpolynome
Bestimmen Sie T5(f, x, zo) fir
(@) f: (0,7) = R: z~ In(sin(z)), xo =
(b) f: R — R: x> arctan(2zx), o = 0.

SIE]

Loésungshinweise hierzu:
(a) Esgilt

,, \_ cos(x) 1 (T
J(w) sin(z)  tan(z)’ / (E) = V3
yo = (@) = (cos@)? 1
) (in(2))? E
FO () = % £® (g) =83,

Somit ist das Taylorpolynom dritter Stufe um den Entwicklungspunkt zy =

™ s LT T f”%
(1 §) = () () (=) 5 (5
——ln2+\/§<x_2)_2<x_z>2+4_\/§

6 6
(b) Es gilt

f(z) = arctan(2z), f(0) = arctan(0) = 0
N 2 .

F'@) =1 f0=2

M) = — 0% oy

f'(x) = A+ 2P £7(0)=0

(3) - —16(1 + 422)% — (—162) - 2(1 + 422) - 8z

[ (x) = (1 4 422)4 TERTDE
F®(0) = —16.

Somit ist das Taylorpolynom dritter Stufe um den Entwicklungspunkt zo = 0

To(f.2.0) = £(0) + FO)(a —0) + LD w0y

2!
8
=20 — —a

3

Aufgabe H 97. Taylorentwicklung und Fehlerabschatzung
Wir betrachten die Funktion f: R — R: z — z?% cos(z).

us

6

O (-3

(122% — 1),
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(a) Bestimmen Sie das Taylorpolynom T5(f,x, ).

(b) Bestimmen Sie eine Fehlerschranke C' > 0 so, dass

713

s = (r.e5)| S0l -3

fur alle z € [0, 3] gilt.

(c) Bestimmen Sie ein a € (0, 1) so, dass
m
— ) <
)f(a;) T <f,:)3, 2)] < 0.027

fir alle x € [g —a, 5+ a] gilt.

L6ésungshinweise hierzu:
(@) Wegen der Kettenregel folgen

f(z) = 2% cos(x), f (Z) =0

f'(z) = 2z cos(x) — x?sin(x), i <E> _ _%

f"(x) = 2cos(z) — 2z sin(z) — 2z sin(z) — 22 cos(z) = (2 — 2?) cos(x) — 4x sin(x),

) AR I
(g) =ty

fO(z) = =2z cos(z) — (2 — %) sin(x) — 4sin(z) — 4z cos(z) = (2° — 6) sin(x) — 6 cos(x),

(3) (Z) _
/ 2
Somit ist das Taylorpolynom dritter Stufe um den Entwicklungspunkt zy = %

(5 D) = (D) (5) (- D)+ P oy

= (g) (-3

(b) Nach dem Satz von Taylor 2.6.1 ist f(z) =15 (f,z,%) + Ro (f, 2, %), wobei

(2
2
T
— — 6.
4

R e )

fiir ein ¥,z mit 0 < ¥, = < 1. Wir schreiben { := 5 + 9, z(z —3). Da0 =2 =3
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ist, gilt 0 < & < 3. Es gilt

e B
S sl -5
:é‘(fz—G)sin(f)—chos ’az——‘
< (1 [z o s+ Jg] (eoste)] ) |- 3
<9 <1 <1 =3 =1
§é(9+6+18)‘x—%3
33 T3 11 |3
_E‘x_ﬂ PR

Also erfiillt C' = 71 (oder irgendein groBerer Wert von C') unsere Forderung.

(c) Fir 0 <a < 1list [Z—a,%+al S (0,3), so dass die Abschitzung aus (b) benutzt
werden kann.
Firz € [2—a,2+a] istz—Z €[—a,a], d. h. }x— 2| < a. Es folgt:

—~

N @ T3
@) =1 (f0.5)| S Clo- 2] < cat
Aus der Bedingung Ca® < 0.027 folgt a® < L1255, also

1 3 3 4/ 2

“=yc10 Vi

Somit ist die Abschatzung fiir jedes positive a < ,/ giiltig.

Aufgabe H98. Extrema und Wendepunkte
(a) Bestimmen Sie die lokalen Extrema von f: R — R: z — (z + 1)e@1*,

(b) Bestimmen Sie die lokalen Extrema und Wendepunkte von ¢g: R — R: x — e” cos(z).

Loésungshinweise hierzu:
(a) Esist

fx) =2(x+1)(z — 1)@V 4 el = (222 — 1)el@=V?
F(@) = 2(20% — 1) (2 — 1)el™V 4 dzel@™D" = (42 — 42 4 22 + 2)e~1",

Damit in = € R ein lokales Extremum vorliegen kann, muss f/(z) = 0, also 222 —1 =0
1

und damit z = iTi sein.

. a-va)?
Esist f” (\%) (2\[ +f+2) — 2v2¢3V2 > 0 und Iz (_é) (_\%_

V3 : . .
2 — \/% + 2)e(1+2 = —2v/2e27V2 < 0. Also ist = = \/% ein lokales Minimum und
x = ——= ein lokales Maximum.
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(b) Esist

f'(x) = (cos(x) — sin(z))e”
1" (x) = (cos(x) — sin(z) — sin(z) — cos(z))e” = —2sin(z)e”.
Damit in 2 € R ein lokales Extremum vorliegen kann, muss f’(x) = 0, also
cos(z) — sin(z) = 0 und damit cos(z) = sin(x) gelten. Dies ist genau dann erfiillt, wenn

x die Form = = km + 7 mit k € Z hat (eine einfache Skizze kann dies bestatigen).
Esist f”(x) = —2sin(z)e”. Wir haben

f (kvr - %) — —2sin (m + %) s

_J —2sin (2n7r + %) e@ntl)m+g E=2n+1
| —2sin (2n7 + %) e2nmty k=2n

(
!

, MEZ

21 e2ntlmtg kE=2n+1
)Pt k=2n
1

-2 ( e@ntl)m+g k=2n+1

k=2n

2 2n7r
\/_
_ (_1)k+ \/ﬁekwﬂ-%'

Also ist x = km + 7 ein lokales Minimum, wenn k ungerade ist (wegen
[ (kr+2) = V2e*™% > 0) und ein lokales Maximum, wenn k gerade ist (wegen
[ (km+ %) = =21 < 0).
Damit in z ein Wendepunkt vorliegen kann, muss f”(z) = 0, also sin(x) = 0 sein.
Dies ist genau dann erfiillt, wenn = die Form km mit k € Z hat.
Esist f®)(x) = —2e%(cos(x) + sin(z)) und damit fO®(kr) = —2e*7(—1)* # 0. Also
sind die Wendepunkte

(km, (—=1)%e*m)

fir k € Z.
Aufgabe H 99. Kurvendiskussion

2
Wir betrachten die ungerade Funktion f: R~ {—3,3} — R: z = —— 5

(a) Untersuchen Sie das Verhalten an den Stellen —o0, —3,3 und +o0.

(b) Bestimmen Sie f’(z) und f"(z).

(c) Bestimmen Sie die lokalen Extrema und die Wendepunkte von f (wenn es solche gibt).
(d) Skizzieren Sie den Graphen von f fiir z € [-5,5].
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Lésungshinweise hierzu:
(a) Wir haben

(b)

(c)

(d)

20 2x .
z—5-3-01x2 —9 0, 5340 12 — 9 o0
I 2r I 2x n
esse0 2 —9 0 asBt0 2 —9 oo
2 2
lim ——2  —, lim 2 =

Der Nenner ist positiv falls |z| > 3. In diesem Fall haben = und f(x) das gleiche
Vorzeichnen. Daher haben die Grenzwerte fiir x+ — —3 — 0 und x — 3 + 0 ein Minus-
bzw. Pluszeichnen. Falls |z| < 3, denn der Nenner negativ ist und das Vorzeichnen von
f(z) und des Grenzwertes ist das entgegengesetzte von x. Daher haben die Grenzwerte
firx - —3 40 und x — 3 — 0 ein Plus- bzw. Minuszeichnen. Wenn x gegen o0
strebt, ist der Nenner positiv, d.h. f(z) strebt fiir + — —oo von unten gegen 0 und
fiir £ — +o00 von oben gegen 0.

Es ist
2(z* —9) — 2z - 2%

fl(z) = (72 — 9)2 -

—2(z* +9)
R

und
 —dr(@® - 92+ 22+ 9) - 2(2* —9) - 2z dx(z® 4 27)

i) = (@2 —9)1 @ =9y

Um die lokalen Extrema von f zu bestimmen, bestimmen wir die Nullstellen von f'(z):
flx) =0 —2(a*+9) =0 & 2® = 0.

Es gibt kein reelle Zahl x mit 22 = —9. Also gibt es keine lokalen Extrema.
Um die Wendepunkte von f zu bestimmen, bestimmen wir die Nullstellen von f”(z):

f"(x) =0 < —da(2® +27)*> =0 < = = 0 oder 2* = —27.
Es gibt nur die reele Nullstelle x = 0. Es ist

(1222 +4-27) (2% — 9)3 — dw(2® + 27) - 3(2* — 9)% - 22

3
f()($): (332_9)6
_12(z — 92% + 922 — 81) — 12(2z* + 2 272?)
a (% —9)*
_ —12(2* 4 542” + 81)
(22— 9)’

und damit f)(0) = 281 = =2 2£ 0. Also ist der einzige Wendepunkt (0,0).

(=9)*
Fiir die Skizze verwenden wir die Ergebnisse von Teilen (a)-(c) und bemerken dabei,
dass f eine ungerade Funktion (f(—x) = —f(x)) mit genau einer Nullstelle, namlich
x =0, ist.
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Jl""‘)

- Frischhaltebox

Aufgabe H 100. Haiufungspunkte

Bestimmen Sie fiir jede der folgenden Folgen moglichst viele Haufungspunkte, indem Sie ent-
sprechende konvergente oder bestimmt divergente Teilfolgen angeben.

(@) (am)men mit ap, :==In((-1)"+2)+> 1", (%)k
(b) (b)ren mit by == (3k)(DY) 4 cos((—1)¥km)

Lésungshinweise hierzu:
(a) Wir berechnen zuerst mit der Formel fiir die (Partialsummen der) geometrische Reihe

o 1= ()™ 1\
Z :(—2)1:2 1—|( = — 2 fir m = oo.
2.3 1-1 2
k=0 2

AuBerdem bekommen wir

In(1) =0  m ungerade
In(3) m gerade.

m«—QM+zy_{

Damit bekommen wir die Haufungspunkte 2 und In(3) + 2. Eine gegen 2 konvergente
Teilfolge ist gegeben durch (ag,41)nen, denn In((—1)®"+Y 4 2) = 0 fiir alle n € N

und
2n+1 1 k
li = li -] =2
s = fim 0+ 3 (3) =2
k=0
Den anderen Grenzwert bekommt man genauso, indem man die konvergente Teilfolge
(@2p)nen betrachtet.

(b) Die Folge hauft sich in —1 und in +00. Es gelten

cos(—km) = cos(km) = —1 k ungerade

cos((—=1)*kn) =
((=1)%n) {cos(lm) =1 k gerade
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und
1

(3k)(-D) = { 3k k ungerade
3k k gerade.

Eine gegen —1 konvergente Teilfolge ist gegeben durch (az,41)nen, denn
cos((—1)?""(2n + 1)) = cos(m) = —1 fiir alle n € N und

. . 1
A aze = g gy~ =L

Eine bestimmte divergente Teilfolge ist gegeben durch (agy,)nen, denn
cos((—1)*"(2n)m) = cos(0) = 1 fiir alle n € N und

lim ag, = lim 3-2n+ 1 = 4+o0.
n—oo n—oo

info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel / Seite 45



21. Gruppeniibung zur Vorlesung
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A. Barlow, C. Rosinger,
R. Schmahl, S. Smyk

M.

Stroppel

Sommersemester 2022

Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 101. Partielle Integration
Seien a,b,c € R mit a # 0 und 0 < b # ¢

(a) /x2(2 cos(z) sin(x) — cos(2x))
(b) /arsinh(—x)dx

(c) / 3 sin(az) d

(d) /beIe_cmdx

Lésungshinweise hierzu:

. Bestimmen Sie die folgenden Integrale.

(a) Unter Verwendung der Identitét sin(2z) = 2sin(x) cos(z) und mit Hilfe partieller Inte-

gration erhalten wir
/x2(2 cos(z) sin(x) — cos(2x))dz
/:c2(sin(2x) —cos(2x))dx

cosé2 sin(2 )} /Qx( cos(2 sm(22x)> .

(cos(2) + sin(2z)) ] / x(cos(2) + sin(2z)) d z

= |X

[\]
/_\

sin(2z)  cos(2z)

cos(2x) da

(cos(2z) + sin(2z)) ] + [x( 5 5

} B / sin(22x) B

sin(2x)

2

wl% wl% wl%

(cos(2z) + sin(2x)) + = i

* (sin(2z) —cos(zx))} _ {—002(256)
).

= i [(1 =2z — 227) cos(2z) + (1 + 2z — 22%) sin(2z)]

(b) Wir benutzen das Integrationstrick von Aufgabe P 82:

- [
[x arsinh(—x) + M] :

/ arsinh(—z)d z = [z arsinh(—

i

Hier haben wir die Kettenregel und die Stammfunktionentabelle 3.1.7 benutzt, um

d . _ 1 . . .
+-arsinh(—x) = — 7=z 2u berechnen. Fiir den letzten Schritt berechnen wir das
Integral z.B. durch Substitution mit ¢t = 1 + 22, g—t = 2x:

/m / =2 [ovi] = [viv ).

(c) Hier benutzen wir partielle Integration dreimal:

/x3 sin(az)dx _x3 L cocsl(ax)} + / —3$2 C(C)Ls(ax)

dzx

- . -
/:B2 cos(az)dz = |z*- M} _/ x sin(azx) A
L a a
/xsin(aw)dx — -35 : M] +/COS(CLSC) do — [x — cos(ax) sin(ggc)
L a a a
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Also haben wir:

/x?’ sin(az) dz — {xg _ M} +2 ({ﬁ _ Sin(ax)] 2 {x — cos(ax) N sin(ax)D

[ (et )]

(d) Zuerst bemerken wir, dass b* = ¢*™? gilt. Also ist be™ @ = e=In(b)=cz — eo(n(b)=c) \Wjir
z(In(b)—c)
e

In(b) — ¢
Qbm — r ) e:I:(ln(b)fc) ) e:r:(ln(b)fc) 4
/a: ¢ x—_x'ln(b)—c]_/ x'ln(b)—c v

i z(In(b)—c) z(In(b)—c)
ain®) ) qp— .S~ | [T 74
/xe v _$ In(b) — c} / In(b) — ¢ ‘

r ez(ln(b)fc) em(ln(b)fc)
1" ) —¢ () — 0)2}

setzen g(z) = 2% und f(x) = (also f'(x) = e*®)=9)) dann gilt:

Zusammen haben wir

/bexe—Cl‘dx _ -xQ ‘ em(ln(b)—C) B 2 . e:v(ln(b)—c) B ew(ln(b)—c)
7 In(®)—c Inb) —c In(b) — ¢ (In(b) — )2
ce(n(b)—c)

= | —oF <2 — 2x(In(b) — ¢) + z*(In(b) — c)Q)}
_ ﬁ (2 — 22(In(b) — ¢) + 2(In(b) — 0)2)] |

Aufgabe H 102. Integration durch Substitution
Bestimmen Sie die folgenden Integrale (nehmen Sie in an, dass z in (0,7) liegt).

@ [T ()/“T

sinh(z3) /1 + (cos(w))?
2z arctan(2z) + 2 arctan(2x)
b -1
()/ 4x3+4x2+x+1 da (d) /\/ z d
T

Loésungshinweise hierzu:
(a) Sei t =sinh(z*). Durch die Kettenregel ist 4* = 322 cosh(z?). Daher gilt

22 cosh(z3) 11 1 1
etttk Sl Z.2dt= 1321 — | Z1nlsinh(zH)| | .
/ Sinh (%) dz = /3 tdt {3 n’ﬂ] {3 n‘sm (x )‘}

Alternative Substitution: u = 2% mit 4% = 322. Damit gilt

/x%cosh(xg’) da :/1 c.osh(u) du :/lﬁ.sinh(u) du
sinh(z3) 3 sinh(u) 3 sinh(u)

1 1 3
=3 [In [sinh(u)|] = {5 In ‘Sinh(f’: )‘} :
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(b) Zuerst bemerken wir, dass 42° + 42+ + 1 = (z+1)(42? + 1) = (22 +2) (222 + 1)
gilt: Den Faktor (z + 1) finden wir durch raten einer Nullstelle, den zweiten durch

Polynomdivision. Damit ist

2z arctan(2x) + 2arctan(2x) (22 + 2) arctan(2r)  arctan(2z)
4d +4a? + o + 1 (e +2) (222+1) 202+
Sei t = arctan(2x), dann ist & = 1+4 —— durch die Kettenregel. Daher ist

/ 2z arctan(2x) + 2 arctan(2x) / arctan(2z)
do = [ ——F=dxz
43 + 4o + o+ 1 222 + 5
B / 2 arctan(2z)
B 1+ 422

/tdt— [tﬂ = B (arctan(2x))21 :

= 1 — (cos(z))?. Da

T

(c) Wir setzen t = cos(x) und verwenden die Identitit (sin(z))?
U = —sin(z) gilt, ist

/ V1~ (cos(z) sin(z (da sin(z) > 0 fiir = € (0, 7))

:L' \/1—1— COS

= [— arcsinh(t)] = [— arcsinh(cos(z))] .

:/‘ﬁd

d) Sei t =+/r — 1, dannist & = 1 und
dzx 2\/x

/\/\/54—;101;@: \/T /\fdt_[ 3}:{?}(\/5—1)3}.

Aufgabe H 103. Stammfunktionen
Wir betrachten die folgende Funktion:
22 — 2

—_ N
(1—1’)"’ n e

fo:(=00,1) > R: z+—
Bestimmen Sie fiir die folgenden n € N jeweils eine Stammfunktion F;, von f,,:

(@) n=1, (b) n=2, (c) n=3, (d) n> 3.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Durch partielle Integration erhalten wir:

2_9
/xl xdx:[ (z* — 22)In(1 — )] / 2z —2)In(1 —x)dzx
—x

=[—z(x —2)In(1 — )] +2/x—1 JIn(1 —2z)d=x
Seite 48
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und
/(m—l)ln(l—x)dx: :%(x—1)21n(1—x)] —/%dx
= :%(x—1)21n(1—x)] —%/x—ldx
_ %(z )Pl —a) - (e 1)2]
= :}L(x —1)?(2In(1 — ) — 1)] :
Daher ist

/xi = ix dz = {—(a:2 —22)In(1—2) + (z —1)’In(1 — z) — %(x _ 1)2}

= {111(1 —x) — %(x — 1)2} :

Damit ist Fy: (—oo,1) = R: z +— In(1 — z) — $(2 — 1)? eine Stammfunktion von f;.
Alternativer 'Trick’: Wir bemerken, dass 1> —2x = (1 — z)* — 1 gilt.

Damit gilt:

22 1—-2)2-1 1 2
/Qj xdx:/¢dx:/l—x— dr = x—gj——kln(l—x) :
l1—x 11— 11—z 2

Damit ist Fy: (—o00,1) = R: 2 — z — %2 + In(1 — x) eine Stammfunktion von f.
Beachten Sie, dass I, = F, + z.

Alternativ durch Substitution: Sei t = 1 — x, dann gelten % = —1 und somit

2 _ AN 1\2 42
/x Qxdx:/2<1 t) (1 t) dt:/l tdt:/l—tdt
11—z t t t

- [ln(t) - g] - {111(1 — 1) - %(m - 1)2} .

(b) Durch partielle Integration:
- {H} - [ 2= {%”] - anj—n}‘

Damit ist [y: (—o0,1) = R: z +— % eine Stammfunktion von fs.
Alternativer 'Trick’:
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Damit ist [y: (—00,1) = R: z — 2 — T eine Stammfunktion von f,. Beachten Sie,
dass F2 Fy — 1 ist.
Alternativ durch Substitution: Sei t = 1 — x, dann gelten g—t

/Z”f__—j;d /1_t2dt—/——1dt
SR RS N

= —1 und somit

(c) Durch partielle Integration:
x? —2x r—2)
——dx = (2x —2)d
/(1—x)3 v [ 2(1 —x)? ] /21—1: v=2)dz

[ e e o]

1-—

-2

Damit ist F3: (—o0,1) > R:  +— % —In(1 — z) eine Stammfunktion von f;.
—x

Alternativ durch Substitution: Sei t = 1 — x, dann gelten d—i = —1 und somit

/ch__j;dx—/l_tzd _/———dt
_ [_272_1“( )} - {—ﬁ—ma—@ |

Damit ist Fy: (—00,1) = R: 2+ 2 — —In(1 — x) eine Stammfunktion von

) 2(1 —x)?
f3. Beachten Sie, dass F3 = F3 — %

(d) Durch partielle Integration:

/ (9612—_:172)32 = :<n —1;1():21_—231:)"1} - / (n— 1)(1 —yp1 2z - 2)de

[(n =D =)=t (n=1(n=3)(1 —z)"?
_ '(n—3)w(x—2)+2(1—g;)2}
[ (n—D(n—=3)1—x)!
1

_ (n—1)x(r—2)+2 }
[((n=1)(n=3)1—z)"]

(n—1)x(x—2)+2
(n—1)(n—3)(1 —x)r!

Damitist F},: (—o0,1) = R: z — eine Stammfunktion von

frn mit n> 3.
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Alternativ durch Substitution: Sei t = 1 — x, dann gelten %

22 1—t? 1 1
/udx:/ dt= [ — — —_dt
(1_1;)77, tn tn tn—2

[ 1 1
“ o ne * (n—:s)tna] 2
- _(1_2)7” (_nil * (171—_563) )}

_ (n—1)x(xr—2)+2 ]
[(n=1)(n =3)(1 — )t

= —1 und somit

Aufgabe H 104. Integration mittels Partialbruchzerlegung
Berechnen Sie die folgenden Integrale:

—2? 4+ 10z — 11 (x —1)(x+2)
(@) /x3—x2—8x+12dx (b) /(x+1)(x2+a:+2)dx

Lésungshinweise hierzu:

(a) Eine Nullstelle des Nenners ist = = 2.
Wir haben 2% — 22 —8x + 12 = (z — 2)(z* + = — 6) = (z — 2)*(z + 3).
Fiir die Partialbruchzerlegung nutzen wir den Ansatz

—.T2 + 10z — 11 —1’2 + 10z — 11 . AH A12 Agl

x3—x2—8x—|—12:(:c—2)2(:1:+3) x—2+(az—2)2+x+3
mit A1, A1, Ao1 € R. Erweitern liefert
—x? 4+ 10z — 11 Ap(x —2)(x + 3) + Ap(x + 3) + Ay (z — 2)?

(x —2)%(x +3) - (x —2)%(x + 3)
(A1 + 1421)372 + (A1 + Ajp — 4As)x — 6A11 + 3A10 + 44y

(x —2)%(z + 3)

Mit Koeffizientenvergleich folgt

A+ Ay = —1
All + A12 - 4A21 - 10
—61411 + 3A12 + 41421 = —11

Die Losung des linearen Gleichungssystems ist A;; = Ajs = 1 und Ay = —2. (Man
kann auch A;; = 1 nach Multiplikation mit (z—2)? und Grenziibergang = — 2 finden.)
Dann erhalten wir

—x2 410z — 11 1 1 2
de = [ ——d ——dz—- | ——d
/x3—x2—8x+12 v /x—2 $+/(x—2)2 v /I—i—?) o
1
:{ln|x—2|———21n|x+3|}
r—2
-2 1
:[ln ’x ‘— w

| (x43)2 x—2]
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(b) Das Polynom 2%+ x+2 hat keine reelen Nullstellen, also gibt es nach 3.4.5 reelle Zahlen
A, B und C so, dass

(z—1)(x+2) N A B+ Cx

(x+1)(x24+2+2) (x+1)(x24+2+2) x+1+$2+x+2
CA@+2+2)+ (B+Cr)(x+1)
B (x4 1)(22+2+2) '

Mit Koeffizientenvergleich folgt

A+C=1
A+B+C=1
2A+ B = -2

Die Losung des linearen Gleichungssystems ist A =—1, B=0, C = 2.
Dann erhalten wir nach Lemma 3.4.8 und 3.4.9

/ (x —1)(z+2) dx:/— 1 N 2z da
(x+1)(22 4+ +2) r+1 22+x+2

20 +1 1
—[~lnjz+1 T g [ —a
[—In|z + |]+/x2+x+2 x /x2+x+2 x

T+ %
arctan

1 1
21 21

= |-Injz+1|+In|z*+z+2|+

[ 2 2 1
= |—In|z + 1] +In]z® + = + 2| + —= arctan (iﬂ

I VT VT
- Frischhaltebox ~

Aufgabe H 105. Lineare Gleichungssysteme

Bestimmen Sie jeweils (mit dem GauB-Algorithmus 3.7.6) die Losungsmenge des Gleichungs-
systems Ax = b, mit

1 1 1 1 1 1 4 5
(@ A=[2 -1 1], b=|2 b)) A=[0 =3 1],6=[1
-1 1 -1 -1 0 0 O 0
L J
Lésungshinweise hierzu:
(a) Wir verwenden den GauB-Algorithmus.
[ 1 1 1 1
-1 1 2
i -1 1 -1} -1
[ 1 1 1 1
ZQ — 2Zl . 0 —3 —1 O
Z‘z + Z1 . 0 2 0 0 |
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0 3 -1 0
Zg—i-%ZQ . O 0 _é O

Demnach erhalt man als eindeutige Losung = = (1,0,0)T und somit

1
L= 0
0

(b) Mit dem GauB-Algorithmus erhalt man.

Z1+%Z22 1 0

o
|
w
o — |5
—_

1
—_
—_
w
Ju—
[=]

O w|=R

Z2 .

-3
Zg + %ZQ :

o o
o~ o
|

Wir konnen die Losung somit direkt ablesen. Es ist

16 _ 13
3 3

_ 1 1
E— -3 +L 3
0 1
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A. Barlow, C. Résinger, 22. Gruppeniibung zur Vorlesung

R. Schmahl, S. Smyk Hohere Mathematik 2
Sommersemester 2022

M. Stroppel

Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 106. Integration mit Partialbruchzerlegung

(a) Schreiben Sie p(z) = 2® + 2 — x — 1 als Produkt von Linearfaktoren.

5_ 4 4 .2
- —9
(b) Bestimmen Sie [ f(z)dx fir f(z) = e i mit Hilfe einer Partial-

v+ —r—1

bruchzerlegung.

(c) Bestimmen Sie/

™

6 (sin(z))® — (1 — (cos())?)? — (cos(z))? + sin(z) — 1
(sin(z))3 — (cos(x))? — sin(x)

-cos(z)dz.

S|

Lésungshinweise hierzu:

(a) Nachdem wir durch Raten die Nullstelle x = 1 gefunden haben, erhalten wir durch
Polynomdivision die Darstellung

p(@) = (z+1)*(z — 1)

(b) Durch Polynomdivision (z° — z* + 2% + 2 — 2): (2® + 2% — x — 1) erhalten wir zuerst
die Darstellung

—3z% +2x+1
¥ 4+at—v—1

flx) =2 —22+3+

Einsetzen von x = 1 in —3x? + 2z + 1 zeigt, dass (z — 1) auch ein Linearfaktor von
—32% 4+ 22 + 1 ist, wir erhalten mittels Polynomdivision die vereinfachte Darstellung:

—32*+2x+1 _ —3r—-1_ 3+1)+2 -3 N 2
B+r2—r—1 (r+1)? (x+1)2 r+1  (x+1)%
was auf
3 2
flz)=2* 22 +3 - 1 + @)
und somit
/f { x+3x—3ln(|x+1|)—i
r+1
fihrt.
(c) Wir verwenden die Identitdt (cos(z))? =1 — (sin(z))?:

(sin(z))®> — (1 — (cos(x))?)? — (cos(x))? + sin(x) — 1
(sin(z))? — (cos(x))? — sin(x)

_ (sin(z))5 — ((sin(x))?)? — (1 — (sin(x))?) + sin(x) — 1
(sin(2))? — (1 — (sin(z))?) — sin(z)

_ (sin(e))* — (sina))! + (sin(@) +sin(e) ~2 _

N (sin(z))3 + (sin(z))? — sin(z) — 1 = f(sin(z))
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Wir erhalten:

/g (sin(x))® — (1 — (cos(z))?)* — (cos(z))? + sin(z) — 1

(sin(z))? — (cos(x))? — sin(z)

[NE

3.3.3 sin(§)
= [ snia) - cosmpas 2 [ ICEE

24

138 3 2 23

Aufgabe H 107. Bestimmte Integrale
Berechnen Sie

e42 1 1+2€2+£4
(a)/ St i (b) /3 —en 4¢

™

(c) / 3e@)? cog(z )dx—/ 3@ (cos(z))? d x

(d) /Olng cosh(z)

Hinweis: Erweitern Sie mit cosh(z).

Loésungshinweise hierzu:
(a) Wir berechnen:

42 42

e 1 e 1 1
— dt= — .ot
/1 21t + ¢ Int /1 21+ Int ¢

Substitution u(t) := 21 + Int

42

:/le wu’(t)dt
:/“<e42)ldu:[1nu]g§

u(1) u

=In(63) — In(21) = In (%) = In(3)

(b) Wir formen zuerst mit der binomischen Formel um:

14262 + ¢ (1+¢%)? 14 &2

(1-)-¢) (1-pP0+&) (1-§2(0+8)°

-cos(z)dx
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Nun machen eine Partialbruchzerlegung:

1+ &2 A . B n C L D
1-92(1+¢? (1-¢ (1-¢* (1+¢ (1+¢)?

Dieser Ansatz ergibt

1+ = A1 =+ + BO+?+C1— (1 +8) + D(1-€)* =
=A1+¢(-E - +B(1+2+8)
+C(1-E-+)+D(1 -2+
—(A+B+C+D)+(A+2B—C —2D)¢
+(—A+B-C+ D)+ (-A+0)&,

was auf das Gleichungssystem

1 1 1 1 A 1
1 2 -1 =2 B 0
-1 1 -1 1 cl |1 (13)
-1 0 1 0 D 0
fiihrt. Wir wenden GauB an:
[ 1 1 1 1 1
1 2 -1 =210
-1 1 -1 1 1
-1 0 1 0o
[ 1 1 1 1 1 7
ZQ—Zli 0 1 -2 =3 —1
Z3+le 0 2 0 2
Zy+Zy: | 01 2 1|1 |
[ 1 1 1 1 1 7
0 1 -2 -3 -1
Zg-2Z2: 0 O 4 8 4
Zy—Zy: | 00 4 4|2
[ 1 1 1 1 1 7
0 1 -2 -3 -1
0 0 4 8 4
Z4—Zgi L 0 0 0 —4 —2_
Zi—Zy: [ 1 0 3 41 2
(=1/4)-Z, | 0 0 0 1 [1/2
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Zo—Z4: | 0 1 0 0 |1/2
14-Zs: | 0 0 1 0| 0
0o 0 0 1 [1/2

Hiermit erhalten wir:

/_? 14262 4 ¢ /_3

JA-ei-en T

Alternative Losungswege:
e Wir hatten durchaus auch schneller ans Ziel kommen konnen, es gilt:

142624 ¢4 1+ &2

I—)1—€)  (1-€2(1+¢)2
2426 26 +26° (14+¢)? (1-¢)?

—~

1 1
T A1 e? 2 (-0 2 A_er(tep
1 1 1

+ e —
(1-¢?2 2 (1+¢)
e Andererseits hatten wir auch die Partialbruchzerlegung direkt anwenden konnen
(ohne vorheriges Kiirzen), was auf den Ansatz

14262+ ¢t A B C D Fx+ F

A-e)1-¢) 1-¢ 1-€° 1+€ (+ef 1+

N~ DN~

bzw.

14282 +¢"'=(A+B+C+D+F)
+(A+2B—-C 2D+ E)¢
+ (2B +2D — 2F) £

+ (2B —2D —2E) &
+(-A+B-C+D+F)¢
+(-A+C+E)&

gefiihrt hatte. Das zugehorige LGS

11 1 1 0 1)\ /A 1
1 2 -1 -2 1 0]]|B 0
02 0 2 0 —=2f(lc| |2
02 0 —2 -2 0o ||D]| |0
11 -1 1 0 1]||E 1
10 1 0 1 0)\F 0
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hat wie zu erwarten — die Koeffizienten in der Partialbruchzerlegung sind eindeutig

— die Losung , diese ist nur aufwendiger zu berechnen.

T O QT
O ON-= O

e}

(c) Wir nutzen (sin(z))? = 1 — (cos(z))? und erhalten

d ..
* (1 = (cos(2))?) cos(z) = _xe<sm<x»3

=(sin(z))?

3e6m@)? cog(z) — 3etmED’ (cos(x))? = 3elm@)

Also gilt:

/2 3e6@)° cos(z) d o — /2 3@ (cos(z))P d o = [e(sin(m))3:| Po_e— =

us us
2 2

(d) Es gilt:

In3 . . In3
/ 1 da Hm;ve|s / cosh(x) da
o cosh(z) o (cosh(z))?

2.3.3 3 1
& — .cosh(z)d
/0 T+ (b)) h@)de

Substitution u(x) := sinh(x)

In3 1 ) sinh(In(3)) 1
= —— u(x)dx = du
[ raep e /smh@ Ty

3.1.7

[ arctan(u) ]22353;(3))

= arctan (sinh(In 3)) — arctan (sinh(0))

1 1 4
= arctan (5 (3 - §>) — arctan(0) = arctan (5)

Aufgabe H 108. Unbestimmte und uneigentliche Integrale
Berechnen Sie

I 1 I 1 z—1)e =
(a) /Pe P e =dx (b) /ln|x|-%dx
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Lésungshinweise hierzu:

Hohere Mathematik 2

(a) Esist
1 _1 1 _1 1 1 1
20T st ldﬂfz/ﬁ(l—g)e sda
Substitution: wu(z) := —
x
- / W/ (@) (1+u(x))e"™ da
531 [0 ueran
223 (14 (ate) - )] = [-
(b) Es gilt

1 1+ 1 _a
In |z - (ﬁe P e z)dx
d —
(:)/1n|$|' (E <_ex )) dr =
part. Int

1
Substitution: u(x) = ——

T
+ / u' (x)e"™ d x

e = 1
—In|z|- — +e =
x

1

_1nm.e_“”
X

1

(c) Mit (a) und (b) gilt fiir beliebige «, z, 5 € (0,00) mit a < z <

/lnx- dx:[e_:}:—lnx- I]

(0%
1
1 e = 1
=e¢ z:—lnz-— —|e o —lna-
z

1 178
B — e = Tz
/1nx-%dlee_i—lnz-e—]
z T X

z

_1 e
ez —1Inz-

z

(z—1)e =

e
x3

T

1
e «o

)
)

«

_1
c B

p

—eTh - Ing -
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Ferner gelten fiir beliebiges n € Ny («, 8 wie oben)

1
e a =1 n
lim = lim 5— 220 0
a—0+0 £5+00 €€
1
In(B) 2" .. 3 ) 1
li ﬂ Z lim = lim — =0
B——+o0 5 B—4oco 1 B—+o0 ﬂ
5:
lim e 7 =" lim ¢ =1
B—r+00 €500
Wahlen wir nun z = 1, gilt folglich mit Beispiel 2.5.8 ( ligr}roxlnx =0):
x—
1 _1 1 _1
r—1)e" = e a e a 1
lim lnx-¥dx: lim e!'— —+(a-lna) — = -
a—0+0 J, 3 a=30140 af o? e
—0 -0 —0
B z—1)e" = In 1
lim lnx-%dx: lim efé——ﬂ-efé—e_lzl——
B—+o0 Jq x B—r+o0 =~ e
—1 N———
—0-1
Somit erhalten wir:
+00 _1 1 _1
r—1)e = r—1)e =
/ lnx-%dx: lim 1nx-%dx
040 i a—0+0 /., €T
B rz—1 e_%
+ lim lnx-¥dx:1
B—+oo Jq 3

Aufgabe H 109. Unbestimmte und uneigentliche Integrale mit Parameter
Zu d € R definieren wir fy: (0,1] — R vermdge fy(t) :=1n (t(td)).

(a) Bestimmen Sie /fd(t)dt.

1
(b) Bestimmen Sie alle d € R, fiir die das Integral fa(t) dt existiert.
040

Geben Sie fiir diese ferner den Wert des Integrals an.

L6ésungshinweise hierzu:
(a) GemaB Definition 2.2.7 gilt fiir alle d € R, t € RT:

fat) =In <ttd> —1n (etd~lnt>

=t Int

Wir machen nun eine Fallunterscheidung:

d = —1: In diesem Falle gilt:
/fl(t)dt—/t1lntdtpart'—|nt' (Int) - (lnt)]—/(lnt)-%dt
— [(nt) - (o) = [ fafe)de
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1
Hieraus ergibt sich: /fl(t) dt = [§(lnt)2] .

Alternativer Losungsweg:

/f_l(t)dt:/t—llntdt“(t)ilnt/u(t)-u’(t)dt

3.3.1 B(ln t)Q]

d # —1: In diesem Falle gilt:

/fd(t)dt:/tdlntdt
part. Int. L an 1 / FIRE
= ——t"Mnt| — —— [ M. 2 dt
Lz+1 S /

1 1
= |——¢t"*Int ——/tddt
[d+1 n] d+ 1

1
[d+ 1 " (d+1)2

Wichtig: Man beachte, dass die Betragsstriche im Logarithmus nur deshalb weggelassen
werden diirfen, da wir aufgrund der Funktionsdefinition im vorliegenden Fall wissen, dass
t >0 ist.

(b) Auch hier machen wir eine Fallunterscheidung, allerdings fiir drei Falle:
d<—1: Fir 0 <e <1 gilt

1

' (a)[ 1 1
/6 fa(t)dt 2 [mtd+1 Int— mtd+1:|g

d+1
_ 1 € 1 gt

_ _ 1
A+ 12 T @xip dr1c

Hierbei gelten wegen d + 1 < 0:

d+1 |[d+1|
. £ oy 1 1 B
a—gﬁo (d+1)? N a—}g}ro (d+1)2 c =

EE(I)I}rOl —(d+1)-Ineg, = —o0,
womit
d+1

folgt. Hieraus ergibt sich

, ! , 1 e (1 —(d+1)lne)
52530/8 Jalhydt = lim — s + (d+ 1) -

also Divergenz.
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d = —1: In diesem Falle gilt fir 0 <e <1

/51 J10)) dt@ [%(mt)?t

also ebenfalls Divergenz.

d > —1: Wir erhalten fiir 0 <e <1 wegen d+1 >0 bzw. —d — 1 < 0:

1 (a> 1 can 1
t)ydt= lim — - |
0+0fd() St @ 1 T@rr dri F
1 L0+ 1 . —Ine
(d+1)2 d+ 15010 o= 1
! 1 _1
”% - 1- £
A S py pr =
1 1 1 1
S a+l _ _ 0= ———
are T Tt @iz VT T

insbesondere also Konvergenz.

Aus obigem ergibt sich: f01+0 fa(t) dt existiert ausschlieBlich fiir d > —1, es gilt dann

1

1
dt = —
00 fa(t)dt (d+1)2

Frischhaltebox

Aufgabe H 110. Geht auch ohne Hauptachsentransformation ...

. T
Bestimmen Sie fiir A := ({1 Bﬁ §) und @ := {x eR®| 2" Az +2 (—[2)2) 48 = 0}
(b) die Gestalt von Q.

Vs

(a) det Aeny und Rg Aer -

. J
Lésungshinweise hierzu:
0 2 =20
(a) Fir Aew = _22 :i :i 8 gilt mit dem Entwicklungssatz:
0 0 0 1
0 2 =2
detAgw=1-1 2 -4 —4
-2 —4 -4

=16+16+16416 =64
und somit Rg Ay = 4.
Alternativer Lésungsweg:

Alternativ konnen wir Rang und Determinante auch iiber GauB bestimmen:
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(b)

0 2 =2 0

2 -4 —4 0

-2 —4 —4 0

0 0 0 1

Z1 e ZQ : 2 —4 —4 0
ZQ e Z1 : 0 2 —2 0
Z3 + Z2 : 0 -8 =8 0

0 0 0 1

2 -4 -4 0

0 2 =2 0

Zo+dZ,c | 0 0 —16 0
0 0 0 1

Offensichtlich hat A also Rang 4, die Determinante ergibt sich, da wir — abgesehen von
einem Zeilentausch — nur Umformungen verwendet haben, welche diese nicht andern,
als

det A= (—=1)-(2-2-(—16)-1) = 64.

Zwei EW konnen wir direkt ablesen: A3 = 0 und \; = 1. Fiir Ay muss gelten:
)\1+)\2+)\3 :SpA:—7,

woraus wir Ay = —8 erhalten. (x)
Eigenvektoren zu Ay und A3 konnen wir direkt ablesen, es gilt:

—4 —4 0\ /0 0
—4 —4 0| lo]=x-]0
o o 1/ \u 1
—4 —4 0\ /1 1
—4 =4 0] |-1]=x-|-1
0o o 1/ \o 0

Eigenvektoren zu Ay miissen senkrecht zu diesen stehen, weshalb wir als zugehérigen EV
1

1| erhalten. Nun missen wir nur noch normieren, was auf die Transformationsmatrix
0

1
0 7

F=10 \/ié —-L | fiihrt. Wir erhalten damit
1 0

yTAy+2&Ty+c: 0
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mit
) 1 0 0
A=10 -8 0
0O 0 0
1 1 T
(v ;) (2
1 0 0 0
0 0 1 2 0
1 1
%~ 0 0 2v/2
c=0,
also

Y2 — 82 +2-2v2y; = 0
Nach anschlieBender Division durch 2v/2 erhalten wir die euklidische Normalform:

%y% —2V2y5 + 2y3 = 0.
Folglich hat () die Gestalt eines hyperbolischen Paraboloids.

Alternativer Lésungsweg:

Alternativ kdnnen wir in diesem Fall die Gestalt direkt nach der Kenntnis der Eigenwerte
—also (%) — bestimmen: Mit A3 = 0 und (a) sehen wir: Rg Aew = Rg A + 2. Folglich
ist () eine parabolische Quadrik. Da ferner zwei Eigenwerte von A von Null verschieden
sind und auch noch unterschiedliche Vorzeichen haben, kann ) nur ein hyperbolisches
Paraboloid sein.
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:
Aufgabe H 111. Gradienten und Nullstellenmengen
Gegeben sei die Funktion f: R® — R: (%?1)) — / e™ 3. (25 — 3)2dE.

1

(a) Bestimmen Sie grad f.
(b) Skizzieren Sie Ny := {x € R¥| f(z) =0} und Gy := {z € R*| Vf(x) =0} jeweils
in ein eigenes Koordinatensystem.

L6ésungshinweise hierzu:
(@) O.,f kénnen wir mit 3.6.3 direkt ablesen, es gilt: 9, f(x) = €373 (z3 — 3)2. Fir d,, f
nutzen wir zusitzlich 3.6.5 und erhalten 9, f(x) = —e*73 - (x3 — 3)%. Fiir J,,f(x)
schreiben wir f(x) zuerst um:

/:m e903_3 . (xg _ 3)2d§ — ez3—3 . (5133 _ 3)2 . /:ch 1d§
1 =" 3. (23 —3)%. (x; — 1) (14)

Somit erhalten wir:

Opy f(1) = "373 - (23— 3)% - (zg — 1) + €72 2(w3 — 3) - (10 — 11)

1 —e% 73 (x5 — 3)?
Vilx| = e” 3 (13 — 3)* (15)
T3 e 3(x3 — 3) (w3 — 1) (v9 — 21)

(b) Mit ([I4]) sehen wir: f(x) wird dann (und nur dann) O, wenn x3 = 3 oder z; = w9
gilt, also Ny = {(x1,20,23)" € R*| 2y = x5 oder x3 = 3}. Dies lasst sich wie folgt
veranschaulichen:

i\v
——
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(Die gestrichelten Linien deuten an, dass der entsprechende Teil durch die jeweils andere
Ebene verdeckt ist.) Fiir G erhalten wir mit (I5) Go = {(x1, 22, 23)" € R?| 25 = 3}
und somit die Skizze:

(Zur Verdeutlichung der Lage der Ebene wurde mittels gestrichelter Linien die Schnittge-
raden mit den Koordinatenachsen angedeutet, dies ist aber nicht unbedingt notwendig.)

Aufgabe H 112. Partielle Ableitungen

sin(rz1—w2) 1423
Gegeben sei die Funktion f: R? - R: z +— m@lﬂg , TF# g
) T =

sowie die Parametrisierung g,,: R — R?: ¢ s t(T) einer Geraden G, .
(a) Zeigen Sie, dass 0., f und 0,,f in o = 0 existieren.

(b) Bestimmen Sie L,, := Pn%(f 0 gm)(t). Ist f in O stetig?
—

(c) Fiir welches m € R wird L,, maximal?

Losungshinweise hierzu:
(@) 0., : Es gilt mit I'Hospital

1
h
.1 (sin(wh)h
N }ILIL% h Th? 1)
_..__sin(wh) —mh
N }ILIL% Th?

h—0 2mh
i‘ lim = sin(wh) - _0
h—0 2m
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Oy, : Esgilt

Onaf (§) = Tim = (£(9) = £(9))

h—>0h
o1 (k2
:gM(ﬁ_Q_O

Folglich existieren beide partiellen Ableitungen in 0.

Ein alternativer, stellenweise aufwendigerer Losungsweg lautet wie folgt:
Wir nutzen die unter

https:/ /info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel-Material /extra-2-5-11.pdf
zu findende Ergdnzung zum Satz von I'Hospital:
Oz, : Wir betrachten fiir a < 0 < b die Einschrankungen
g1: (a,0] = R:zy — f(‘%l) und ¢o: [0,0) — R:zy — f("”[)l). Dann gilt fiir

T 7& 0:
sin(mxy)ry  sin(ma
gl(ml) = ( 2 = )7
sin(7x
go(xy) = M’
T

Diese Funktionen sind mit 1.12.1 (4., 7.) und Beispiel 1.12.5 stetig. Ferner gelten:

d cos(mxy) - m- -y — sin(maxy) T
S 91(131) _ ( 1) - 12 ( 1)
T T2y
_cos(mxy) g — sin(7wx)
N nr?

cos(mxy) g — sin(mxy)

d
lim ——g(z;) = lim

21,70 d 1,70 T

¥ i = sin(may) - w2xy + cos(mwy) ™ — cos(wwy) T
1,0 27T331
T . .
=5 36111%0 sin(mzy) =0
dixng(xl) _ COS(le)W:;% sin(maxy)
_ . cos(mxy) Ty — sin(mway

B gy een) = J S S
= ...( siehe g1)
=0

Also sind die die Ableitungen dixlglz (a,0) — R und d;ilggz (0,b) — R stetig fort-
setzbar in die Stelle 0 mit %91(0) = d%_lgg(O) = 0. Insbesondere ist ¢: (a,b) —
R: 2z — f(“f)l) beidseitig differenzierbar in 0 mit Ableitung d%lg(o) = 0, woraus
0
sich 8x1f(0> = 0 ergibt.
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O», : Wir betrachten fiir a < 0 < b die Einschrinkungen g;: (a,0] — R: 25 f(ai)
und go: [0,b) = R: 25+ f(). Dann gilt fiir 25 # 0:

0
z2

91(72) = = =1 = g2(0),
)
3

92(z2) = — = 1= g2(0),
)

insbesondere sind g; und ¢, als konstante Funktionen stetig. Ferner sind die Ab-
leitungen dd72913 (a,0) - R und d;jmgQ: (0,b) — R stetig fortsetzbar in die Stelle
0 mit

. d ) d
x121§0 d_@gl(lﬁ) =0= 30121%10 d_ngQ(xQ)

Also ist g: (a,b) — R: x5 — f() beidseitig differenzierbar in 0 mit Ableitung

0
0\
ddTQg(()) = 0, woraus sich 8x2f(0) =0 ergibt.

(a) Sei m € R. Dann gilt:

sin ((mm — 1)t) mt + ¢
(mm? + 1) ¢

sin ((mm — 1)t) m+t
(rm? + 1)t

(f 0 gm)(t) =

Hieraus folgt (erneut mit I'Hospital):

L _ . sin((mm — 1)) m+ ¢
L =l (f o gm) (1) = I —— 20577

(VRT
"o -1 —1 1
0 )iy €08 ((7m — 1)t) (7m — 1) m +

t—0 (7rm2+1)
_7rm2—m+1_ m
m2+1 mm? 4+ 1

Da also insbesondere L,, < 1= f(0) fir m > 0 gilt, ist f in O nicht stetig.

(b) Um diese Frage zu beantworten, betrachten wir die Funktion L: R — R: m — L,,.
Wegen L,, < 1= L(0) fir m > 0 nimmt L — falls das Maximum existiert — dieses auf
dem Intervall (—oo, 0] an. Wir berechnen nun die Ableitung mit Hilfe der Quotienten-
regel:

mm? + 1 —m(27m)
B (mm? +1)2
m? —1
(mm? 4+ 1)2

L'(m) =

Die einzige kritische Stelle im relevanten Bereich ist mg = —\/; Mit

. m
e B U
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und

konnen wir nun folgern, dass L,, tatsiachlich einen maximalen Wert annimmt, und zwar

firm=—,/L.
i

Aufgabe H 113. Eigenwerte und Ableitungen
Fir A € {AcR>?| A" = A} definieren wir: A(A) := max{r € R| r ist EW von A}.

Betrachten Sie die Funktion
‘R S R:y— A y1 yQ))
d Y ((yz Y3

(a) Geben Sie eine Formel zur Berechnung von f <(y1 Yo yg)T> an.
(b) Bestimmen Sie 0, f.

Lésungshinweise hierzu:

(a) Wir benutzen das charakteristische Polynom von Y := (Zl ?‘32) , welches wir mit 5.2.3
2 Y3

(LAG) wie folgt berechnen konnen:

_ 1 —§& Y2
Xr () = det ( Y2 Y3 — f)

P SpY -4 detY
=& —(yi+y)E+yys — v

Die EW sind die Nullstellen dieses Polynoms, womit wir — unter Beriicksichtigung der
Tatsache, dass wir den gréBeren EW suchen — die Formel

Ny s+ + )® — 4iys — 1)

fly 5
Y3
_n +ys + \/y% + 2193 + y3 — dy1ys + 4y3
2
ity V) + 43

2

erhalten.

(b) Wir nutzen (a) und machen eine Fallunterscheidung:
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y1 # ys : In diesem Falle gilt

d ("N d [y tys (- ye)? Ay
—f Y2 | =
dyo dys 2
Y3
2 2\/(3/1 —y3)? + 4y3
2y2

\/(yl — y3)? + 4y3

y1 =Y3,y2 # 0 : In diesem Falle gilt

d (& d (yi+ys+2V43
—fly| =
dys dys 2
Y3
_ 12y
2/
_ Y2
|2
V(i — y3)? + 443
- P : . - , 2\/v3
Y1 = y3,y2 = 0 : Analog zum vorherigen Fall miissen wir die Funktion y, — == = |y,| nach ys

differenzieren — allerdings in yo = 0. Da an dieser Stelle die Betragsfunktion nicht
differenzierbar ist, existiert die partielle Ableitung nach 5 in diesem Falle nicht.

Zusammengefasst erhalten wir die partielle Ableitung:

yl 2
Y2
any;R?’\{(Zé)E[RS y1:y37y2:o}: Yo | —
" ) V=) + 443

Aufgabe H 114. Gradienten Il

Gegeben sei Montecristo: R? — R: (z) = syt — 3y7 + Jat — Ja? + La?yt
(a) Bestimmen Sie V Montecristo(;) .

(b) Skizzieren Sie die Menge N := {(}) € R*| VMontecristo(;) = 0} in einem kartesi-

schen Koordinatensystem fiir R?.

(c) Skizzieren Sie die Menge N := {(;) € R*| VMontecristo(;) = 0} in die x-y-Ebene
eines Koordinatensystems fiir R3.

(d) Der Graph von Montecristo ist G := {(z,y,2)" € R?| z = Montecristo(])}.
Erganzen Sie die Skizze um den Schnitt von G mit der x-2z- sowie mit der y-z-Ebene.
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Lésungshinweise hierzu:
(a) Es gilt:

3 _ 2
V/\/Iontecristo(x) = <9{E 3 O+ ﬂy )
Yy Yy —y+ iy

B (—91‘ (—a? = 12+ 1)) "

—y (=a® =gy’ +1)

(b) Durch unsere Darstellung in ([I6) konnen wir erkennen, dass der Gradient von Montecristo
nur dann gleich 0 ist, wenn = =y = 0 gilt oder (—z* — $y* + 1) =0, es gilt folglich

N:{O}U{(g) € R —m2—éy2—|—1}

Dies fiihrt auf folgende Skizze:

(c)+(d) Aufgrund der Halbachsenlangen der Ellipse, welche Teil von N ist, empfiehlt es sich, die
x- und y-Achse im Vergleich zu H111 zu vertauschen (dies hat auBerdem den schénen
Nebeneffekt, dass nun ein Rechtssystem vorliegt).

Fiir die Skizze der Schnitte suchen wir zunachst Hilfspunkte (Achsenschnittpunkte, lokale
Extrema, ...), anhand derer wir das Verhalten des Graphen (grob) abschatzen kdnnen

e Fiir die z-2-Ebene E, . gilt y = 0, also gilt fiir (z,y,2)" = (2,0,2)" € E,.NG:

B : z\ 94 9,
z = Montecristo <0) = 4.75 2£L‘
9
= sz (2% - 2),
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insbesondere sind die Schnittpunkte mit der xz-Achse gegeben durch (—+/2,0,0)",
(0,0,0)", und (v/2,0,0)". Unter Beriicksichtigung von (b) erhalten wir ferner die
— zumindest in Bezug auf den Schnitt mit der x-z-Ebene — lokalen Minimalstellen
(—1,0)T und (l,O)T,jeweils mit z = —3:

Die Funktion Z(z) := Montecristo(x,0) ist auf [—+/2,/2] stetig differenzierbar,
wobei die Ableitung Z'(x) der partiellen Ableitung 0, Montecristo () entspricht.
Diese wird insbesondere dann 0, wenn der Gradient von Montecristo Null wird.
(Weitere Nullstellen konnen nicht existieren, da besagter Gradient bereits 3 Null-

stellen entlang der z-Achse hat und die Ableitung von Z(z) ein Polynom dritten

Grades ist.)
Hieraus ergibt sich die Behauptung aus #(—+v/2) = 2(v/2) = 2(0) = 0 und
Z(—1) = 2(1) = —9 sowie dem Satz von Minimum und Maximum. Ferner er-

kennen wir hierdurch, dass in O ein lokales Maximum vorliegt. Das Verhalten fiir
|x] — oo wird durch

lim Montecristo(x,0) = lim Montecristo(x,0) = oo

T—00 T—r—00

bestimmt.
e Fiir die y-z-Ebene E, . hingegen gilt x = 0, dementsprichend gilt fiir (z,y,2)" =
(0,y,2)" € E,.NG:

(0N _ L, 1,
— Montecrist S
z ontecristo (y) 363/ 2y
122
- —18
36y(y )

insbesondere sind die Schnittpunkte mit der z-Achse gegeben durch (0, —3v/2,0)",
(0,0,0)", und (0,3v/2,0)". Analoge Uberlegungen wie oben zeigen ferner, dass
sich in (0,—3)" und (0,3)" lokale Minima (jeweils mit Wert —2) sowie in 0 ein
lokales Maximum befinden. Das Verhalten fiir |y| — oo wird durch

lim Montecristo(0,y) = lim Montecristo(0,y) = oo
Y—00 Yy——00

bestimmt.

Weitere Hilfspunkte erhalten, wir — falls notig — wie iiblich durch einsetzen, Ausnutzung
von Symmetrien, etc., wie zum Beispiel:

0 0

4 =1 4

Montecristo ((0,4)") -5

0 0 0
—4 = —4 = -4
Montecristo ((0, —4)") Montecristo ((0,4)") 5

Die Punkte, an denen die entsprechenden Schnitte den sichtbaren Bereich verlassen,
finden wir auf obige Weise jedoch nicht oder nur mit sehr viel Gliick. Hier kann eine
Art , Boxed plot” — dhnlich dem von Mathematica oder Maple ausgegebenen — helfen:
Hierzu skizziert man eine Box um den sichtbaren Ausschnitt des Koordinatesystems,
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wobei sich die entsprechenden Eckunkte aus den minimalen und maximalen Werten fiir
x, y und z ergeben. In der folgenden Skizze deuten die gestrichtelten Linien die Kanten

des entsprechenden Quaders

() ew

sowie dessen Schnitte mit den Koordinatenebenen an:

VE<r<2VE, 6y, 5

T . —t L ¥

p Frischhaltebox

A
A

Aufgabe H 115. Taylorpolynome
Sei f: R — R eine Funktion. Bestimmen Sie jeweils T,,(f, z, xq) fir

(@) zo=-3, n=2, (b) zo =1, n =42,

f(z) :=e"3 fl@)=2*-322+3z—1

Lésungshinweise hierzu:
(a) Es gilt:

fla) =" = f(a),
insbesondere also auch f”(z) = f/'(x) = e®~3. Somit erhalten wir:

6

To(f,z,—3) =e +e%x+3)+ i(:c + 3)?

2
11 1 )
:e—6+e—6<$+3)+2—e6($+3)
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Alternativer Lésungsweg;:
Wir nutzen die Exponentialreihe:

fla) = ¢ = o0 7 :eﬁg iy
=1
= (x4 3)"
nz_% n!eb
woraus wir
e 3) 1 1 5 1 e
Q(f,x,—) e—6+e—6<$+ )‘i‘%(l“i‘ )
ablesen.
(b) Es gilt
f1) =0
fl(z) =322—6x+3 — f'(1) =0
f"(x) =6x—6 —  f"(1) =0
f(x) =6 S (1) =6
f//l/(x) — _> f////(l) — 0

Hieraus folgt offensichtlich ¢ (z) = 0 fiir alle 2 € R, n = 4. Wir erhalten mit £ =1

T42(f,l’, 1) = (.T — 1)3

Alternativer Losungsweg:
Wir nutzen den binomischen Lehrsatz:

flx)=2-32>+32—-1=(z—1)3

Aufgrund des Eindeutigkeitssatzes fiir Potenzreihen konnen wir direkt

T42(f,l’, 1) = (ZE — 1)3

angeben.
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:
Aufgabe H116. (Minimale Differenz von Ober- und Untersummen — Analytische Version)®
Sei xp:=0, z3:=2und f: [zg, 23] = R: {46+ 2.
Auf der Menge M := {(2) € R?| xp < 71 < T3 < w3} definieren wir die Funktion
d: M — R: xr = (gé) }_>§(f7 {$0,$1,$2,$3}) _§<f7 {x07$1,$2,$3})
(a) Geben Sie mithilfe der Monotonie von f einen geschlossenen Ausdruck fiir d(x) an.
(b) Bestimmen Sie Vd(z).
(c) Bestimmen Sie Hd (z).

(d) Bestimmen Sie min d|,,. = mjl\? d(z).
zeM®

Hinweis: Sie diirfen ohne Begriindung verwenden, dass ein Minimum existiert.

Lésungshinweise hierzu:

(a) Es gilt f'(§) = 4 > 0 fir alle £ € (xg,x3), [ ist also monoton steigend. Fiir ein
beliebiges Teilintervall [a,b] € [z, z3] gilt folglich: 5m[iri] = f(a), gm[ir})] = f(b). Wir
€la, €la,
erhalten fiir z = (i;)

:g {x07‘r17x27x3}) (f? {x07x17x27x3})
= ( max (r1 —x9) + max f(§) - (z2 —21) + max [f(&)- (x5 — x2)>
£€[xo,21] ISEFRD)| SEPREY|

(mm f(&) (1 —20)+ min f({)-(z2 —21)+ min f(f)’(f?)—lé))

§€[wo,71] §€[r1,m2] §€[w2,m3]
(f(21) = f(@0)) (x1 — @0) + (f(22) — f(21)) (T2 — 1) + (f(3) — f(22)) (73 — 72)
= (f(21) = 2) 21+ (f(22) — f(21)) (22 — 21) + (10 = f(22)) (2 — 72)
= 42% + 4wy — 21)2 +4(2 — 13)?

(b) Mit (a) gilt:

81’1 — 8(272 — (L‘l)

Vd(x) = <8(x2 —xy) —8(2— :cz))

16151 — 8[[’2
169 — 8x; — 16

(c) Mit (b) erhalten wir:

o= (14 53

(d) Aufgrund des Hinweises wissen wir, dass ein Minimum existiert. Dieses muss, da M°
offen ist, an einer kritischen Stelle liegen. Gelte also

161’1 — 8512'2
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Wir erhalten aus 0,,d(z) die Bedingung 2x; = z5. Setzten wir dies in 0,,d(x) ein,
ergibt sich:

0 =322, — 8y — 16 = 242, — 16,

also z; = £ und somit z5 = %. Da dies die einzige kritische Stelle ist, erhalten wir

) 2
:3.4.@) -

Aufgabe H 117. O (Minimale Differenz von Ober- und Untersummen — Analytische Version)

Seien xg, x3, f, M und d wie in H 116. Wir erweitern den Begriff der Ober- und Untersumme
und lassen auch zu, dass g =0 < 2y S 25 S 23 = 2 gelten.

wnN

min d|,;,, = min d(z) = d(

zeMP©°

Wk Wl

(a) Skizzieren Sie M in ein geeignetes Koordinatensystem.
(b) Geben Sie mithilfe der Monotonie von f einen geschlossenen Ausdruck fiir d(z) an.
(c) Bestimmen Sie min d|,,, = nin d(z).

Losungshinweise hierzu:

(a) Aus den Bedingungen xy < x5 < x3 und x¢ < 27 < x9 erhalten wir folgende Skizze:

XE{\ Zur Verdeutlichung, dass der Rand OM
[ nicht zu M gehort, wurde dieser in einer
- 1 anderern Farbe und mit unterbrochenenen
| R Linien dargestellt.

A Die Seitennamen a, b und ¢ des Dreiecks
| LT LI OM entsprechen hierbei der Benennung der
-1 - Hilfsfunktionen in Teilaufgabe (c).

(b) Esist (vgl. H116)
d(x) = 422 + 4(zy — 21)* + 4(2 — 15)?

(c) Wir machen eine Fallunterscheidung fiir die drei Seiten des Dreieckes OM :
zo=zm1=z3, . \Wir betrachten die Hilfsfunktion

T2=xT3

hal [[130,1'3] — R: €r1 — d(gl) = 41’% +4(2 —fﬂl)z

Mit
iha(asl) =8r; —8(2— 1) = 1625 — 16
dz;
erhalten wir z; = 1 als einzige kritische Stellen von min h,(z;1). Mit

z1€[0,2]
ha(1) =8, ho(0) =16, ha(2) = 16

und dem Satz von Minimum und Maximum gilt m{inwha(xl) = 8.
x1€[0,2
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Zo=T1,

zo<za<xs . Wir betrachten die Hilfsfunktion
hbi [1'0,1‘3] — R: To —> d(gg) = 4&7% +4(2 —$2)2
Mit
d
—hb(Ig) = 8.172 - 8(2 — ZEQ) = 16[E2 — 16
de‘Q

erhalten wir x5 = 1 als einzige kritische Stellen von m[in } hy(x2). Mit
z2€(0,2

h(1) =8, hy(0) =16, hy(2) =16

und dem Satz von Minimum und Maximum gilt m[in}hb(xz) = 8.
z2€(0,2

w=z1223, . Wir betrachten die Hilfsfunktion
he: [0, 23] = Ry e d (%) = 42? + 4(2 — x1)?

Dies ist die selbe Funktion wie h,, womit wir sofort m[in | he(x1) = 8 erhalten.
z1€[0,2

Zusammengefasst erhalten wir somit

gy Ae) =8

Alternativer Lésungsweg: Wir hatten den Rand durchaus auch ohne Sonderbehand-
lung der Intervallrander und ohne Berechnung der Ableitungen obiger Hilfsfunktionen
untersuchen konnen:
Sei h, wie oben, dann gilt

ho(z1) = 422 +4(2 — 21)* = 822 — 162, + 16 = 8(x; — 1)* + 8

Bei dieser Darstellung erkennen wir sofort, dass stets h,(x;) = 8 gilt mit Gleichheit fiir
xrq1 =1 € [xg, x3], insbesondere also min h(z;) = h(1) = 8. Analoges gilt fiir i, und

21€[0,2]
he:
hy(zo) = 423 + 4(2 — 25)? = 8(zp — 1)* + 8
he(z1) = 427 +4(2 — 21)? = 8(z; — 1)* + 8
Analog zu oben folgt
min d(z) =8

reOM

Aufgabe H 118. Kritische Stellen und Extrema

Gegeben sei die Funktion f: R? — R: (;’;) > <el_””2 - 1> (1—9yh).
(a) Bestimmen Sie Vf(7) sowie die Menge K = {(7) € R*| Vf(}) = 0} der kritischen
Stellen.

(b) Skizzieren Sie K sowie die Nullstellenmenge von f in ein Koordinatensystem.
Kennzeichnen Sie ferner, welches Vorzeichen die Funktion in den von der Nullstellen-
menge begrenzten Gebieten jeweils annimmt.

(c) Bestimmen Sie Hf(g) und Hf (0).
(d) Entscheiden Sie fiir jede kritische Stelle, ob ein Minimum, Maximum oder Sattelpunkt
vorliegt.
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Lésungshinweise hierzu:
(a) Esgilt

—2ze!%" (1 — y*)
vf(;) = (_4y3 (el—x2 _ 1)
Zur Bestimmung von K machen wir eine Fallunterscheidung anhand der Faktoren von
fy:
y =0 :In diesem Falle ist f,(z,y) = —2xe'~*" es folgt z = 0.
y # 0 In diesem Falle muss z = 41 gelten und somit f,(z,y) = F2(1 — y*), es folgt

y==xl1.
Die Menge der kritischen Stellen ergibt sich folglich als

K 0 7 —1 7 1 ’ 1 7 —1
0 —1 —1 1 1
(b) f wird genau dann Null, wenn einer der beiden Faktoren <e1*"’”2 - 1> oder (1 — y%)
Null wird. Hiermit erhalten wir als Nullstellenmenge N = {(§) € R? | f(3)=0} als
N={(}) €R’| z=1o0der z = —1 oder y = —1 oder y = 1}

Es ergibt sich folgende Skizze:

|| o
T
+ -
0 e N B 2
- auE -
KT
T : ’* | T ?
‘.-r."49. T ¥
M [ K
e o A

Die Vorzeichen wurden — analog zu 4.5.12 — nach Faktoren getrennt eingetragen, das
» Gesamtvorzeichen" ergibt sich somit durch die , Rechenregeln*

”_I_u B ,,‘I"“ — ”_u X ”_u — ”+“

H—"_“ : n_“ :n_“ : n+“ = n_“
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(c) Die Hesse-Matrix lautet
N (422 — 2) """ (1 — ¢%) 8xyPel
Hf ( y) = ( 1> )

8xy3e1—x2 _12y2 <el—a¢2 _

mithin gilt T (9) = (_026 8)

(d) Anhand der Vorzeichen in unserer Skizze erkennen wir: In beliebig kleinen Umgebungen
der kritischen Stellen (j) (*11) (_11) und (}) gibt es sowohl Stellen, an denen f
positive Werte annimmt, als auch solchem an denen f negative Werte annimmt, folglich

liegen hier jeweils Sattelpunkte vor.

Im Inneren der kompakten Menge @ := [—1, 1] x [—1, 1] hingegen nimmt f nur positive
Werte an. Da nach dem Satz vom Minimum und Maximum f auf ) ein Maximum
annimmt, welches nicht auf dem Rand von @) liegen kann — es gilt f(z) = 0 fiir alle
Randpunkte (;) € 0@, muss dieses im Inneren an einer kritischen Stelle angenommen
werden. Da O die einzige Kritische Stelle in QQ° ist, liegt dort ein Maximum vor.

Aufgabe H119. Taylorpolynome
Gegeben seien die Vektoren v, = (f) vy = (g) und v3 = ((1)) sowie der Entwicklungspunkt
a=(}).Sei fe€C*R? mit
95 f(a) , 02 f(a) =2 , 0% f(a)=3
avlf(a) ) aUQ—Ugf(a’) =1 ’ (CL) =4
(a) Bestimmen Sie V f(a) mit 4.3.12.
(b) Bestimmen Sie Hf (a) mit 4.4.9.

(c) Geben Sie das Taylorpolynom Ty (f,z,a) an.
(d) Entscheiden Sie: Liegt in a ein Extremum vor? Wenn ja, welcher Art?

<
w

=1
=1

Losungshinweise hierzu:
(a) Sei (%) := Vf(a). Mit 4.3.12. erhalten wir das Gleichungssystem

() () = Gt - )
G0

Die Zeilenstufenform hierzu lautet
1 0l 3
0 1 0|’

bzw.

also ist Vf(a) = (f;;) = (%)
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(b) Aufgrund von CQ( 2) existiert die Hesse-Matrix, welche wiederum symmetrisch ist. Wir
konnen also Hf (a) = (’“ hg) mit Ay, hs, hs € R schreiben. Mit 4.4.9 erhalten wir —

mit der Notation v; = ( (2)) (die Klammern verdeutlichen, dass hier keine Potenz,

sondern ein Index gemeint ist) — somit aus den Bedingungen

2 2
j= v;Hf (a)v; =My (vj(.l)) + 2hy (Uj(l) UJ(-2)> + hs (v](.z)) : j=123
das LGS
4 4 1\ [h 1
4 0 0 hy | =12
0 01 hs 3

Aus der zweiten Zeile lesen wir hy = % aus der letzten hz = 3 ab. Die erste Zeile wird
nun zu 2 + 4hy + 3 = 1, woraus wir Ay = —1 und somit

o= (4 )
erhalten.
(c) Mit (a) und (b) gilt

Ty(f,7,a) = f(a) + 0p_of(a) + =0>_,f(a)

et 0 () )+ (()-6) ¢ D) -6)

3
(21 —1)° = (21 — 1) o + §x§
(d) Da der Gradient von f in a nicht der Nullvektor ist, kann in a kein Extremum vorliegen.
p Frischhaltebox N

Aufgabe H 120. Ebenen
Gegeben seien die Punkte P, = (1,0,1)", P, = (9,9,13)" und P; = (-8, —8,13)".
Sei I/ die Ebene mit Py, P,, P; € E. Bestimmen Sie

(a) eine Parameterdarstellung von E. (b) die Hesse-Normalform von E.

Loésungshinweise hierzu:
(@) Mit v = P, — P, = (182) und w =Py — P, = (}22) ergibt sich eine Parameterdar-
stellung gemaB Definition 2.8.3 (LAG) als

1 8 -9
E: Ol +x {9 +p|-8] ; M\peR
1 12 12
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(b) Wir berechnen einen Normalenvektor n als

8 -9 204 12
n=vxw=|9|x|-8]=|-204|=17(-12
12 12 17 1
12 12 12
PSRN B S (T S ) N

Il 1012, =12, )T | V289 | 4 17\

Wir erhalten den Abstand d zum Ursprung mittels

12 1
1 13
py={ ~|-12 _ 0
(n|P) < 7\ ? > T

die Hesse-Normalform lautet somit

E:{(%>GR3
T3

— T — =2 + — T3 =

17 17 17 17

12 12 1 13}
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A. Barlow, C. Résinger, 25. Gruppeniibung zur Vorlesung

R. Schmahl, S. Smyk Hohere Mathematik 2
Sommersemester 2022

M. Stroppel

Losungshinweise zu den Hausaufgaben:
Aufgabe H 121. Seltsame Extrema unter Nebenbedingungen

Gegeben seien die Funktionen f: R? — R: z +— ;2% — 123 + 10 und
g: (R~ A0}) x (R~ {0}) — R: x|—>——x%—x§.
(a) Bestimmen Sie Vf(x) und Vg(x).
(b) Sei D= {z e (R~ {0}) x (R~ {0})| g(z) =0}. Die Einschrankung f|, nimmt ein
relatives Minimum sowie ein relatives Maximum an. Bestimmen Sie diese.
Hinweis: D besteht aus vier verschiedenen , Asten" (einer pro Quadrant) welche die
Punkte (*f\f) (*63\/5), (6:/35) und (6‘3/5) enthalten.
Lésungshinweise hierzu:
(a) Essind

(b) Wir stellen mit (a) das Lagrange-System auf:

2
9 2
() =334 = 0
1 1 1
n —~— ——— — = =
(1 8 2 1l 0

Da infolge der Nebenbedingung z; # 0, x5 # 0 gelten, konnen wir die Gleichungen
mit diesen beiden Variablen multiplizieren, ohne dass sich die Losungsmenge andert.
Multiplizieren wir (1) mit =%, (II) mit 23 und (Ill) mit 82323, erhalten wir:

() 305 420 = 0
(I “3ai 42\ = 0
(nry  ziz?—8z3—822 = 0
Aus (I')-(1I') folgt =3+ 25 = 0 und somit x5 = —x;. Setzen wir dies in (III') ein, ergibt
sich:
0 =z} — 162% = 22(2? — 16)

Hieraus folgt mit x; # 0, dass ©; = —4 oder x; = 4 gelten. Wir erhalten die kritischen
Stellen P, = (_44) und P, = ( ) (Die zugehérigen Lagrange-Multiplikatoren waren
A1 = 1536 und Ay = —1536.)

Dank dem Hinweis wissen wir, dass relatives Minimum sowie ein relatives Maximum
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2

- - - 3 - - -

existieren. Da der Gradient Vg(z) = (21) nicht 0 werden kann, miissen diese an

3
T3

kritischen Stellen angenommen werden. Da wir nur zwei solche erhalten haben, miissen

wir nur noch entscheiden, an welcher ein relatives Minimum und an welcher ein relatives
Maximum vorliegt. (Wiirde an einer Stelle beides vorliegen, miisste f auf dem entspre-
chenden Ast konstant sein. Wie wir am Vergleich der Funktionswerte sehen werden, kann
dieser Fall nicht eintreten.)

Py : Die kritische Stelle P, liegt im 2. Quadranten und damit auf dem selben Ast wie

(763\/5). Ein Vergleich der Funktionswerte zeigt
f(F)=—-16—-16+10= —22
—216-2v2 27 97
F(92) = == - 10 = —108V2 - ZE 410 < —22= f(PY),

d. h. f nimmt auf diesem Ast nur kleinere Werte als in P; an, andernfalls miissten
weitere kritische Stellen existieren. Somit liegt in P, ein relatives Maximum mit
Wert f(P;) = —22 vor.

P,: Aus analogen Griinden — es ex. nur eine einzige kritische Stelle im Quadranten
— kann f auf dem entsprechenden Ast, der im 4. Quadranten liegt, nur Werte
annehmen, die entweder alle groBer als f(P) oder alle kleiner als f(P) sind. Ein

(%)

Vergleich der Funktionswerte von P mit , welches auf dem entsprechenden

Ast liegt, zeigt
f(24)=16+16+ 10 =42
27
f (6]5) = 108V2+ = +10 > 42 = f(By),

d. h. f nimmt in P; ein relatives Minimum mit Wert f(FP;) = 42 an.

Bemerkung: Dass das einzige relative Minimum groBer ist als das einzige relative Maximum,
liegt daran, dass die Menge D nicht kompakt ist.

Bei kompakten Mengen kann es auch vorkommen, dass an einem relativen Minimum ein groBe-
rer Wert als an einem relativen Maximum angenommen wird, aber in dem Fall miissen mehr
als zwei Extramstellen existieren: Aufgrund er Kompaktheit existiert ein absolutes Minimum m
und ein absolutes Maximum M , welche natiirlich m < M erfiillen (und als absolute Extrema
natiirlich insbesondere relative Extrema sind).

Aufgabe H 122. Extrema mit Lagrange
Gegeben seien die Funktionen f: R* - R: (5 )~ 2y und
g: R2 = R: () —32* —y* + 3y — 297 — 122y + 227y,
Wir suchen die Extrema von f auf D := {(Jyﬁ) € R?| g(z) =0}.
(a) Stellen Sie das Lagrange-System auf.
(b) Bestimmen Sie alle kritischen Stellen.
(c) Geben Sie an, an welchen Stellen f|,, das absolute Minimum/Maximum annimmt.
Hinweis: Sie diirfen ohne Beweis verwenden, dass D beschrankt ist.
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Lésungshinweise hierzu:

(a) Das Lagrange-System lautet:

(1) A (=223 —zy? +4ay) = 0
(1 24+ X (—4y3 +9y? — 4y — 2%y +222) = 0

(ny =izt —yt+ 3y — 2 — L%yt + 22%y = 0

(b) Wir Iésen das System aus (a), wobei wir in (I) zuerst = ausklammern:

(1 Aoz (=222 =y’ +4y) = 0
(1 24+ X (—4y? +9y? — 4y — 2%y +22?) = 0

(1) —%x4—y4+3y3—2y2—%x2y2+2x2y =0

Nun konnen wir eine Fallunterscheidung machen:

z=0:

In diesem Falle erhalten wir das System
(" 0 =0
1y 24X (=42 +9%*—4y) = 0
(11" —yt 4+ 32 -2 = 0
Die Gleichung
0=—y"+3y° — 2" = —*(y* — 3y +2)
hat nur die Losungen y = 0, y = 1 und y = 2, wobei ¥y = 0 wegen der

zweiten Gleichung nicht moglich ist. Wir erhalten die kritischen Stellen P, = (?)

und P, = (g) die zugehorigen Lagrange-Multiplikatoren waren \; = —2 und
Ay = 2.

2

. In diesem Falle erhalten wir nach Division von (I) durch z und A —der Fall A =0

widersprache (1) — das System

(I (=227 —y? +4y) = 0
(11 24+ N (—4yP + 9y — 4y — 2’y +22%) = 0
() =gzt —yt+ 3y -2y — 3%y + 2%y = 0

2

Aus (I') erhalten wir 2% = 2y — 132, was wir nun in (lIl) einsetzen:

1 1,\° 1 1 1

0= —= 2__2 4 33_22__ 2__2 2 2 2__2
2<y 2y> Yy + oy Yy 5 Y 23/ Yo+ Yy Qy Yy
1 1 1

=3 <4y2—2y3+1y4) —y4+3y3—2y2—y3+1y4+4y2—y3

7 4 3
= ——y' 42
83/ Yy
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Da y = 0 wegen (ll) nicht infrage kommt kann, erhalten wir y = 1—76. Da dies
keine Nullstelle von y(—4y? + 9y —4) ist, ist Il damit |8sbar, es existiert also auch
ein Lagrange-Multiplikator. Wir erhalten mit 2% = 2y — %yz die kritischen Stellen

_4/6 4/6
w () ()
T K

(c) D ist gemaB dem Hinweis beschrankt und g stetig, daher ist D kompakt. Insbesondere
existieren infolge der Stetigkeit von f das absolute Minimum und das absolute Maximum
von f auf D. Als Extremalstellen kommen hierbei nur kritische Stellen oder Stellen, an
denen Vg verschwindet, infrage. Kandidaten der ersten Art haben wir bereits bestimmt,
letzteres miissen wir noch iiberpriifen. Hierbei nutzen wir, dass wir in (b) alle (z) eD,
fir die f,(}) = 0 und y # 0 gelten, als kritische Stellen erhalten haben. Wir miissen

also nur den Fall y = 0 Uberpriifen. In diesem Falle vereinfacht sich g(g) zu

Hieraus folgt z = 0, 0 ist also in D und kommt — wegen Vg(0) = 0 als Extremalstelle
ebenfalls in Frage, weitere Kandidaten existieren nicht. Ein Vergleich der Funktionswerte
von f an den entsprechenden Stellen — welche den doppelten y-Werten entsprechen —

_ 46 46
zeigt: f|, nimmtin O das absolute Minimum an, in ( 16 ) und ( % ) das absolute

7 T

Maximum.

Aufgabe H 123. Extrema unter Nebenbedingungen in R3
1 E
Wir betrachten die Funktionen f: R?® — R: z 1_51(16—;;1)2
1
sowie go: R®* 5 R:z a2 + 22 +22 —1.Sei M ={x e R3] gi(z) =0, go(x) = 0}.

(a) Bestimmen Sie Jg () fir g: R® — R?: z — (Z;Eg)

—zZund g: R® 5 R: 2 1y

(b) Finden Sie die kritischen Stellen von f],, mit Lagrange.
(c) Finden Sie alle moglichen Extremalstellen von f|,,, indem Sie M parametrisieren.
(d) Geben Sie min f(z) und max f(z) an.

Hinweis: Sowohl bei (b) als auch (c) kann 1+ 23 = 2 — x2 zur Vereinfachung helfen.

Loésungshinweise hierzu:
(a) Es gllt mit g(ZL‘) = (z?—i—acgj—m%—l)

0 1 0
Jg (I)_ (21’1 21’2 2%3)
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(b) Wir stellen mit (a) das Lagrange-System auf:

—T1 — T 2
(”) —21‘2 + )\1 + )\2 . 21’2 =0
(111 —PBE o+ 0 4 X2 =0
(V) T2 =0
(V) i + 23 + 23-1 = 0

welches wir mit (IV) schnell vereinfachen kénnen zu

—I1 (2—(I3+1)2)

(1 T + 0 4+ X2z, = 0
(I A =0
(1) —PE o+ 0+ X2 =0
(1V) To =0
(V') 21 4+ 0 + 23—-1 = 0

Wir machen eine Fallunterscheidung:
x1 = 0: In diesem Falle folgt aus (V) sofort x3 = £1, wir erhalten die kritischen Stellen
K, = (ﬁ1> und Ky = ((?) die zugehoren Lagrange-Multiplikatoren waren Ay =

O,)\Q =0 bzw. )\1 = O,)\Q =1.
o # 0: Wir teilen die erste Zeile durch —x; und erhalten:

2—(x3+1)2

(I i + 0+ 2% =0
() A =0
(111 —H—gl + 0 + X223 = 0
(V) Lo = 0
(V") 1+ 0 + 23—-1 = 0

2—(ac3+1)2
(1+a:%)2
erhalten wir durch Einsetzen in (llI)

und somit 2\, = . Nutzen wir ferner, dass aus (V) 1+ 2?2 = 2 — 22 folgt,

x3+1 2—($3+1)2
0= 2T gy L
1+ a9 (14 27)?
= (w3 +1)(2 — a3) 4 2w — w3(2] + 205+ 1)
(1+ 2%)?
| —2w3 — 24 a8 + 25 + 205 — 25 — 225 — a3
N (1 +z)?
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—2— 22— 13
(14 2%)?

Da die Polynomfunktion p: R — R: u — —u? — u — 2 wegen (—1)? — 4(—1)(-2) =
—7 < 0 keine reellen Nullstellen hat, ist das System fiir z; # 0 unldsbar, es existieren
keine weiteren kritischen Stellen.

(c) Mit 0 = g1(z) = zo vereinfacht sich go(z) =0 zu
i+ s —1=0,

M beschreibt den Einheitskreis in der x1-x3-Ebene. Wir erhalten als eine Parametrisie-

rung
cos(t)
C:[0,27] - R: t > 0
sin(t)
Somit gilt mit dem Hinweis
Fooy = 20D
d o __ (sin(t) + 1) cos(t) (1 + (cos(t))?) + (2 — (sin(¢t) + 1)?) cos(t) sin(t)
A (1+ (cos()?)?
— cos(t) - = (sin(t) + 1) (2 — (sin(t))?) + 2sin(t) — (sin(t) + 1)?sin(¢)
(1 + (cos(t))?)
= cos(t) - —2 + (sin(#))® + (sin(¢))? — ((sin(¢))? + 2sin(t) + 1)) sin(t)
| 0T o)
— cos(t) - —2 — (sin(t))* — sin(t)

(1 + (cos(1))?)?

Wie bereits festgestellt hat die Polynomfunktion p: R — R: u — —u? — u — 2 keine
rellen Nullstellen, also kann der Bruch nicht 0 null werden. Folglich sind die einzigen
Nullstellen der Ableitung ¢, = 7 und £, = 37” Die mogliche Extremalstellen von f|,,
sind somit

1
P4:C(27T): 0 :Pl
0
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(d) Wir nutzen (a)+(b). Mit (a) erkennen wir, dass Jg (x) nur fiir z; = 3 = 0 nicht vollen
Rang hat. Da aber fir x € M wegen g¢;(z) = 0 die Gleichung 2% + z% — 1 = 0 gilt,
kann dieser Fall in M nicht eintreten, d. h. alle Extremalstellen miissen, sofern solche

existieren, kritische Stelle sein.
IwH

Da M wegen go(z) = |z° — 1 oo beschrankt ist, ist auch besagte Existenz
gewahrleistet. Folglich miissen wir nur noch f an den kritischen Stellen vergleichen:

f(K) =1, [f(K)=-L

Wir erhalten somit min f(z) =—1 und rxrgé(f(a:) =1.

Alternativer Losungsweg mit (c):

Da wir fiir M eine Parametrisierung C': I — R3 gefunden haben, so dass I ein kom-
paktes Intervall ist, miissen Minimum und Maximum von f|,, existieren: f nimmt auf
M genau die Werte an, welche f o C auf I annimmt!

Wir setzen die in (c) erhaltenen Kandidaten fiir Extremalstellen in f ein:

ppy =12 =1 g
fpy = 1o 1( +1O+ 7
Somit gelten gélj‘r/[l f(z)=—1 und max flz)=1.

Aufgabe H 124. Extrema in Halbrdumen

Gegen sei die Menge D = {x €eR3 ’ <% (—il) ’x> > 2} sowie die Funktion

R SRz — |2 — (2 — 4y
(a) Bestimmen Sie eine Parameterdarstellung der Ebene E := 0D.
(b) Bestimmen Sie alle lokalen Extrema von f|; mit einem geeigneten Gleichungssystem.
(c) Kontrollieren Sie lhre Ergebnisse in (b) mithilfe von (a).

(d) Bestimmen Sie alle lokalen Extrema der Einschrankung f|,: D — R: 2z — f(z).
Zusatz: Kénnen Sie entscheiden, ob diese Extrema auch absolut sind?

L6ésungshinweise hierzu:
(a) Der Rand 9D ist die Ebene E = {:c € R?" <§ ( > ‘ > 2}
Durch Einsetzen /Raten erkennen wir, dass die Punkte P, := <§> ( > , Py =

0\ . : : .
<g> in F liegen. Wir erhalten die Parameterdarstellung:

3 -3 -3
E: O)+s -6+t O ;s teR
0 0 3
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(b) Der Gradient von g: R® — R: z %(2 —1 3)33—2 = %xl —%x2+§$3—2 ist
2
3

gegeben durch g(z) = —% , insbesondere wird er nie null. Alle Extremalstellen sind
2
3
also kritische Stellen. Wir nutzen |z|* = 22 4+ 22 + 22 und stellen das Lagrange-System
auf:
(1 —Adr1+4 + X % =0 | -3
(1 2z + A-(—3) =0 | -3
(111 —2z3 + A2 =0 | -3
(1" 1221 + 12 + 2\ = 0
(1) —6xy — A =0
(1) —6xrs + 2\ = 0
(V") 200 — w9 + 223—6 = 0
Wir erhalten mit das LGS
2 -1 2 0 T 6
-12 0 0 2 x| | —12
0 -6 0 -1 3| | O
0 0 -6 2 A 0
und somit
[ 2 -1 2 0 6
Zy+ 67 : 0 —6 12 210 24
0 -6 0 -1 0
0 0 —6 0
[ 2 -1 2 0 6 ]
0 —6 12 2 24
Z3— Ly 0 0 —12 -3 —24
0 0 —6 2 0 ]
[ 2 -1 2 0 6 |
0 —6 12 2 24
0 0 —12 -3 —24
2-Zy—Us: 0 0 0 7 24 |
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2 -1 2 0 6
—Zg - Zg . 0 6 0 1 0
—7-Z3—3-Zy: 0 0 &4 01 96
0 0 0 71 24
[ 2 -1 2 0 6 ]
T-Zy— Zy 0 42 0 01 —24
0 0 &4 0 96
0 0 0 7 24
42 -7, +T-Zy—Zg: [ 84 0 0 0 132 ]
T-Zy— Zy 0 42 0 01 —24
0 0 &4 0 96
0 0 0 7 24
1
7
Womit wir xx = —% als einzige kritische Stelle erhalten. Es kann somit maximal

8
. 7
ein Extremum von f|. geben.

Dass in der kritischen Stelle tatsdchlich ein Extremum vorliegt, und es sich hierbei um
ein lokales Maximum handelt, sehen wir wie folgt: Es gilt

flox) = —— (112 4 4% + 82) — (_1_7) 1

49 T) 7
M2
49 7
f(x):—|x|2—xf+4x1—4+4
= — " = (21 —2)* +4
< —|af” +4 (17)

Sei nun 7 :=3+ |zg| =3+ @ und M := ENU,(xk). Dann gelten:
& Iy € M
e Fiir beliebiges x € OM gilt:
r=|r—xg| < x|+ vk
insbesondere also

[ 27— |ox| =3 (18)

e M ist kompakt, insbesondere nimmt f auf M ein absolutes Minimum und ein
absolutes Maximum an. Wegen

) @
fl@) s —fa["+4 = =5 < f(ak)
fir x € OM muss das Maximum im Inneren von M an einer Stelle 2y angenommen
werden.
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(c)

Aufgrund der Definition von M sind aber lokale Extrema von f|,, im Inneren lokale
Extrema von f|,. Da zk die einzige kritische Stelle von f|, ist, muss also ¢ = 2
gelten, insbesondere liegt hier ein lokales Maximum von f|.. vor.

Wir bestimmen die Extrema der Funktion

Frr2 R () () +s (20)+1 (7))

Es gilt
~ 3—3s—3t
Fey=r("%")
= —((3—3s—3t)? + 365>+ 9t*) — (—1 — 35 — 3t)(3 — 3s — 3t)
= —(45s® + 185t — 185 + 18t — 18t + 9) — (9s® + 18st — 65 + 9t* — 6t — 3)
= —54s® — 36st + 245 — 2Tt* + 24t — 6
und folglich

ooy [ —108s — 36t + 24
vf(t)_<—36s—54t+24)

Aus Vf(i) = 0 erhalten wir somit das lineare Gleichungssystem
9 3\ (s) (2
6 9)\t) \4

und somit die kritische Stelle (%) Wegen

21

HP(1) = (_—13068 ji)

folgt:
det (Hf(:)) — 7128 > 0
L2
Sp(Hf<§)> — 162 <0
Nach 4.5.8 hat f in (%) folglich ein lokales Maximum, womit f| in
11
g + 2 _2 + s _03 i
x = — | = — =| -z
0 21 0 21 3 8

7
ein lokales Maximum hat.

Bemerkung: Die Argumentation auf Basis der Hessematrix ist nur auf die Funktion f an-
wendbar, da wir fiir diese lokale Minimierer in R?, also insbesondere ohne Nebenbedingung
suchen. Fiir f|, selbst kénnen wir diese nicht verwenden.
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(d) Sei zx die kritische Stelle aus (b) und r := 3 + |zx| = 3 + @. Zuerst untersuchen
wir, ob es lokale Extrema im Inneren von D, also D ~\ E gibt. Die eindeutige Losung
Z von

—4ZL‘1 + 4
0=Vf(zx)= —2x9 ,
—2.1'3

1
ist ablesbar, es gilt 2 = | 0 | . Wegen <l (—21) ‘ <é>> = 2 < 2 liegt & nicht in D,

3

0
kommt also als relatives Extremum nicht in Betracht.
Lokale Extrema von f|, konnen also nur auf dem Rand E liegen. Da ein solches
inbesondere ein relatives Extremum von f| ist, ist xx aus (b) die einzige mdgliche
Extremalstelle. Analog zu (b) definieren wir r := 3 + @ und M := DN U, (zx).
Dann gelten:

® Ty € M
e M ist kompakt, insbesondere nimmt f auf M ein absolutes Minimum und ein

absolutes Maximum an. Da aber im inneren keine kritischen Punkte existieren,
miissen diese auf dem Rand liegen.

Wir teilen den Rand von ]TI/ in zwei Stiicke:
o {x€R3| 2€0M und z ¢ E}: Analog zu (b) gilt

2| =7 — |rk| = 3,
und somit
f@) € —|z)*+4< =5 < fax),

auf diesem Randstiick kann das Maximum nicht liegen.
e {z €R3| z €M und = € E}: Dieses Randstiick ist genau M = ENU, (zx). Da
auf diesem Randstiick das Maximum von f|3; liegen muss und dieses insbesondere
ein lokales Extremum von f| ist, muss das absolute Maximum von f|3; in g
angenommen werden. Aufgrund der Konstruktion von M folgt: In zx liegt ein
lokales Maximum von f|, vor.
Zusatz: Fiir (b) und (d) kdnnen wir diese Frage durch unsere Argumentation mit ge-
eigneten Umgebungen sehr schnell beantworten: Wie bereits festgellt liegt in xx das
absolute Maximum der Einschrankungen f|,, bzw. f|; mit M = ENU,(xk) und

M =DNU,(zx). Ist nun 2 € E~ M bzw. z € D~ M, folgt aufgrund der Definition
dieser Mengen

2| 2 |z —ak| = |ok| 2 7 — |rk] =3
und somit

f@) S =zl +4 < =5 < flag),
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folglich befindet sich in zx jeweils das absolute Maximum.

Fiir (c) nutzen wir den Algorithmus der Hauptachsentransformation. Es gilt namlich

F(5) = —54s> — 36st + 24s — 2Tt + 24t — 6

—18 —6\ (s s
=3 ((s t) (_6 _9) (t) +2(4 4) (t) —2>
Wir betrachten daher die quadratische Form q(u) = u' Au + 2a’x + ¢ mit
—-18 —6
e )
(4
“= 4

c=—2

Die EW von A sind Ay = —21 und Ay = —6, zugehorige EV sind v; =

Vg = (_12) womit wir mit Hilfe der Transformationsmatrix £ := \/Lg (?
Darstellung
Q(y) =y Ay +2a'y+c
mit
y=Fz
5T _(—21 0
iorans (30
I 12
a=Fa= —5 (_4>
bzw.
Gly) = —21y; — 6 +2£ — 2 —yp— 2
Y Y1 Y \/gyl \/5192
=21 1 2—1—48 6 + 2 2+ 8 2
=21 4 2+48 + 2 2+ 8
4 \® 48 2 \° 8 2
=21 - — — —6 — — —
(yl 7 5) T3 <y2 3%) 5 21

4
Wir betrachten nun — wegen F ( A ) =

= (():(3)-(4)

(f) und

1 .
_2) die
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Dann gilt mit obigen sowie z = id (i)

) 2
<f o EidF> (2) = —63:7 — 185 — —

Wir erkennen sofort:

(Fouid,) (o) £ (Fopid) ) =2

oo

t

p Frischhaltebox

Aufgabe H 125. Integrale
Berechnen Sie folgende Integrale:

(a) /0 * i (2) cos (22) cos (2) d z (b) /1 : (\/2)1 dz

Wegen z = _id,(;) sehen wir, dass fin Lid,(0) = (8) ein globales Maximum hat.

N
=

.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Wir nutzen das Additionstheorem:

1
sin () cos () = 5 sin (22)
Somit erhalten wir

/ " sin (2x) cos (2z)d x
0

/4 sin (4z)d z
0

_ [_li cos (4:(;)]:

T 1
/0 sin (x) cos (2z) cos (x) dx = 3

(b) Wir bemerken, dass

xz . T
1 1
(Vz)* (x)
i
=1
€Trs
7
—= I8
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Es folgt, dass fiir das Integral gilt

[8 r

= |—=x

15 1

— §2185 — é
15 15
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A. Barlow, C. Résinger, 26. Gruppeniibung zur Vorlesung

R. Schmahl, S. Smyk Hohere Mathematik 2
Sommersemester 2022

M. Stroppel

Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 126. Eine Parametrisierung fiir eine zusammengesetzte Kurve
Wir betrachten im Folgenden die gezeigte Kurve, welche aus zwei Halbkreisen und zwei geraden
Strecken besteht.

(a) Bestimmen Sie fiir jede Teilkurve (Halbkreise und Strecken) eine geeignete Parametri-
sierung.

(b) Stellen Sie sicher, dass jeweils zwei verschiedene ihrer gewahlten Parametrisierungen an
den Randpunkten (A, B, C und D) iibereinstimmen.

(c) Welche Langen haben die Teilkurven? Welche Lange hat die Gesamtkurve?
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Lésungshinweise hierzu:

(a) Wir beginnen zunichst mit den beiden Halbkreisen. Wir wissen, dass eine Parametrisie-
rung fiir einen Kreis gegeben ist durch

v: [0,27] — R?: tr—>T0+R<COS(t>, (19)

sin(t)

wobei 7y € R? der Kreismittelpunkt und R € R*™ der Radius ist. Hieraus erhalten
wir direkt die Parametrisierung fiir die beiden Halbkreise: Fiir den oberen (kleineren)
Halbkreis ist 79 = () und R = 2. Der Definitionsbereich der Laufvariable muss hierbei
auf [0, 7] eingeschankt werden. Somit ist die Parametrisierung

Yobent [0,7] = B2 £ (9) +2 (5l ) - (20)

Fiir den anderen Halbkreis konnen wir analog vorgehen. Wir erhalten

Yanten: [T, 27] — Rt (©° )+4<:?;(())> (21)
Die beiden Strecken kdnnen durch Geraden beschrieben werden. Die Geradengleichungen
lauten
Yrechts: [0,1] = R*: t > (272%). (22)
und
Yinks: [0,1] = R*: £ (2571) . (23)

(b) Die in der vorherigen Teilaufgabe definierten Parametrisierungen erfiillen genau die Be-
dingung.

(c) Wir rechnen die Lange der Strecke aus und erhalten

L= \/2— +(4+4)° =68 (24)

Die Lange der Halbkreise ergibt sich aus dem Umfang des jeweiligen Halbkreises. Fiir
den Umfang gilt U = Rm. Wir erhalten Lgesame = 27 + 47 + 21/68 = 67 + 21/68.
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Aufgabe H 127. Wenn wir manche Satze schon nicht komplett beweisen...
Seien f: R? — R: (%:) — zyz und g: R® — R: <§> > exp (22 + y? + 2%). Berechnen
Sie ohne Lemma 4.8.1 zu nutzen:

(a) grad(f +g)
(b) grad (fg)

(c) grad (5)

Lésungshinweise hierzu:

(a)

grad (f + g) = grad (zyz + exp (2° + y* + 27)) (25)
yz+2xexp<x2+y2+22)
(L”y+2ZeXp((EQ+y2+z2)
(b)
grad (fg) = grad (zyzexp (% + ¢ +2%)) (27)
yzexp(2?+y*+22 ) +20%yz exp (22 +y? +2?)
B (xzexp(x2+y2+22)+2xy2zexp(w2+y2+z2)) (28)
Ty eXp($2+y2+z2)+21yz2 exp(:c2+y2+z2)
(<)
/ Yz
d( <) =grad 29
gra <g gra oxp (@ + 92 + 22 (29)
yz + —212yz
exp(aZ+y2+22) | exp(a?+y?+22)
—22y22
- eXP(CEQiZyQszZ)+exp(122+1;2+z2) (30)

Ty + 721y22
exp(22+y2+22) " exp(22+y2+22)

1 z—2x%yz
= (:ZzZa:ygz) (31)

exp (22 4+ y2 + 22) \ zy—22y22

Aufgabe H 128. /st die Kettenregel fiir Jacobi-Matrizen immer hilfreich?
Seien g: R3 — R? und h: R — R3.
(a) Wie viele Zeilen und Spalten haben J (g), J (h) und J (g o h)? Existiert h o g? Wenn

ja, wie viele Zeilen und Spalten hat J (h o g)?
x sin(t . .
(b) Sei von nun an g: (g) — (zQ;yQ) und h:t — <cos((t))>. Bestimmen Sie J (goh).
t
Hat g o h somit ein Potential? Haben g und/oder h Potentiale? Wenn ja, geben Sie

jeweils eines an.
. - (y+2)(2a+2)+32° +y° . - -
(c) Sei k: R® — R3: (y) — | (a+2)(2y+a)+3y2+22 | . Bestimmen Sie ein Potential fiir &.
z (x+y)(2z+y)+322+x2
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Lésungshinweise hierzu:
(@) J(g): 3 Spalten und 2 Zeilen, J (h): 1 Spalte und 3 Zeilen, J (g o h): 1 Spalte und 2
Zeilen. h o g existiert nicht.

(b) Esist goh(t) = (}). Alsoist J(goh)=(3). Sowohl die Verkettung, als auch die
beiden Funktionen sind keine Vektorfelder. Es kann kein Potential existieren.

(c) Wir nutzen hierbei die Symmetrie der Eintrige mit aus, um uns einige Integrale zu
ersparen. Es ist [ [(y+ 2) (22 + 2) + 322 + y? dov = 2% + 2%y + xy® + 222 + zyz +
x2% + C (y,z). Mit einer Konstanten C (y, z). Analoges kann fiir die anderen Integrale
gezeigt werden. Auf Grund der Symmetrie der integrierten Komponenten, kdnnen wir ein
Potential direkt ablesen. Dieses ist 3 +y3+ 22+ 2%y + 222+ wy? + w22+ 29% +y22 +ayz.

Aufgabe H 129. Niveaumengen und Gleichungssysteme

Sei f:R? > R: () (22 —y?) (x — 3y).
(a) Bestimmen Sie die Niveaumenge {r € R?|f (r) = 0} und skizzieren Sie diese.
(b) Bestimmen Sie V.
(c) Bestimmen Sie alle a € R? fiir die Vf (a) = (§).

(d) Bestimmen Sie fiir folgende Punkte b jeweils V f (b) und zeichnen Sie V f (b) angeheftet
an b in ihre Skizze ein

(i) (1) (ii) 5 (1) (i) (=) (iv) 5(%)

Lésungshinweise hierzu:
(a) Wir bemerken, dass 2?—y* = (z + y) (x — y). Somit folgt, dass 0 = (22 — y?) (x — 3y),
wenn entweder x = —y, x = y, oder x = 3y ist. In der folgenden Skizze sind die drei

Geraden eingezeichnet worden: fi(z) =z, fa(z) = —z und f3(z) = ix.

) . . _ 2z(z—3y)+(22—y?)
(b) Eine direkte Berechnung liefert Vf = <_2y(m_3y)_3(x2_y2>)
(c) Als Bedingungen erhalten wir 2z (z — 3y)+(2? — y*) = 0 und —2y (z — 3y)—3 (2% — 3?) =
0. Diese beiden Gleichungen sind gleichbedeutend mit 322 — 6zy — 3% = 0 und —2yx +
9y% —3x? = 0. Addieren wir beide Gleichungen erhalten wir —8yx+8y* =8y (y — ) =
0. Somit sehen wir, dass y = 0 oder = = y gelten muss. Im ersten Fall ist zudem = = 0.
Im zweiten Fall erhalten wir zunichst durch Einsetzen —422 = 0 und 4y? = 0. Also
auch z,y = 0. Damit verschwindet der Gradient nur fiir ().

(d) Nutzen wir die Ergebnisse aus den letzten beiden Teilaufgaben, folgt, dass die Gradienten
gegeben sind als

(i) V(1) =(3) (iii) Vf((=
(i) Vi3 (1) =) (iv) V(5 (

Die Gradienten angeheftet an die jeweiligen Punkte, sind in der Skizze mit eingezeichnet
worden.
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Frischhaltebox
Aufgabe H 130. Konvergenz von Reihen

Konvergieren folgende Reihen? Bestimmen Sie den Grenzwert der Reihe, wenn sie konvergiert.

@ (52 6) 3 (35

Lésungshinweise hierzu:
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(a) Esist
3i+2 |31 + 2|
= 33
6i ‘ |6 (33)
V22 4 32
_ —6+ (34)
1
= ﬁ <1 (35)
6
Somit konvergiert die Reihe. Nun kénnen wir den Grenzwert berechnen. Es gilt
3i 4+ 2) 1
=— (36)
> (%) -
6i
= 37
3i—2 (37)
18 12
Damit folgt
=\ (3 -2 18 12, i !
(5 -5 () )
J=2
3 23
= —— — —i 40
26 39 (40)
(b) Esist
2i 2i
1+§ :]1+§| (41)
1+ 3i 11+ 3i
es: )
V1+3?
29
= £ > 1 (43)
10
Somit divergiert die Reihe.
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x N ] M. Stroppel
R. Schmahl, S. Smyk Hohere Mathematik 2

Sommersemester 2022

Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 131. Harmonische Funktionen und Divergenz, sowie Rotation
(@) Ist f: R? > R: ()~ exp(z)sin(y) harmonisch?
(b) Ist g: R?® — R: (é) — /22 + y% + 22 harmonisch?

T

(c) Sei h: R® — R: (g) > sin (z) + exp (y? + 22).
Zeigen Sie div grad h = Ah und rot grad h = 0 ohne Lemma 5.2.8 zu benutzen.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Wir berechnen

0? . :
52 XD (x)sin (y) = exp (x) sin (y)
und
82
g2 P () sin (y) = — exp () sin (y)
Somit ist

A exp (x)sin (y) = exp (x) sin (y) — exp (x) sin (y)
— 0

Also ist die Funktion harmonisch.
(b) Es gilt

82 2 2
Vit Hy? 42t = vz
X

(2 +y? + 22)

3
2
Anaoges folgt fiir die beiden anderen Ableitungen. Wir erhalten
2 .2 2 1 .2 2 .2
AVE TP 2= y+zt+art+z +Z? Ty
(22 +y? + 22)2
2+ y? + 22

($2+y2+22)%
2

(2 +y? + 2’2)%

=2

Die Funktion ist nicht harmonisch.

(c) Wir berechnen die einzelnen Ausdriicke. Es ist

cos(x)
grad h = <2yexp(y2+22 ) .

)
2z exp(y2+22)
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Damit folgt
div grad h = —sin (z) + 2exp (y* + 2°) + 4y exp (y* + 2%) + 2exp (y* + 2°)
+ 422 exp (y2 + 22)
= —sin(z) +4dexp (v* + 2°) (v’ +2° + 1).
Andererseits gilt
Ah = —sin(z) + [2 (2" + 1) + 2 (22° + 1)] exp (y* + 2°)
= —sin(z) +4dexp (y* + 2°) (v’ +2° +1).
Somit gilt Gleichheit.
Aufgabe H 132. Kurvenintegrale von Vektorfeldern

(a) Es sei die Parametrisierung C: [0,2] — R?*: ¢ — (*4*") einer Kurve K gegeben.
Skizzieren Sie diese Kurve. Bestimmen Sie fiir f: R* — R?: (§) > (sin(y)) das Kur-
venintegral [ f(s)eds.

(b) Es sei die Parametrisierung C: [—1,1] — R3: t <Sij(t)> einer Kurve K gegeben.

x2y2

Skizzieren Sie diese Kurve. Bestimmen Sie fiir g: R? — R3: (g) > (”I ) das
Kurvenintegral [~ g(s)eds.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Es handelt sich um eine um 90° gedrehte Parabel. Wir berechnen direkt

/f ds—/ (Z0) - (o)

2
= / [8¢% + 4t" +sin (t)] d ¢
0

1 2
= {21&4 + —t® — cos (t)}

2 0
=161 — cos (2)

(b) Es handelt sich um die Sinus-Funktion in der x,z Eebene bei y = 1. Es gilt

/Kf(s).ds— (*t)) Cos(t>dt

/{ cos(t)}dt
/lsm(t)cos(t)dt
e
= arctan (t)",
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Hierbei haben wir ausgenutzt, dass

/1 sin (t) cos (t) dt = 0,

1

was wir direkt auf Grund der Symmetrie des Integranden sehen.

Aufgabe H 133. Kurvenintegrale reellwertiger Funktionen

sin(t)
cos(t)
Bestimmen Sie fiir f: R* — R: () — 22* + z%y* das Kurvenintegral [, f(s) ds.

(a) Es sei die Parametrisierung C': [0,71] — R?*: t — ) einer Kurve K gegeben.

ei nun die Parametrisierung C': 7] - R*:t— (20 einer Kurve K gegeben.
b) Sei nun die P isi C: [0,27] — R? o Kurve K gegeb

Bestimmen Sie fiir g: R? — R: — /14 22 + y? das Kurvenintegral [ g (s)

Loésungshinweise hierzu:
(a) Wir berechnen

/K f(s)ds= /O7T (2sin ()" 4 sin (t)* cos (t)Q) dt.
Es gilt
sin (£)* = sin (¢)? (1 — cos (t)z)
= sin (t)* — sin (¢)° cos (t)*
Damit ist

/K f(s)ds= /07T (2sin (t)* — sin (t)* cos (t)2) dt.

Wir betrachten nun die einzelnen Integrale.

/281n / (1 —cos(2t))dt
0
{——sm 275}

=7
Auch ist
s 1 s
/ sin ()% cos (t)*dt = —/ sin (2t)> d t
0 4 Jo
1 /™1
= 1/0 5 (1 —cos (4t))dt
1 1 i
= g |:t Z sin (4t):| .
1
=-7
8
Somit ist

7
/ f(s)ds= U
info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel / Seite 104




27. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

(b) Esist
g (é (t)) =Vit+P
und
C'(1) = (it )
Somit ist
‘é' (t)‘ —VI+£,
Also

/f(g(s)ds:/:ﬂ(l—i—tQ)dt

|: t3 2
_ H_]
3 0

@)’

=2
T+ 3

Aufgabe H 134. Etwas aufwendiger als sonst . ..
Wir betrachten eine geschlossene Kurve K, welche auf den Kanten eines Vierecks mit Eck-
punkten A = (0,0), B=(5,1), C = (7,4) und D = (—2,3) verlauft.

(a) Bestimmen Sie eine Parametrisierung der Kurve K.

(b) Bestimmen Sie ¢, f(s) ds fir f: R* = R: (y)+— zexp(y).

(c) Angenommen wir entfernen Punkt D und betrachten eine geschlossene Kurve K, welche
auf den Kanten des Dreiecks mit Eckpunkten A, B und C' verlauft. Bestimmen Sie nun
$7 f(s) d s fiir die oben definierte Funktion f.

Lésungshinweise hierzu:

(a) Wir bestimmen zunachst Parametrisierungen der Geraden AB, BC, C'D und DA.
Diese sind gegeben durch
(i) Cag: [0,1] = R%: t— (9)¢
(i) Cge: [0,1] > R%:t— (3)t+(3 )
(iii) Cop: [0,1] > R?: t > ( ?)
(iv) Cpx: [0,1] = R?: t+— (2 )t+( )

(b) Mit den bestimmten Parametrisierungen konnen wir die Kurvenintegrale direkt bestim-
men.

(i)

/C f(s) ds = /015texp(t)\/2_6dt

1
= 5\/2_6/ texp (t)dt
0

= 5v/26 [exp (£) (t — 1))}
= 5v/26
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(ii)
/CBCf(s) ds = \/E/O1 (2t +5)exp (3t + 1) dt
= @e (19¢* — 13)
(i)
/Cf(s) ds = /82(11 — 2¢) €
(iv)

/ f(s) ds:—g\/1_3(1+263)
C

DA

Wir erhalten somit

/f ds-/ f(s) ds+ C—f / ds—l—/ f(s

:§<45\/§—2) 13‘9/1_ —% AV13 - 99\/_>e +$<19\/ﬁ—18\/8_2>

(c) Eine Parametrisierung fiir die neue Gerade ist Cgx: [0,1] — R?*: ¢ — (:Z) t+ (7).
Somit folgt

/cf(S) d3—1—76\/@(1+364).

Damit erhalten wir

/Kf(8>dsz/f(S)d8+/f(8)d8+/ f(s) ds

:_\/_(80\/_+ 7\F) 13\/_ —\/_<304+189\/_>

9 144
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- Frischhaltebox

Aufgabe H 135. Positive Definitheit
Sind die folgenden Matrizen positiv definit?

2 2 2 2022 1 0
(@ |2 2 2 b | 1 17 0
2 2 2 0 0 23

Loésungshinweise hierzu:

(a)

2 2 2
det [ (2 2 2] -2AE ] =2-0)(2-N"—-4)-2(2(2-)) —4)
2 2 2

+2(=2(2-X)+4)
=2-N(2=-2N)"—4) +4(=2(2-)) +4)
=2-2)(2-N)"-4)+8(-(2-N+2)
“A[2-2) 2+ (2-)) -8
“A[2=N (4= —§]
=X [8—6A+ )\ —§]
= A\ (=6 + )

Somit sind die Eigenwerte 0, 0 und 6. Die Matrix ist nicht positiv definit.
(b) Da es sich um eine Blockmatrix handelt, geniigt es sich die einzelnen Blocke anzusehen.

) 2022 1
Der erste Block ist ( 1 17

det ((20122 117> - AE) — (2022 — A\) (17— A) — 1

Hierbei ist zu beachten, dass

) . Die Eigenwerte dieses Blocks sind positiv, denn

(2022 — A) (17— A) =1

nur moglich ist, wenn A > 0. Der zweite Block besitzt nur den Eintrag 237. Der
Eigenwert ist somit 237. Die Matrix ist also positiv definit.
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