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Loésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H71. Berechnung von Reihenwerten
Bestimmen Sie die folgenden Reihenwerte.

R T R )

Lésungshinweise hierzu:
(a) Es handelt sich um eine Teleskopreihe

[e%e] 1 3m 1 3m+3 oo
L+ —) —(1+— =D m—an
S () () e

m=1

fir (am)men gegeben durch @y, := (1+ )" Es folgt somit

=) —(1+——) =D an—an
1( +m> (+m+1) 2, an = a1

M
= (Z m m> =, (o a)
1
1

3 1 M+1\ 3
— lim 1+
3

Dabei haben wir in (%) den Grenzwertsatz 1.5.3 benutzt.

(b) Wir werten zuerst die duBere Summe iiber n aus und erhalten
2t -2m -1\ & 1r-2-1\" &2 -4-1\F
S () S () S (s
— n+3 — 143 — 243

n=1
k=0 2 k=0 5

Es handelt sich somit um die Summe zweier geometrischer Reihen und wir erhalten -
wie in Beispiel 1.8.4 gesehen -

() -yt S eyt

k=0

Fiir den Wert der Reihe ergibt sich somit

3 - (n2—2n—1)k_2+5_3
— n+3 3 6 2

n=1
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15. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Aufgabe H72. Konvergenzuntersuchung

Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz.

@ Sreli) 05
(b) Z% () S VD=1 —n?

Lésungshinweise hierzu:

(a) Nach Lemma 1.9.1 (Nullfolgenkriterium) muss die Folge der Summanden eine Nullfolge
bilden, damit die Reihe konvergieren kann. Betrachten wir also die Folge (a,,)nen der
Summanden, so erkennen wir, dass die Teilfolgen (agx)reny und (agk—1)keny mMit

dop = COS <g(2k)2> = cos (27k%) =1

4k? — 4k + 1
Q9)_1 = COS <g(2k — 1)2> = cos (%7‘(‘) =0

konstant sind. Die Folge hat somit 2 Haufungspunkte und ist insbesondere nicht kon-
vergent.

(b) Fir die Folge der Summanden (a,)nen gilt

e 3" (n4+1) 2> Yn+1)> 3 (n+1)°
a, | 22 (n+2)2 3mn T 4(n+2)n
_3n3+3n2—|—3n+1 3nd 4 4n? +4n
T4 p34An2+4n T 4And +4An?+4n

3
4

da 1 < n?+ n. Somit konvergiert die Reihe nach dem Quotientenkriterium (1.9.13).

(c) Fiir die Folge der Summanden (a,,)nen gilt

s fo g b

Da (5% )nen monoton fallend ist, folgt zudem

1 v [ 1 _1 1 1
Vied={ e =a{1-z =2{1=2 3 V2

Mit dem Sandwichsatz (1.5.6) erhalten wir somit

n—oo

1 1
= lim V2= lim |a,| == < 1
2 n—o00 2

und die Reihe konvergiert nach dem Wurzelkriterium (1.9.16).
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15. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

(d) Fir die Folge der Summanden gilt

(n?2 —1)2 -1+ n?

VR

an = (n2—1)2—1—n2:< (n2—1)2—1—n2)

(n? —1)2 =1 — (n?)?

=121+ n?
—2n?

Somit folgt

. . -2 —2
lim a, = lim =171°-
n—00 n—00 \/(1_#)2_77144_1 —+

Insbesondere bildet die Folge der Summanden keine Nullfolge und die Reihe ist nicht
konvergent nach Lemma 1.9.1 (Nullfolgenkriterium).

Aufgabe H 73. Parameterabhingige Konvergenz

. : o = a(n))n"
Zeigen Sie, dass die Reihe ; W
Losungshinweise hierzu: Da |z|* < 1 fiir alle x € [—1,1], ist die Reihe fiir z = 1 eine
Majorante der restlichen Reihen. Es reicht somit aus die Konvergenz fiir x = 1 nachzuweisen.
Wir betrachten dazu die Folge der Summanden a, = 2% und erhalten

fur alle = € [—1, 1] konvergiert.

(2n)!
anp1|  (n+ 1) (n+ 1) (2n)!
an | (2n +2)! nln»
(n+1)! (2n)!  (n+ 1)+
) (2n + 2)! n"

1 n+1\"
:(n+1)(2n+2)(2n+1).<n+1)( n )

(n+1)? 1\"
= 1+=) .
(2n+2)2n +1 n
Unter Verwendung des Grenzwertsatz 1.5.3 ergibt sich damit
1)? 1\"
SR ) M CEE
n—oo (2n + 2)2n + 1 n

+
— (im0’ i (142 '
n—oo (2n + 2)2n + 1 n—00 n

= <1
=—-e .
4
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15. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Somit konvergiert die Reihe nach dem Quotientenkriterium (1.9.13).

Aufgabe H 74. Verdichtungskriterium
Es sei (a,)nen eine monoton fallende Folge nicht-negativer reeller Zahlen und (b,,),en gegeben
mittels b, := aq fiir 28 < n < 28+1,

(a) Zeigen Sie: a, < b, fir alle n € N,

amti_q amti_j m
(b) Zeigen Sie: > a, = Z b, = z 2kaq fiir m = 0.
n=1

(c) Folgern Sie: Konvergiert die Reihe Z 2%ag, so ist Z b, eine konvergente Majorante

k=0 n=1
von Z Ay, .
n=1
d) Verwenden Sie (c) um zu zeigen, dass die Reihe > >° P fur o > 1 konvergiert.

L6sungshinweise hierzu:

(a) Sei n € N und k € N so gewihlt, dass 28 < n < 2¥! Da (a,),en monoton fallend
ist, folgt aus der Definition der Folge (b,,),en sofort

by, = Aok = .

(b) Die erste Ungleichung

2 -1

m—+1 2m

>« Z

n=1 n=1

folgt unmittelbar aus (@), denn a,, < b, fiir alle n € N und somit insbesondere fiir
1 <n < 2™+ 1 fiir jegliches m = 0. Die Gleichung folgt aus der Definition der Folge

3
[IA

(bn)neN:
2mtl_q m 2k+tl_1 m 2kl 1
BESIDIEDIDD GQk_ZQGQk
k=0 pn=2k k=0 n=2k

(c) Wir betrachten die Partialsummen

N M
Sv=> b, und Ty =) 2ay.
n=1 k=0

Mit den Partialsummen geschrieben lautet (b) wie folgt

om+l_1

Som1_y = Z b, —Zzan_ - (%)

Nach Annahme konvergiert die Reihe >~ 2¥a,. und equivalent dazu auch die Folge der
k=0
Partialsummen (7},,)men - Insbesondere ist diese Folge beschrankt (Lemma 1.5.2) und

mit () folgt auch
SQerl_l = Tm < C (**)
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15. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

(d)

fiir ein geeignetes C' > 0 und fiir alle m € N. Da die Folge (b,)nen nicht-negativ ist,
ist die Folge der Partialsummen (S,,),en monoton wachsend und mit (&) erhalten wir

0S5, <C fir alle n € N. (1)

Die Folge (.S,,) ist somit monoton wachsend und beschrankt und konvergiert demnach
nach dem Satz von Bolzano und WeierstraB (1.6.5). Damit konvergiert auch die Reihe

S b,
n=1

Es bezeichne (a,),en die Folge der Summanden. Wir betrachten nun die Reihe

mit ¢ = 2'7®. Es handelt sich also um eine geometrische Reihe und fiir o > 1 ist

lq| = 2'7% < 1 und somit konvergiert die Reihe > 2*a.x nach Beispiel 1.8.4. Mit (c)
k=0
folgt, dass auch die Reihe >"°° . L fiir a > 1 konvergiert.

n=1 no
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Hohere Mathematik 2

Frischhaltebox

r

Aufgabe H75. Komplexe Zahlen
Skizzieren Sie die folgende Menge in der komplexen Zahlenebene.

{z € C| Re(z*) =1}

Losungshinweise hierzu: Setzen wir z = x + iy mit x,y € R, so ergibt sich die Gleichung

1 = Re(z?) = Re((z +iy)?) = Re(2? + 2ixy +i%y?) = Re(z? — 9* + 2izy) = 2° — ¢°.

Es handelt sich somit um eine Quadrik mit Normalform

—+y +1=0

und die Menge beschreibt nach 6.3.8 ein Hyperbel. Diese hat die Scheitelpunkte (—1,0) und
(1,0) sowie die beiden Asymptoten y = x und y = —z.

o =4

—2 Rel) =x
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 76. Stetigkeit und einseitige Grenzwerte
1, t<-1
st+1, t>—1
(a) Skizzieren Sie den Graphen von f.

Gegebenseienf:R%R:tH{ und g: R - R: ¢+ 2t2 +¢ — 1.

(b) Seitg:= —1.Ist f linksseitig stetig in to? Ist f rechtsseitig stetigin ¢o? Ist f stetig in to?
(c) Skizzieren Sie den Graphen von (fog): R — R: t+— f(g(t)). Ist f o g stetig?
(d) Skizzieren Sie den Graphen von (go f): R — R: ¢+ g(f(t)). Ist go f stetig?

Lésungshinweise hierzu:

(a) Fir t = —1 entspricht f der konstanten Funktion ¢ — —1, fiir ¢ > —1 der Geraden
t— %t + 1, was auf folgende Skizze fiihrt:

Bemerkung: Da f in {5 = —1 einen Sprung macht, muss in der Skizze erkenntlich gemacht
werden, auf welchem Teilstiick des Graphen der Punkt (tg, f(t9)) liegt. In obiger Skizze ge-
schah dies mittels eines ausgefiillten und eines leeren Kreises.

(b) Wir berechnen

limof(t): lim —1=-1= f(-1)

t——1— t——1-0
im ()= lim —t4+1——( lim ¢)+1
o (t) = oo 2 ) o +

= (D HI= 5 # ()

Folglich ist f folglich linksstetig in . Die Funktion ist allerdings nicht rechtsseitig stetig
in ty, somit nach 1.11.10 auch nicht stetig.
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16. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

(c) Um das verhalten des Graphen skizzieren/abschdtzen zu kdnnen, berechnen zunéchst
die Stellen ¢ mit g(t) = —1:

glt) = -1
& tPP4t—1 = —1
=N 2+t = 0
& t(2t+1) = 0
& t € {-50}

Fir ¢ € (—4,0) gilt insbesondere g(t) < —1, fiir ¢ € (—o0,3] U [0,00) hingegen

g(t) > —1, was mit

1 t 1

—gt)+1=t*+-+=

2ﬂ)+ T5T3

auf die Darstellung
1 1
it t<—3
fog R—>R:it— ¢ —1, —%§t§0

+Li+3 t>0

fiihrt. Wir erhalten die folgende Skizze:

Bemerkung: In obiger Skizze wurde eine andere zuldssige Darstellung fiir die Randpunkte des
Graphen (an den Unstetigkeitsstellen) gewahlt: Die Punkte, an denen die eckigen Klammern
sind (,,-]"), gehdren dazu, die Punkte, an denen die runden Klammern abgewendet (,,-)") nicht
— ganz so wie bei Intervallen.

Wir berechnen fiir die einseitigen Grenzwerte

. o . 2 .
Jim fg(8)) = lim (27 +¢-1)

N SN
_ngi@t+t—n+d
1

= lm P i=l
oot 20T T

lim f(g(t)) = lim f(2t*+¢—1)
= lim —1=-1

t—0—0
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(d)

Somit ist f o g unstetig in ty = 0 und somit auch nicht stetig.

Bemerkung: Zum Nachweis der Unstetigkeit einer Funktion auf Ihrem Definitionsbereich
geniigt es den Definitionen nach, Unstetigkeit in einem Punkt zu beweisen, daher muss
to = —% nicht mehr iberpriift werden, ebenso wenig alle ¢ € R ~ {—%,0}, auch wenn
f o g dort stetig ist.

Fir ¢t < —1 gilt f(t) = —1 und somit g(f(¢)) = g(—1) = 0. Fiir t > —1 hingegen gilt

g(f(t)):g(lt—i—l) :2(1t+1)2+ (1t+1) .
2 2 2
B S VP S
2 2

1, 5
= 1P+t 42
pt Tttt

was auf die Darstellung

0, t< -1
gofR=>Rit—=<q 0
W24 3tv2 t>-1

fiihrt und somit auf folgende Skizze:

Fiir alle ty # —1 stimmt f in einer hinreichend kleinen Umgebung mit einer stetigen
Funktion (t — —1 fiir tg < —1 bzw. t — 1t + 1 fiir tg > —1) iiberein, ist somit also
stetig in to. Da g als stetige Funktion (siehe 1.12.3) insbesondere in f(to) stetig ist, ist
es auch die Verkettung (1.12.1.7/1.12.4). Es bleibt ¢ty = —1 zu iiberpriifen. Wir haben:

im g(f(1) = lim g(=1) =g(=1) =0

. . 1
im, 9 (#) = Tim g (? * 1)
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16. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Also gilt lim g(f(t)) = g(—1) = lim ¢(f(¢)), somitist go f auch in —1 stetig
t——1-0 t——140

und somit stetig.

Aufgabe H 77. Funktionsgrenzwerte und stetige Fortsetzungen
Wir betrachten die Funktion f: R\ {0} — R: z + cos (1) - \/4 — (2cos(z))>.
(a) Geben Sie eine stetige Funktion g: R — R an mit g(z) = f(z) fiir alle x € R~ {0}.
(b) Bestimmen Sie N := {x € R| g(z) = 0}.
(c) Finden Sie eine Folge (z,)nen mit nh_}rgo &, = 400 so, dass nh_}rgo f(z,) = 2 gilt. Existiert
lim f(z)?

T—+00

L6sungshinweise hierzu:

(a) Eine solche Funktion kann nur existieren, wenn lil’I(l) (x) existiert und in R liegt. Wir
r—

vereinfachen zunichst f(z): Es gilt fir z € R\ {0}
f(z) = cos (%) \/4 — (2cos(z))?
= COoS (%) +24y/1 — (cos(x))? = 2cos (%) |sin(x)] ,

insbesondere gilt mit der Abschatzung —1 < cos(t) < 1Vt € R
. Iy . :
—2 [sin(z)| < 2 cos (—> |sin(x)| < 2 |sin(x)|
x
fir alle z € R~ {0}. Wegen

lim —2 [sin(z)| "2 —2
z—0

lim sin () ’
z—0

— 2 |sin(0)| = 0 =2

lim sin (x))
z—0
= 31551(1)2 |sin(z)|

folgt durch ein Sandwich-Argument hII(l) f(z) = 0. Definieren wir nun g: R — R mittels
T—r

) f@) x#0
g(z) == 0 0

stimmt g mit f iiberein und ist somit als Produkt von Verkettungen stetiger Funktionen
gemaB 1.12.4 stetig, also ist g auf ganz R stetig.

, so ist g nach obigem stetig in z = 0. Auf R \ {0} wiederum

(b) Eine Nullstelle ist gemaB (a) zo = 0. Fiir z # 0 wird g(z) = cos (1) [sin(z)| genau
dann 0, wenn einer der Faktoren 0 wird. Die Nullstellen von |sin(x)| in R ~ {0} sind
gegeben durch ), = 7k, k € Z ~ {0}. Die Nullstellen von cos (1) sind analog gegeben

durch ﬁ =7k + L,k € Z bzw. Ij, = 2= . Wir erhalten mit 20 =0=0-7

(2k+1)m
keZ}
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16. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

(c) Wir definieren z,, := 7 (2n + 1). Dann gelten:

lim x, = lim T (2n+1) =
n—o0 n—oo 2
sowie

lim f(x,)= lim 2

n—oo n—oo

Jsin (5 20+ 1)>JCOS <ﬁ>

~~
=1

= lim 2cos (i> "229 lim cos (t)=2
n—»00 T t-0+0
Da die Folge (an)nen, an := mn ebenfalls gegen oo strebt und nach (b) nh_)rrolo flan) =
0= lim f(by) erfillt — immerhin gilt f(z) = g(x) fir x # 0 — existiert der Grenzwert
Jim "f(z) nicht.

Aufgabe H 78. Funktionsgrenzwerte
Untersuchen Sie die folgenden Funktionsgrenzwerte:

. 22+ /1 +sin(z) ; —mLB
(a) tim —— ®) S\ s
2% + 3
. 3 _f 2 d li - o5 . 7 N
(c) acgr}_loo (\/:l: 6 — Va2 + 4) (d) s>tbo 472 + cos(x)

Lésungshinweise hierzu:

(a) Esgilt
o< 22 4+ /1 + sin(z) §x2+\/§‘
= xt - ot
212 1 V2 v’ + /145
Wegen lim # lim —2+£ = 0 folgt daher lim + 4+sm(a:) =0
Tr—+0c0 €T Tz—>+oo T r—+400 T
(,Sandwich") .
(b) Es gilt
m’ 1.11.8 T
llm —m——— =" —.
z—too 43 — 22+ 5 4
Da tan in zg = 7 stetig ist, folgt
. w3 T
lim tan| —————— | = tan (—) =1.
T—+00 43 — 22 +5 4
(c) Esist
lim (\/x3—6—\/x2+4> — lim \/x2—|—4< i 1)
T—00 T—00 a
22 —6
: _ 2
Wegen xlgg@ P = +o0 und Vz :r2 +4 > 2 .1:2 +4 folgt

T—+00 T2 44
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16. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

(d) Esist
20°+3 2+
42% + cos(z) 4 4 @)’
Wegen
cos(z) 1 .1
< < R
0= 2 = x?’ :Jclglgo 2 0
folgt daher lim cosgx) = 0, somit auch
T—>+00 x
y 22% + 3 24+ 2 1
1m —F-— = m — = - = —,
z—+oo 42 + cos(x)  a—+oo 4 4 Coigx) 4 9

Aufgabe H 79. Parametrisierte Funktion
Seien p,q € R reelle Parameter mit p < 0. Gegeben sei die Funktion
|$ - p|7 T < _17
fPR—=R:z— < a? —-1sx2=51,

qg—x, 1<uax.

(a) Sei 1 > ¢ > 0. Bestimmen Sie ein § > 0 so, dass |f(x)— f(0)| < ¢ furalle z € (—0,9).
Folgern Sie daraus, dass f in xy = 0 stetig ist.

(b) Fir welchen Wert des Parameters p ist f an der Stelle —1 stetig ?
(c) Fiir welchen Wert des Parameters ¢ ist f an der Stelle 1 stetig ?

(d) Zeichnen Sie den Graphen von f im Bereich [—4,4] fiir das Paar der in [(b)] und
gefundenen Parameterwerte.

Losungshinweise hierzu:
(a) Zu zeigen ist, dass V1 > ¢ > 0 ein § > 0 existiert, so dass |f(x) — f(0)| < ¢ fiir alle
x € (—6,0). Es gilt fir z € (—1,1)

|[f(@) = £(0)] = |2*] = |z — O,
setzen wir also fir 0 <e <1
0:=0(e) = Ve,
so gilt wegen (—d,0) € (—1,1) folglich
(@) = fO)] = |z — 0 < 6*=¢

fir alle x € (—6,0). Insbesondere ist f in zy stetig: Fiir ¢ < 1 haben wir soeben ein
d = 0(¢) gefunden, sodass

f(Us(0)) € U(f(0))
gilt, fire 2 1 > % konnen wir § := \/g setzen, dann gilt

f(U(0)) € UL(£(0)) & Ue(f(0))

Wir schlieBen daraus, dass f an der Stelle xy = 0 stetig ist.
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(b) Fiir die einseitigen Grenzwerte gelten
im f(z) = lim fo—pl=[—=1-p|

lim f(r)= lim 2*=(-1)>=1= f(-1)

r——140 x——140
f ist genau dann stetig an der Stelle o = —1, wenn gilt
x—l>l—n11—o fl)=1(=1) = ;c—l>l—nll+of(x)
bzw.
|—1-p|=1
Folglich muss —1 —p = 1 oder —1 — p = —1 gelten, woraus wir p = —2 erhalten.
(Wegen p < 0 scheidet die Lésung p = 0 aus.) Somit ist f nur fir p = —2 in 2o = —1

stetig.
(c) Fir die einseitigen Grenzwerte gelten

lim f(z)= _l)i_nll_oar:2 =1=f(1)

z—1-0
f ist genau dann stetig an der Stelle xo = —1, wenn gilt
Jim f@)= (1) = lim f(@)
bzw.
l=q—-1,

woraus wir sofort ¢ = 2 erhalten. Somit ist f nur fiir ¢ = 2 in o = 1 stetig.
(d) Wir setzen p aus (b) und ¢ aus (c) in die Funktionsdefinition ein und erhalten
. —r—2 firz< -2,
|z +2] firz < —1, L9 fir —2<z< 1
x ir —2sr<—
R—R:zr < 22 fir —1<2<1, = _ ,
/ ) - = x? fir —1 <52 <1,
2—x firl <z i
22—z firl<ux.

was auf folgende Skizze fiihrt:
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Frischhaltebox

. o . . 0-2-14 e 3
Bestimmen Sie die Losungsmenge des Gleichungssystems (il)) —4 4 —6) (g;) = <42%>

Aufgabe H80. LGS

Losungshinweise hierzu: Wir nutzen GauB und Beginnen mit einem Zeilentausch

0 -2 -1 4 3
1 -4 4 —6 |42
i 3 —4 -1 0 |29
17y |1 —4 4 -6 42
ZoesZi: | 0 =2 -1 4| 3
Z3—3Zy: | 0 8 —13 18 || —97
Zy—22y: [ 1 0 6 —14| 36
17, 1L o -2
Zy+4Zy: | 0 0 —17T 34 | -85
Z1 + %Zg | 0 0 -2/ 6
ZQ —|— 3—1423 . 0 1 0 —1 —4
—+Zy: [ 0 0 1 =25

Wir erhalten als Losungsmenge L:

(/6 2
—4 1
L= 5 + A 9 AeK

[\ 0 1

6 2

—4 1

=1 5 +L 5
0 1
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 81. Gleichheitsproblem, Intervallhalbierungsmethode
Gegeben seien die Funktionen f: R — R:t+t>—1 und g: R — R: t > 3t — 3.
(a) Skizzieren Sie die Graphen von f und g im Intervall [—1,1].

(b) Verwenden Sie den Nullstellensatz von Bolzano, um zu zeigen: Es gibt ein t5 € [—1, 1]
mit f(to) = g(to). Markieren Sie diese Stelle t, in der Skizze aus (a).

(c) Wir betrachten die Funktion f — ¢ und das Intervall [—1,1]. Fiihren Sie drei Schritte
der Intervallhalbierungsmethode durch, um a,b € [—1, 1] zu finden mit [b—a| = 1 und
ty € [CL, b]

Loésungshinweise hierzu:

(a) Beachten Sie, dass f(t) = (t+1)(t—1) und g(t) = —t(t++/3)(t—+/3). Die Nullstellen
von f sind —1 und 1. Die einzige Nullstelle von g im Intervall [—1,1] ist 0. AuBerdem
nimmt g positive Werte fiir 0 < ¢ < 1 (—t(t +v/3)(t —+/3) > 0 fiir 0 < ¢ < 1) und
negative Werte fiir —1 <t <0 (—t(t+v/3)(t —v/3) <0 fir —1 <t < 0) und es gilt
g(1) =2 und g(—1) = —2. Wir erhalten die folgende Skizze fiir f und g im Intervall
[—1,1]:

(b) Wir betrachten die Funktion h := f —g. Beachten Sie, dass h stetig im Intervall [—1, 1]
ist, mit A(—1) = f(—=1) —g(—=1) =2 > 0 und h(1l) = f(1) —g(1) = =2 < 0. Es
folgt aus dem Nullstellensatz von Bolzano, dass es t, € [—1, 1] mit h(ty) = 0 gibt. Also
f(to) = g(to). Die Stelle t, wird in der Skizze markiert.
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(c) Wir betrachten nochmal die Funktion h = f —g. Im Teil (b) wurde es schon nachgewie-
sen, dass h(—1) > 0 und h(1) < 0. Im ersten Schritt der Intervallhalbierungsmethode

erhalten wir
—1+1

2
als Mittelpunkt des Intervalls [—1,1] und

h(0) = £(0) - g(0) = —1 < 0.

0

Im zweiten Schritt des Verfahrens betrachten wir das Intervall [—1,0], dessen Mittel-
punkt
-1+0 1
2 2
ist. Weil

1 5
hl=21=Z2
(2) 8>O

ist, wendet man den dritten Schritt der Intervallhalbierungsmethode auf das Intervall
[—%,0] an. Der Mittelpunkt von [—%,O] ist

und

1 13
v(-1) =5 <o

Daraus folgt, dass f eine Nullstelle im Intervall [—%, —ﬂ hat. Wir setzen a := —% und

b:= —1. Beachten Sie, dass |[b — a| = ;. Die Nullstelle ¢, ist ein Element von [a, b].
Aufgabe H 82. Potenzreihen

o0

(a) Fiir welche z € R konvergiert die Potenzreihe Z
k=1

2k 4 3k

k2
A
k

o 1k
(b) Bestimmen Sie den Konvergenzradius der Potenzreihe Z sz.
k=1

Losungshinweise hierzu:

(a) Der Entwicklungspunkt der Potenzreihe ist z; := 0 und die entsprechende Folge ist
2k 43k

ag == = Wir verwenden das Quotienten-Kriterium, um den Konvergenzradius zu
bestimmen:
k+1
3k+1 1 + (2)
ok+1 | gh+l L k 3
lim 1941l i = i

koo |an|  kose  k+1 264 3F  kbeek4l o\ F
3 1+(§)
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Der Konvergenzradius der Potenzreihe ist also p := 1 (nach 1.14.7). Nach 1.14.4 kon-

3
vergiert die Reihe absolut fiir alle z in

Up(z) = U3 (0) = {Z eCllel < %}

und sie divergiert fiir alle z € C \ U,(%). Insbesondere konvergiert die Reihe absolut
fir alle z € R mit —%<z<%.

Fiir 2 = L erhilt man die Reihe

3
X2k 3k A1\F OS2\ 1
SEE(G) X (:6) 5
k=1 k=1

1
und sie divergiert, weil die harmonische Reihe Z z divergiert und % < % (%)]’C +% gilt
k=1

fir alle £ = 1.
Fiir 2 = —1 erhilt man die Reihe

> I () -2

1
Die alternierende harmonische Reihe Z(—l)kz ist konvergent. Nach der Majoranten-
k=1

=1/ 2\" = 72\F
Kriterium konvergiert absolut die Reihe Z z <—§> , da die geometrische Reihe Z (5)

k=1 k=1
konvergiert (3 < 1). Aus 1.9.3 folgt, dass die Reihe (2)) konvergiert.
Die Potenzreihe konvergiert dann fiir alle z € R mit —% <z< % und sie divergiert fiir

die restlichen reellen Zahlen.

le entsprechende Folge Ist ag := 77 un
(b) Di hende Folge i &% und
g [l o (R DT RL (R (k£ DR

koo |ag] koo (k1) KE koo (k+ 1)kIEF

1)k 1\"*
i FED g (1+—) —e

1

P

Der Konvergenzradius der Potenzreihe ist also p :=

Aufgabe H 83. Potenzreihen

Bestimmen Sie die Entwicklungspunkte und die Konvergenzradien der folgenden Potenzreihen
und untersuchen Sie das Konvergenzverhalten auf dem Rand des Konvergenzkreises.

(@ 3 %(z ik () 3 3hK(2 + iz — 4)F
k=1 k=0
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Lésungshinweise hierzu:
(a) Der Entwicklungspunkt der Potenzreihe ist 2, := i und die entsprechende Folge ist

ay ‘= k% Es gilt
|1 EY
lim =lm |——| =1
Der Konvergenzradius der Potenzreihe ist also p := } = 1 (nach 1.14.7). Nach 1.14.4
konvergiert die Reihe absolut fiir alle z in U,,(p) = Ui(1).

Sei nun w € C beliebig mit |w —i| = 1. In diesem Fall erhalten wir die Reihe

S by, wobei by = % (3)
k=1

1
Da |b| = 75 und Z = konvergiert, konvergiert absolut die Reihe aus (3)). Daraus folgt,
k=1
dass die Potenzreihe aus Teil (a) konvergiert auch auf dem Rand des Konvergenzkreises.

(b) Beachten Sie, dass

i3’“k(z2+4iz— Z:a’f (2 + 2i)? Zanz—i—Ql
k=0

wobei n
{375—, falls n gerade,
ap = 2

0, falls n ungerade.

Der Entwicklungspunkt der Potenzreihe ist z; := —2i. Nach 1.5.7 und 1.5.10 gilt es

1
n 1 ; 1
lim /352 = lim V3 (—) nr = /3.
n—o0 2 n—oo 2

Daraus folgt, dass lim {/|a,| = v/3. Nach dem Wurzel-Kriterium ist der Konvergenz-
n—oo

. . 1 \/g
radius der Potenzreihe p := B3
Sei nun w € C beliebig mit |w + 2i| = %2. In diesem Fall erhalten wir die Reihe
Z b,, wobei b, = a,(w + 2i)". (4)
n=0
Beachten Sie, dass
lim |boy| = lim |agy||w + 2i[* = hm Skk:— lim k = +o0.
k—o0 k—o0 3k k—ro0

Es folgt, dass lim b, # 0 und die Reihe aus () divergiert. Deshalb divergiert die
n—oo

Potenzreihe aus Teil (b) auf dem Rand des Konvergenzkreises.
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Aufgabe H 84. Produkt von Potenzreihen

Gegeben seien die Funktionen
f:Ul(O)—>szr—>Z(—z)k und g:Ul(O)—>C:zr—>sz.
k=0 k=0

(a) Berechnen Sie f - g in geschlossener Form.
(b) Schreiben Sie f - g als Potenzreihe unter Verwendung von 1.14.11.4,

(c) Verwenden Sie 1.8.4 direkt, um erneut f - g als Potenzreihe zu schreiben.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Sei z € Uy(0). Es gilt | — z| = |z| < 1. Aus 1.14.8 folgt, dass

1 1 1
k k
g —z)" = = d E = .
k()( ?) 1—(=2) 14z un kOZ 1—-=2

1 1
Also (f-g)(z):1+z-1_221_22

(b) Fiir z € U1(0) gilt es

o= (z<—wn) S (zw) W ST Syt

k=0 \n=0 k=0 \n=0 n=0

fur z € Ul(O)

wobei

1, falls k gerade,
C =
g 0, falls £ ungerade.

(c) Es gilt = € U;(0) genau dann, wenn |z| < 1 und in diesem Fall gilt auch |2?| < 1.
Deswegen ist

o) . 1
(9= () = 1=
n=0
fir z € Uy (0)
Frischhaltebox
Aufgabe H 85. Volistindige Induktion
- 1 1

Beweisen Sie die folgende Gleichung fiir alle n € N: ; m —1— o
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Loésungshinweise hierzu: Induktionsanfang: Die Gleichung gilt fiir n =1, da

i RS R S
kzlkkJrl 1-2 2 2 1+1

Induktionsvoraussetzung: Wir nehmen an, dass die Gleichung gilt fiir n € N beliebig.
Induktionsschritt: Beachten Sie, dass

n+1
> - (2 ot U m) e
= k:—l—l k:k:—l—l (n+1)(n+2) n+1 (n+1)(n+2)
— 2)+1 1 1 1
B ) o S S S
(n+1)(n+2) (n+1)(n+2) n+2 (n+1)+1
Daraus folgt, dass die Gleichun i; = . ilt fir alle n € N
s ® Lokt 1) 18 '
Bemerkung: Die Gleichung kann auch ohne Induktion bewiesen werden:
f:l—i(l—l)—fjl—fl—w SRl N S|
kzlk(k:—i—l) —\k k+1 —k =k =k =k n+l n+1
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 86. Formel von Euler und de Moivre
(a) Beweisen Sie unter Verwendung von 1.14.18 die folgende Gleichung fiir alle z € C:

sin(z) - (16 (sin(z))* — 20 (sin(2))* + 5) = sin(5z).

(b) Verwenden Sie (a), um alle Lésungen der Gleichung 162* — 2022 +5 = 0 zu berechnen.

(c) Verwenden Sie die Substitution ¢t = x*, um damit nochmals alle Lésungen der Gleichung
162* — 2022 + 5 = 0 zu berechnen.

Lésungshinweise hierzu:

(a) Es gilt sin(z) = % (e'* — e¢7%). Aus dieser Formel folgt, dass

1 . ) 1, . .
(Sln( ))2 _ Z 1z e—lZ)2 — _Z (6122 + e—122 o 2) ,
_ 1 0i27 4 o=i22 _ 9 ? _ 1 i22 —i22\2 4 (22 —i2z 4
(sin(2))* = 4_1 —2) =16 (e +e7)" —4 (e +e7%) +
1 . . 1 . . ) .
- el4 _|_ —idz + 2 46127; 46—122 _|_ 4) - (el4z + e—14z o 4612Z o 46—12,7; + 6) ]
16 16
Es folgt somit
16(sin(z))* — 20(sin(2) = (e + e —4e® —4e7¥ 4+ 6) 4 (5 4+ 5e 7 —10) +5

e142 _'_6714,2 + ele + 67122 4 1

und (sin(z)) - (16(sin(z))* — 20(sin(z))? + 5) ist gleich
1 . . . . . .
; (elz . e—lz) (el4z + e—14z + e12,2 + e—122 + 1)
1

1, B . B . . B . B B
:2_ (el5z+e i3z +613Z +e iz +elz _el3z —e i5z —e% _ ¢ i3z —e 1z)

(b) Beachten Sie, dass sin(5z) = 0 gilt fir
km
5z:k;7r/\l<:eZ<:>z:?/\keZ.

Sei z := 2% mit k € Z. Wenn k kein Vielfaches von 5 ist, ist sin(z) # 0 und sin(5z) =
0, und aus der Gleichung im Teil (a) folgt, dass 16(sin(z))* — 20(sin(2))*> + 5 = 0.
Deshalb sind sin (%) und sin (%’T) zwei unterschiedliche positive reelle Lésungen der
Gleichung 162* — 202> +5 = 0 (£ und 2= sind zwei unterschiedliche Winkel im 1.
Quadrant). In 3hnlicher Weise sind sin (—%) = —sin (%) und sin (—2?”) = —sin (2;)
zwei unterschiedliche negative reelle Losungen der Gleichung 162* — 2022 4+ 5 = 0. Da
die Gleichung 162* — 2022 + 5 = 0 maximal vier unterschiedliche komplexe Lésungen

hat, haben wir alle Losungen gefunden.
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(c) Wir verwenden die Substitution ¢ = x?, um nochmals alle Lésungen der Gleichung
162* — 2022 + 5 = 0 zu berechnen. Es gilt

162* — 202 +5 =0 < 16(2%)* — 202 +5=0 < 16t> — 20t +5 =10

_201\/400—4-16-5@75_20:l:\/16-5

B 32 B 32
51\/_ x2_5i\/5

S

s . . 5—5 5+v5 5—/5 5+v5
Die Losungsmenge der Gleichung ist {\/ = \/ 5 ,—\/ 3 ,—\/ 5 }
5—

Bemerkung: Aus den Teilen (a) und (b) ist es einfach zu folgern, dass sin (%) = 8\/5

&St =

und bln(257r) = %.

Aufgabe H 87. Differenzierbarkeit

(a) Sei g: R — R eine differenzierbare Funktion mit ¢g(0) = —1.
Sei f:R — R: 2z~ f(x):= x-g(x). Berechnen Sie f’(0) unter Verwendung des
Differentialquotienten. Berechnen Sie f’(0) erneut, unter Verwendung der Produktregel.

(b) Sei g: R — R eine differenzierbare Funktion mit g(0) = 0 und ¢'(0) = 0.
Sei

1
g(x) cos (E) , falls x # 0,
0, falls x = 0.

fTR=>R:z— f(x):=
Berechnen Sie f/(0) unter Verwendung des Differentialquotienten.

Loésungshinweise hierzu:

(a) Wir berechnen f’(0) unter Verwendung des Differentialquotienten. Da ¢ differenzierbar
in 0 ist, ist g auch stetig in 0 und es gilt

L f@ = FO) L agl) = 0g(0)
x—0 xr — 0 z—0 xr — O z—0 x x—0

Es folgt, dass f differenzierbar in 0 ist und f'(0) = —1.

Bemerkung: Um zu zeigen, dass f differenzierbar in 0 ist, ist es genug anzunehmen, dass
g stetig in 0 ist (Differenzierbarkeit von g in 0 ist nicht notwendig). In diesem Fall gilt
f'(0) = 9(0).
Da g differenzierbar in R ist, kann man auch die Produktregel verwenden, um f’(0) zu
bestimmen:

f(x) = () g(x )+fvg( ) = g(x) + x4 (x)
und f'(0) = g(0) +0-4'(0) = g(0) =
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(b) Es gilt
1 1
B g(x) cos (—) -0 g(x) cos <—)
lim M = lim i = lim L .
z—0 x—0 z—0 x—0 z—0 T
Beachten Sie, dass
e (5)
g(z)cos | —
e 2] | |at) _\g(m)—gm)‘
- T I z—0
o () — g(0) () — g(0)
. g\r)—4g g\r)—4g
g [ 42000y 950 2900 ) —
gilt, ist
1 1
g(x) cos (—) g(x) cos <—) B
lim /| =0=|lim /| = |t 1) f(o)’
—0 €T x—0 x z—0 xr — O

Es folgt, dass

und f/(0) = 0.
Aufgabe H 88. Ableitungen

Berechnen Sie f/(x) und f”(z). Bestimmen Sie den maximalen reellen Definitionsbereich von
f,von f" und von f".

@ )= (b) f(x) = /(z 1P
(¢) f(x) = /() (d) f(x) = sinh (sin(z))

Losungshinweise hierzu:
(@) Der maximale reelle Definitionsbereich von f ist

Df::{xeR|cos(x)#0}:R\{g+lm|k€Z}.

x >/ _ cos(r) — z(—sin(z)) 1+ ztan(x) _ sec(z)(1 + 3 tan(x))

(cos(z))? ~ cos(z)
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und

") — 1+ xtan(z))’ B (tan(x) + xm) cos(z) — (1 + z tan(z))(—sin(z))
= () (cos(a))?
_ tan(x) x (14 wtan(z)) tan(z) T (2 4 x tan(z)) tan(x)

~ cos(z)  (cos(z))3 cos(x) ~ (cos(x))3 cos(x)
= z(sec(x))® + (2 + x tan(x)) tan(z) sec(z).

Die maximale reelle Definitionsbereiche Dy von f" und Dy von f” stimmen mit
Dy =R~ {g+k7r |k €z} iberein.
(b) Der maximale reelle Definitionsbereich von f ist D; := R. Beachten Sie, dass

f<x>=mz|x_1|:{f—lv falls 02 1

—x+1, fallsz < 1.

Die Funktion f ist nicht differenzierbar in 1, weil die Grenzwerte lim, ;¢ % =1

und lim,_,;_¢ f@=F) _ 1 picht iibereinstimmen. Wir erhalten

r—1
1, falls x > 1,
- |

—1, fallsz <1,

und

" 0, fallsz >1,
-}

0, fallsz < 1.

wobei die maximale reelle Definitionsbereiche Dy von f’ und D von f” beide gleich
R ~ {1} sind.
(c) Der maximale reelle Definitionsbereich von f ist

Di={zeR|In(x) 20t ={zeR |z =1} =[1,+00).

Die Ableitung von f ist

f’(x) — ( 1n($)>/ — ; . l = ;
2y/In(z) * 2x/In(z)
- f(1
und der maximale reelle Definitionsbereich von f” ist Dy := (1,+00),da lim M =

z—14+0 x—1
1
i Y@
x—14+0 1 — 1

LV emmy 2@ 2y )
ro=(5h) - B x

= +4o00. Es gilt auch

In(x) 422In(z) 422 In(x)
2y/I@) + (n(2)) > 2n(z) +1
42?2 In(z) 42 (ln(m))%
und der maximale reelle Definitionsbereich von f” ist auch D» := (1, 4+00).
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(d) Der maximale reelle Definitionsbereich von f ist Dy :=R. Es gilt
f'(x) = cosh (sin(x)) cos(x)
und
f"(z) = (cosh (sin(z)) cos(x))" = sinh(sin(z))(cos(x))? — cosh(sin(z)) sin(x).
Die maximale reelle Definitionsbereiche D von f' und Dg» von f” stimmen mit
Dy =R iiberein.

Aufgabe H 89. Produktregel

(a) Seien f,g: R — R beliebig oft differenzierbare Funktionen. Verwenden Sie die Produkt-
regel, um (f-¢)@, (f- )™, (f-9)® und (f-¢)® zu bestimmen.

(b) Wir betrachten nun die Funktionen f: R — R:z — 23 und g: R — R: z — e*°.
Zeigen Sie, dass fiir alle ganze Zahlen n = 0 gilt:

(f - 9)"™(z) = 232"e* + 3n2?2"1e® 4+ 3n(n — 122" %e* + n(n — 1)(n — 2)2" 3.

Losungshinweise hierzu:
(a) Wir verwenden die Produktregel, um (f-¢)©, (f-¢)®, (f-¢)® und (f-¢)® zu
bestimmen. Es gilt (f-¢)(z) = (f-9)(z) = f(z)g(z) = fO(z)gO(x),

(f-9)V (@) = (f-9) () = fx)g'(x) + f(2)g(x) = [ (x)g"V (@) + [P (x)g"" (),

(- 9)¥(a) =
+ ([ (@) (@) + [ ()g(a)
o) <300 1 ot
()9 (@) + 2V ()9 (@) + F2(2)g O )

und

)9" (2) +3f(@)g" () + 3f"(2)g/ (@) + " () (x)
O (a)g (@) + 31D (@) (@) + 3D ()9 (@) + F(2)g O ).

Bemerkung: Die Regel fiir hohere Ableitungen eines Produkts von Funktionen ergibt sich aus
der Produktregel mittels vollstandiger Induktion:

n

™) =3 (Z) FB) () . gO=h) ().

k=0
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(b) Wir beweisen die Behauptung durch vollstandige Induktion.
Induktionsanfang: Die Gleichung gilt fiir n =0, da

(f-9)O(x) = f(2)g(x) = %>
= 2%2%* + 3. 0022 % +3.0- (—=1)22°2%* + 0 (—1) - (—2)2" e*".

Induktionsvoraussetzung: Wir nehmen an, dass die Gleichung gilt fiir n € N beliebig.
Induktionsschritt: Beachten Sie, dass

(19" V(@) = (- 9)" ()

232"e* + 3nz?2" e + 3n(n — 1)22" %e* + n(n — 1)(n — 2)2”_3e2$)/

= (:1032”“62:‘C + 3x22”e2$) + (3nm22ne2$ +3n - 2x2”_1e2x)
+ (3n(n — 1)22"'e* + 3n(n — 1)2"2%*") + n(n — 1)(n — 2)2" %e*

= 272" 1e* + (32727 4 3na”2"e*) + (3n - 222" 'e* + 3n(n — 1)x2" 'e*)
+ (3n(n —1)2" 2> 4+ n(n — 1)(n — 2)2"%e*)

= 2°2"e* + 3(1 + n)z?2"e™ + 3n(2 4+ (n — 1))z2" 'e**
+n(n—1)(3+ (n—2))2" 2>

= 2327162 4 3(n 4 1)2220H D71 L 3(n 4 1)((n 4 1) — 1)22n D) —2e2
+(n+1D)((n+1)=1)((n+1) —2)20T=3e2,

<

~

Daraus folgt, dass die Gleichung gilt fiir alle n € N.

p Frischhaltebox \

Aufgabe H 90. Determinante, Inverse Matrix
Wir betrachten die reelle Matrix

A:

N =
O =N
— = O

Berechnen Sie die Determinante von A und entscheiden Sie, ob A invertierbar ist. Falls ja,
bestimmen Sie die inverse Matrix von A.

. J

Losungshinweise hierzu: Um die Determinante von A zu berechnen, verwenden wir die
Regel von Sarrus:

detA=(1-1-1)4+(2-1-2)4(0-1-0)—(2-1-0)—(0-1-1) — (1-1-2)
—14440-0-0-2=3.

Da die Determinante von A nicht Null ist, ist A invertierbar.

Bemerkung: Fiir beliebig groBe Matrizen kénnen wir den Entwicklungssatz von Laplace oder den
GauB-Algorithmus einsetzen, um die Determinante zu berechnen. Um dies zu veranschaulichen, ver-
wenden wir den Entwicklungssatz von Laplace und wahlen die erste Zeile:

11
01

11
21

1 1

det(A):l-‘ 5 0

‘—2-‘ ‘+0-' |:1—2-(1—2):3.
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Um die inverse Matrix von A zu berechnen, [6sen wir das lineare Gleichungssystem AX = Fj,
wobei F3 die Einheitsmatrix ist:

1 20[100 1 2 0/1 00 1 2 01 0 0
111010} —-10-11|-110}—=0 1 —-1|1 —-10
2.0 1/00 1 0 —4 1[-2 1 0 -4 1]-2 0 1
12 01 0 12 01 0 0
—-lo01 -1{1 -1 0|01 -1]{1 -1 0
2 4 1
00 —3|2 —4 1 00 1|-%2 4 -4
1201 0 0 1003+ -2 2
1 1 1 1 1 1
MEEREY S P VAN R
3 3 73 3 3 73
Die inverse Matrix von A ist
1 2 2
A N
§2§_§:§11_1
-3 3 3 -2 4 -1
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 91. Differentiation von Umkehrfunktionen

(a) Sei f:(0,400) — (0,400): x — ze®. Skizzieren Sie den Graphen von f im Inter-
vall (0, 1,5). Bestimmen Sie f’. Folgern Sie, dass f eine Umkehrfunktion besitzt.
Berechnen Sie f(1), f~'(e) und (f~1)(e).

(b) Sei f: R — R eine bijektive differenzierbare Funktion. Sei zudem f(1) = 3 und
f'(1) = 5. Bestimmen Sie (f71)/(3).

Lésungshinweise hierzu:
(a) Wir erhalten die folgende Skizze fiir f im Intervall (0, 1,5):

6,92 4se'®]

Anwendung der Produktregel auf f liefert f'(z) = e* 4 ze” fir x € (0, 400).

Um zu zeigen, dass f eine Umkehrfunktion besitzt, miissen wir nachweisen, dass f
bijektiv ist. Die Funktion f ist auf (0,4o00) definiert und sie ist stetig und streng
monoton wachsend, da f’(z) = e” + xe” fiir alle 2 > 0 immer positiv ist. Daher ist f
injektiv. Um die Surjektivitat von f zu zeigen, betrachten wir die Grenzwerte von f,
wenn x gegen 0+ 0 und gegen +oo strebt:

lim f(x)= lim 2e¢®* =0, lim f(z)= lim xe¢® = +oo.
z—0+0 z—040 z—+00 T—+00

Daher nimmt f alle positiven Werte in (0, +00) an. Somit ist f surjektiv.
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Es gilt f(1) =1-e' =e und f7'(e) = f71(f(1)) = 1. SchlieBlich bestimmen wir
(f~1)(e) unter Verwendung der Formel fiir die Ableitung der Umkehrfunktion. Beachten
Sie, dass f’(1) = 2e # 0. Es folgt, dass

v B 1 B 1 _i
U0 = 501y = 7~ 2

(b) Um (f71)(3) zu bestimmen, verwenden wir die Formel fiir die Ableitung der Umkehr-
funktion. Beachten Sie, dass f bijektiv ist und sie ist an der Stelle 1 differenzierbar mit
f'(1) =5 #0. Es folgt, dass f~! differenzierbar in f(1) =3 und

Aufgabe H 92. Mittelwertsatz
Gegeben sei die Funktion f: R — R: x — f(z) := arctan(z).
(a) Sei x eine positive reelle Zahl. Zeigen Sie, dass es eine Zwischenstelle £ € (0,z) gibt
mit f/(é—) _ arctan(z) .

x

(b) Zeigen Sie mittels (a), dass die folgenden Ungleichungen gelten fiir x > 0:

2 < arctan(x) < z.
T

(c) Seien g: R = R: 2+ g(z) := % und h: R — R: 2+ h(x) := x. Skizzieren Sie
die Graphen der Funktionen f, g und h im Intervall [-2,2].

Loésungshinweise hierzu:
(a) Sei z > 0. Um zu zeigen, dass es eine Zwischenstelle £ € (0, x) gibt, fir die f'(§) =

%n(w) gilt, verwenden wir den Mittelwertsatz der Differentialrechnung. Nach dem Mit-
telwertsatz, wenn eine Funktion ¢ auf einem abgeschlossenen Intervall [a,b] stetig ist
und auf dem offenen Intervall (a,b) differenzierbar ist, dann gibt es mindestens eine

Zwischenstelle £ € (a,b) mit ¢'(§) = %.

Im vorliegenden Fall betrachten wir die Funktion f auf dem Intervall [0, z]. Wir lber-
priifen die Voraussetzungen des Mittelwertsatzes. Die Funktion f ist stetig auf dem
Intervall [0, x], da der Arkustangens eine stetige Funktion ist. Die Funktion f ist dif-
ferenzierbar auf dem offenen Intervall (0,z), da der Arkustangens eine differenzierbare
Funktion ist. Da die Voraussetzungen erfiillt sind, konnen wir den Mittelwertsatz anwen-

den und folgern, dass es eine Zwischenstelle £ € (0,z) gibt mit

£(€) = f(z) = f(0) _ arctan(z) — arctan(0) _ arctan(x)'

x—0 x T

(b) Sei x > 0. Die Ableitung von f an der Stelle z ist f'(z) = ﬁ Aus Teil (a) folgt,
dass es £ € (0,x) gibt mit
1 arctan(z)

1+¢&2 x
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Beachten Sie, dass ﬁ <1.Da0< ¢ < gil, giltauch 0 < 1+ €2 <1+ 22 und

HlmQ < ﬁ Wir erhalten die Ungleichungen:
1 1 t
- _arc an(z) <1
14+22  14& x

Wir multiplizieren die Ungleichungen mit x und erhalten:

22 < arctan(x) < z.
x

Beachten Sie, dass g(1) = 3, g(—1) = —3, g(2) = 2 und g(—2) = —2. Wir erhalten
die folgende Skizze fiir f, g und h im Intervall [-2,2]:

Aufgabe H 93. Funktionsgrenzwerte und Regel von I'Hospital
Untersuchen Sie die folgenden Funktionsgrenzwerte.

. In(—cos(mz)) - xt —4°
(a) glc1—>H} sin(mx) (b) ;1ta2 sin(mx)
(<) }}L% sm(z# (d) mgl—il—loo(x + 1) sin (i)

Loésungshinweise hierzu:
(a) Da In(—cos(m)) = In(1) = 0 und sin(w) = 0, bleibt der Ausdruck 3 unbestimmt. Wir
konnen hier die Regel von L'Hospital anwenden, indem wir die Ableitungen von Zahler
und Nenner betrachten:

w sin(7x)

lim w _ di 1131(_ COS(WCU)) — lim — cos(mx) — lim — Sin(ﬂ'w) '
z=1  sin(mr) s+ Lgin(nr) 201 7 cos(nz) | aol —(cos(m:))

(b) Da 2* — 42 =0 und sin(27) = 0, bleibt der Ausdruck 3 unbestimmt. Wir kénnen hier
die Regel von L'Hospital anwenden:

Coat—ar At o4y 4y’ In(4)4°
lim — = lim % = lim ———
e=2sin(rr)  a-2 Lsin(rz) @92 wcos(m)
~ 4-8-16In(4) 16(2 —In(4))
B T B T '
(c) Beachten Sie, dass sin(0) — 0 = 0 und 0* = 0. Wir wenden die Regel von L'Hospital
an:
__sin(z) —x . cos(z)—1 : : .. 0
91:15)1(1) — s = ilir(l] T (erste Anwendung der Regel von L'Hospital, bleibt 6)
1 0
= lim _sin(@) (zweite Anwendung der Regel von L'Hospital, bleibt )
z—0 6x 0
= lir% _cos(z) (dritte Anwendung der Regel von L'Hospital)
T—
_ cos(0) 1
66
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Bemerkung: Alternativ konnte man die Regel von L'Hospital zweimal anwenden und dann
argumentieren, dass

g _S@) L sin@@) L1
z—0 6x 6 =0 =x 6 6
(d) Beachten Sie, dass
1 sin (1
lim (z+1) sin(—) = lim 1(1) :
T——+00 €T T—+00

z+1

Da sin (Jr%.o) =0 und +O<1)+1 = 0, bleibt der Ausdruck % unbestimmt. Wir wenden die
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Regel von L'Hospital an:

(1 1y (_ 1 2
lim w: lim w: lim ($+1) -cos(l)

r—+00 e r——+00 —m r——+00 X x

_ 1\? 1
= lim (1+—-) -cos{—-]=1-1=1.
xr—>+00 X T

Bemerkung: Fiir eine alternative Losung beachten Sie, dass
1
x

) 1 sin
lim (z+1) sin(> = lim (1 + ) 1
T——+00 xT T—+00 xT <

N

Es gilt

) 1
lim <1 + > =1
T——+00 x
n(2)
sin | —
_\*/
sin(y)

hat der Form lin%) ——22 'wenn wir % als y betrachten. Dieser Grenzwert ist bekannt und hat
Yy—r

Yy
den Wert 1. Es folgt, dass

/1
sin | —
1 1 < )
lim (x—i—l)sin(): lim <1+>1$:1-1:1.

und der Grenzwert

lim
T—r+00

8=

T—+00 X Tr—+00

Aufgabe H94. Taylorpolynome, Restglied nach Lagrange
Gegeben sei die Funktion f: R — R: z — cos(2z).
(a) Berechnen Sie die Taylorpolynome T5(f, z,0) und Ty(f, z,0). Skizzieren Sie die Graphen
von f(z), To(f,z,0) und Ty(f,z,0) fir x € [-2,2].
(b) Bestimmen Sie ein C' > 0 mit |f(z) — Tu(f,z,0)| < Clz|® fir z € [-1,1].

Lésungshinweise hierzu:

(a) Um die Taylorpolynome T5(f,2,0) und Ty(f,2,0) zu berechnen, benétigen wir die
Ableitungen der Funktion f an der Entwicklungsstelle xy := 0.

Die Ableitungen der Funktion f(x) = cos(2z) sind wie folgt:
f'(x) = =2sin(2z), f"(z) = —4cos(2x), ["(z)=38sin(2z), [f"(x)= 16cos(2z).
Das Taylorpolynom T5(f,x,0) ist gegeben durch

1,(f.2.0) = £(0) + £ 0) + 7102

und Ty(f,x,0) ist gegeben durch

13(7.,0) = 1(0) + F0)a + Filar o+ Eles o L0
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Setzen wir die Werte ein:

(0)

(0) = —2sin(2-0) = —2sin(0) =0
f"(0) = —4cos(2-0) = —4cos(0) = —4
(0)
(0)

Somit erhalten wir

—4
Tg(f,x,O):1+0-x+7x2:1—2x2

und
—4 0 16 2
T4(f7$70):1+0'$+§$2+§x3+zx4:1—21:2—1-51:4.

(b) Beachten Sie, dass 1 — 222 = 0 ist genau dann, wenn = € {—\%,\%} In dhnlicher

Weise berechnen wir die Nullstellen von 1 — 2% + 2 (z2)*. Es gilt 1 — 222 + 2 (22)* =
0 genau dann, wenn z € {—\/%@,—\/3_2‘/3,\/3_2\/5, \/3’2/5}. Wir erhalten die

folgende Skizze der Graphen von f(z), T5(f,x,0) und Ty(f,z,0) fir z € [—2,2]:

-2 1 TL(L’/O)

-1

(c) Um diese Aufgabe zu l6sen, verwenden wir den Satz von Taylor und betrachten ein
Intervall [a,b] so, dass [—1,1] € (a,b). Wir kénnen zum Beispiel das Intervall [—2,2]
wahlen. Die Funktion f ist auf dem abgeschlossenen Intervall [—2, 2] stetig und auf
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dem offenen Intervall (—2,2) fiinfmal differenzierbar. Nach dem Satz von Taylor ist
f(z) = Ty(f,z,0) gleich dem Restglied nach Lagrange

B (Y
N z,Ox)x5

R5(f,£lj‘,0) = 51

fir alle z € (—2,2). Hier ist ¥, eine Zahl mit 0 < 9, o < 1. Beachten Sie, dass
fO(z) = (fD(x)) = (16 cos(2z)) = —32sin(2x)

und |f®)(z)| < 32 gelten fiir alle z € R. Es folgt, dass

| fOWaor) 5| [fPWao2)] 582 5 4
gilt fiir alle # € (—2,2) und insbesondere fiir alle = € [~1,1]. Wenn C := ¢ ist, gilt

die Ungleichung |f(z) — Ty(f,z,0)| < C|z|® fiir alle z € [-1,1].

- Frischhaltebox \

Aufgabe H 95. Ejgenwerte
Wir betrachten die reelle Matrix

2B =2
A=11 3 -1
-1 1 1

Berechnen Sie die Eigenwerte von A und entscheiden Sie, ob A diagonalisierbar ist.

Losungshinweise hierzu: Um die Eigenwerte der Matrix A zu berechnen, bestimmen wir
das charakteristische Polynom x4(A) := det(A — AE3) von A und wir lésen die Gleichung
xa(A) =0. Es gilt

2\ 2 -2 2-X 4—\ -2 2-X 4—X —\
xal) =] 13— —1 [PE 4o\ S [BTET 1 40 0
~1 1 1= ~1 0 1-A ~1 0 -
2-X 1 -1 3-X2 1 0
=@A=-MA| 1 1 0|72 BuU—A 1 1 0
~1 0 -1 1 0 -1
3-) 1
:(4—)\)>\(—1)‘ ! 1':—)\(4—/\)(2—)\).

Es gilt x4(A) = 0 genau dann, wenn X € {0,2,4}. Die Eigenwerte von A sind 0, 2 und 4.
Eine hinreichende, aber nicht notwendige Bedingung fiir Diagonalisierbarkeit ist, dass das cha-
rakteristische Polynom der Matrix vollstandig in paarweise verschiedene Linearfaktoren zerfallt.
Da das charakteristische Polynom von A gleich —A(4—\)(2— ) ist, ist A diagonalisierbar.
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 96. Kurvendiskussion
2% — 21 +2

Wir betrachten die Funktion f: R\ {1} - R: z +— 7
T —

(a) Bestimmen Sie f’ und f”. Hat f Wendepunkte?
(b) Bestimmen Sie die lokalen Extrema.

(c) Bestimmen Sie li_>m (f(x) — (z — 1)) sowie Ellx}rof(a:)

(d) Skizzieren Sie den Graphen von f.

Loésungshinweise hierzu:
(a) Wir fiihren zuerst eine Polynomdivision durch:

1
( x? — 2 +2)+(x—1):x—1+
- +x v—1
- +2
r —1
1
Hieraus erhalten wir
1
f/R\{l}%RIHl—m
f/IZR\{l}%RZSCHm

Wegen f”(x) # 0 fiir alle x € R~ {1} hat f’ in keinem der offenen Intervalle (—oo, 1)
und (1,00) lokale Extrema, folglich hat f keine Wendepunkte.

Alternativer Losungsweg: Anstelle der Polynomdivision hatten wir auch die binomische
Formel verwenden konnen, es gilt

r—2r+2 x-2r+1+1 (z—1)7*+1 1
r—1 z—1 r—1 r—1

(b) Da die relevanten Teilintervalle (—oo, 1) und (1, 00) offen sind, miissen samtliche lokalen

Extrema in kritischen Stellen vorliegen. Sei daher f'(z) =1 — (m_ll)g =0, dann gilt

(z—1)2=1

woraus wir die kritischen Punkte x; = 0 und zo = 2 erhalten. Wir miissen noch

iberpriifen ob dies Extrema sind (und ggf. welcher Art). Wir nutzen 2.7.3: Es gelten
f1(0) = =2
f'(2)=2

somit liegen tatsachlich Extrema vor, in x; = 0 ein lokales Maximum, in 2o = 2 ein
lokales Minimum.
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(c) Firz>2gilt 2 —1>2 >0 und somit 0 < —= < 2, wir erhalten aus lim 2 = 0:

8

T—00

lim f(x) — (x — 1) = lim

T—00 T—00 U — 1

=0

Da ferner z — 1 fiir vt — 14 0 ,,rechts” gegen 0 geht, folgt

1
xgrflof( v) = wgrlr}ro\\l? _,-/1 +x -1

= 0

(d) Wir setzen einige Werte ein

fE)=-% f)=-% f(D)=—]

f(3) = % F@=-% r@=1%
fB3)=3% f=3  f6) =7

und erhalten mit obigen Uberlegungen
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Aufgabe H97. Extrema ‘
Ein Garten soll in Form eines Kreissektors mit Radius r > 0 und Zentriwin- .

kel a € [%, HT”] angelegt und umzaunt werden, wie in der rechts stehenden
Skizze veranschaulicht.

(a) Stellen Sie Flacheninhalt F' und Zaunldnge Z als Funktionen in r und « dar.
(b) Seinun F :=42.
(i) Bestimmen Sie die Zaunldnge Z = Z(«) in Abhangigkeit von « sowie die Nullstelle
ap von Z'(«a).

(i) Uberpriifen Sie: Fiir o € [%,ao] ist Z streng monoton fallend, fiir a € [ozo, HT”}

ist Z streng monoton steigend. Uberpriifen Sie ferner: Z(a) nimmt in aq ein

globales Minimimum auf [%,HT“] an.

Loésungshinweise hierzu:

(a) Die Flache ergibt sich als F' = & .7r? = 0‘77’2 zusammen mit aus der Schule bekannten

Formeln fiir die Lange eines Kreisbogens erhalten wir:

) (ra) > 2

. T
F:(0,00) x [2, 4 ra)
Z:(0,00) x [z, Ur ra)—  ar, + 2r
(0,00) > [§, 5]« (ra) = ar, 2r
Lange des Verbindungen zum
Kreisbogens Mittelpunkt

(b) (i) Mit (a) erhalten wir aus der Flache den von « abhingigen Radius als
r(a) = /%2 =2,/2L. (Man beachte a > 0,7 > 0!) Hieraus erhaten wir nun

Z(Oé):()zr(a)+27“(oz):(a+2)2\/%:2\/ﬁ(\/a+%>

Dies fiihrt auf

Z/(a):2\/ﬁ(ﬁ—%>
(11
7 Ga)

2 «
woraus wir sofort oy = 2 erhalten.

(ii) Wir untersuchen zunichst Monotonie

e Fira <o gilt 1 — L <1—->L =0, somit folgt wegen % >0

a0 a0

Z'(a) <0 Vae [%,2] :

die Funktion ist auf [%,2} streng monoton fallend.
o Fir a > ag gilt 5 — 5 >3 — 5 =0, somit folgt

11
Z'(a) >0 Vae {2, Tﬁ} :

die Funktion ist auf [2, HT”} streng monoton steigend.
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Es gilt in Folge der Monotonie folglich Z(2) < Z(« ) fir alle « € [%,2] und
Z(2) £ Z(a) fir alle [2,57], also Z(2) < Z(a) fiir alle o € [}, 4], somit
liegt in g = 2 ein globales Minimum von Z auf [% Tﬂ} vor.

Aufgabe H98. Taylorreihe
Gegeben sei die Funktion f: (—2,2) = R: 2+ —In(4 — 2?).

(a) Zeigen Sie mittels vollstandiger Induktion fiir n € N: f()(z) = (n—1)! ((—1)”@ + ﬁ) :

(b) Geben Sie die Taylorreihe T'(f,z,x¢) von f im Entwicklungspunkt 2 := /3 an.
(c) Bestimmen Sie den Konvergenzradius p von T (f,z,/3).

Loésungshinweise hierzu:

(a) n = 1: Wir berechnen

F0(@) = ) =+

W (—In(4 — 2?))
2 2+x—-(2-1)
422 (2—-2)(2+1)

1 1 o1 1
=37 27z U7 ((_1) (2+x)1+(2—9€)1)

Angenommen, fiir ein n € N gilt f™(z) = (n —1)! ((—1)"@ + ﬁ) :

)
@ n—n-+ 1. Esgilt
f(”“)(w)@%(n (S )

Q1o 2-a2)
(1)1 ((—1)”( (tn) () -<—1>)

2 + x)n—l—l (2 _ :l:)”+1

- ((_Unﬂ (2 —l—i)”“ * (2 _11;)71+1>
= ((n+1) - 1) <(_1)n+1 Lo, 1 )

(24 z)mtl (2 — z)nHd

(b) Es gilt
£ (g
T(f, x,xg9) = Z / n(! )(:E—xo)”
o f(n) V3 n
N Z_% rf! | (- v3)

FOW3) = f(V3) = —In(4 - 3)

oo _ _1\n 1 1
> (= (V" G + vy
n!

I
o

n=1

1 | 1 n
:;5((_” (2+¢§>"+<2—¢§)"> (x-v3)
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(c) Wir nutzen 1.14.7 fiir die Potenzreihe

=1 L1 1 n
;ﬁ ((_1) VB (2—\/5)") (+=3)

n 1 1 H.
((—1) e T (2_\/5,)”)' dann gilt:

IS DU SR PRV PERVE AR
= (2 —V/3)" <1+( b (2+\/§> >

insbesondere gelten wegen

2—-v3 (2—3)(2+V3) 1

Sei daher a,, ;=

3=

243 (2+V3)? (24 V3)?

_ n 1 n B n 1 .
< () 1S (e () £ 15D v

erhalten wegen

T 3 1 I 1 )3 1
m /== 5 = lIm — -
n—00 n 4 (2_\/5) n—oo n 42_\/§

mittels dem Sandwichargument

1 3 1 1 5 1
nf_ .-, - < Y
\/n 4 (2—\/§)n - \an\:\/

den Grenzwert

1
lim /|a,| =

n—00 2_\/37

woraus sich der Konvergenzradius p = 2 — v/3 ergibt.
Alternativer Losungsweg: Wir hatten auch den Limes superior nutzen kénnen: Es gilt

1 1
C+Va - Vay

1 1 1 .
- (<2 VD + 2 \/g)n) fiir alle n, (5)
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wobei fiir alle geraden n sogar |a,| = %((H\I/g)n + (2_\1/5)”> gilt. In diesem Falle

erhalten wir wegen 2 + V3>2-—+3>0 die Abschatzung
1 1 2 1
v i

" 2- Ay "2 Va)

i im »/i. 1 = 1 _ — lim »/2.—1 _ fiir di i
und somit wegen nhjEO Ve mver = o T nhg)lo A fir die Teilfolge
(any ) peny Mit g = 2k

1
23"

Folglich ist 2_1\/3 ein Haufungspunkt von («"/ |an\>n€N. Ist nun a* ein beliebiger Haufungs-
punkt der selben Folge, so existiert eine Teilfolge ( "ﬁ-/\anko mit

T
g, Yol =

keN
=y, o]
@ 1 1 1 1
< lim "f/— + =
koo \[e \(2+V3)%  (2—V3)™ /)  2-3

1

somit ist =73 auch der groBte Haufungspunkt, wir erhalten aus
lim {/la,| :
im ap| =
n—00 2 — Vﬁ§

den Konvergenzradius 2 — v/3.

Aufgabe H99. Ableitung und Integral
Sei o € R ein Parameter und f, die Funktion f,: R — R: ¢+ sin <7r\/(t - a)2> .
(a) Bestimmen Sie f/(t) fiir t # «.
. . . Falt)—fala .
(b) Bestimmen Sie lim % und hmofc’!(t).

t—a—0 - t—a—

2
(c) Sei nun a := 2. Bestimmen Sie fo(t) dt.
1/2

Lésungshinweise hierzu:
(@) Wir machen eine Fallunterscheidung:

t < a: In diesem Falle gilt /(t — «)? = |t — o] = a — ¢, mithin

, d

fit) = T sin (m(a —t)) = —mcos(m(a — t))

t > «a: In diesem Falle gilt \/(t — a)? = |t — o] =t — «, mithin

d
L) = e sin (7(t — «)) = weos(w(t — a))
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(b) Wir berechnen zuerst mit der Stetigkeit von cos
. / o . . . — . _ —_ — _
t_lgrio fi(t) = t—1>1crxl10 meos(m(a — t)) T COS (t_lggioﬂ& t)) 7 cos(0) 7T

Dies konnen wir nun fiir den Grenzwert des Differenzenquotienten nutzen, es gelten

lim ¢t —a =0 und
t—a—0

lim sin <7r (t—a)2) — lim sin(w(a—t)):sin< lim ﬂ(a—t))

t—a—0 t—a—0 t—a—0
=sin(0) =0
Mit I'Hospital erhalten wir daher wegen f,(a) = 0:
" sin (7 (t—oz)2>
fim Jol) ZJal@)
tSa—0 t—a t—a—0 l—«
,,i‘ P cos(m(a — 1)) _ .
t—a—0 1

Alternativer Losungsweg: Alternativ hatten wir auch 2.5.11 nutzen kénnen: f,(t) =
sin(my/(t — «)?) = sin(w|t — ) ist als Verkettung stetiger Funktionen stetig auf jedem
Intervall (5, a] mit beliebigem, aber festem 5 < «. Ferner ist infolge der Existenz des
Grenzwertes

lim sin <7T (t — oz)Q) =..=0

t—a—0

die Funktion f’: (8,a) — R stetig fortsetzbar in die stelle a mit f!(a) = —7, womit
wir fiir den einseitigen Grenzwert

fal) ~ ful0)

t—a—0 t — «

= f(e) ===

Ein Blick in den Beweis offenbart jedoch, dass wir dadurch ebenfalls auf I'Hospital
zuriickgegriffen hatten ...

(c) Nach 3.1.5 gilt:

2
Ot = 2~ £
1/2

:O—sin<;7r) =1

|
~_
I
<
B
A/~
S|
o
|
>
no
—
|
&,
=
S
N
DN | —
|
[\
~_
[N}

- Frischhaltebox

Aufgabe H 100. Quadriken
Bestimmen Sie die Typen folgender Quadriken in R3:
(a) Q:={z e R®| =3z} + 2z} + 2z} + 2z, — 1 = 0}
(b) A:={zeR®| —223 — 22pw3 + a3 + 4z + 223 — 2 = 0}
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Losungshinweise hierzu: Wir schreiben die Quadriken zuerst jeweils in der Form
{xGRS‘ xTAx+2aTa:+c:O}

und stellen die erweiterte Matrix auf.

-3 00 0
(@) Hierist A= 0 2 0],a=[1], c=—1, die erweiterte Matrix lautet
0 0 2 0
-1 0 10
0 -3 00
Aerw = 1 0 20
0 0 0 2

Entwickeln wir die Determinante nach der letzten Zeile, so erhalten wir

-1 0 1
det(Aew) = (—1)*™-2.det [ 0 -3 0] =2-(6—(-3)) =18
1 0 2

Die Matrix ist invertierbar, woraus Rg A = 4 folgt. Analog folgt aus det(A) = —6,
dass Rg A = 3 gilt, somit ist Q eine Mittelpunktsquadrik.

0 0 0 0
(b) Hierist A=10 -2 —1]|,a= (2], ¢c= -2, die erweiterte Matrix lautet
0 -1 1 1
-2 0 2 1
0 0 0 0
Aerw = 2 0 -2 -1
1 0 -1 1
Da die zweite Zeile eine Nullzeile ist und die erste Zeile ein Vielfaches der dritten, folgt
0 0
sofort Rg Aerw < 2. Da ferner die letzen beiden Spalten von A, | =2 | und [ —1
—1 1

linear unahbangig sind — das System —2¢; — ¢y = 0, —c¢1 + ¢o = 0 hat nur die Lésungen
c1 =co =0 —folgt

2= RgA=RgAew =2

also Rg A = Rg Aenw, s liegt eine kegelige Quadrik vor.
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 101. Integration mit Partialbruchzerlegung

(a) Schreiben Sie p(z) = z® + 1 als Produkt von Faktoren vom Grad 1 und Grad 2 ohne
reelle Nullstellen.

(b) Bestimmen Sie/

4

e dx mit Hilfe einer Partialbruchzerlegung.

Lésungshinweise hierzu:

(a) Nachdem wir durch Raten die Nullstelle x = 1 gefunden haben, erhalten wir durch
Polynomdivision die Darstellung

p(r) = (@ +1)(@" -z +1).

Wegen (—1)2 —4-1-1 = -3 < 0 hat 2?2 — 2 + 1 keine reellen Nullstellen, somit
entspricht dies der gewiinschten Darstellung.

(b) Durch Polynomdivision (z%): (2 + 1) erhalten wir zunichst die Darstellung

x x
—
3+ 1 3+ 1
Der Ansatz
T A Bx 4+ C

x4+ 1 :x+1+$2—x—|—1
liefert nach Multiplikation von (z® + 1) = (z + 1)(2? —z + 1)

r=Ar>—Ar+ A+ Bz?*+ Bx + Cx + C,

was mittels Koeffizientenvergleich auf das Gleichungssystem

1 10 A 0
-1 11 Bl=1]1
1 01 C 0
fiihrt. Wir berechnen
[ 1 1 0 0 7
-1 1 1 1
10 1 0 |
1 -1 0 7
Z2+le 0 2 1 1
Z3—le L 0 —1 1 0 |
Zl—ZQZ i 1 0 1 0 i
ZQ+2232 0 0 3 1
~Zs: | 0 1 1] 0 |
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1 0 1 0
ZQ < Z3 : 0 1 —1 0
Z3 <> ZQ 0 0 3 1
und erhalten somit C' = % B = %,A = —% und somit die Darstellung
T n 1 1 1 z+1
—_— = —_ —_ — .
23+ 1 3 z+1 3 a22—x+1’
womit wir mit 3.4.9 und A =12 — # =3
x? 1 1 1 r+1
dr = - - —d
/x3—|—1 v /$+3 s+1 3 aZ—az+1
/ N 1 1 1 20 — 1 L 3 d
_= xr —_ —_—- = . T
3 z+1 6 \22—2+1 22—2+1
2 1 1 1 r—1
= {%4—5111(\3:—1—1\)— n(|z* —z+1]) - 3 \/_arctan (ﬁ)}
2 1 1 2¢ — 1
=|—+-ln(lz+1))—=ln(z2—2+1 ——arctan( >]
5+ g1 - gin )~ o
erhalten.
Bemerkung: In diesem Falle ist das Weglassen der Betragsstriche beim 3. Summanden

zuldssig: Da h: R — R: x +— 22 — 2 +1 stetig ist, gilt entweder h(x) > 0 fiir alle 2 € R oder

h(z) < 0 fiir alle z € R oder es existiert wenigstens ein x € R mit h(z)

= 0 (Konsequenz

des Nullstellensatzes von Bolzano). Wie bereits festgestellt, kann h(z) = 0 fiir kein reelles
gelten, und wir kénnen aus h(1) =1 > 0 somit h(z) > 0 fiir alle x € R folgern, insbesondere
ist ‘xz—x+1} =z? -z +1 firalle z € R,

Aufgabe H 102.
Berechnen Sie die folgenden Integrale:

Loésungshinweise hierzu:
(a) Mit der Substitution t(x) =1 — sm(;z:)

—t/

cos
/\/1—8111 t

Partielle Integration und Substitution

(c) jsm(\/_) dz

(d) / arcsin () dz

(und somit t'(x) = — cos(x)) erhalten wir

/—dt ] [2 l—sin(x)}.

Nach Einsetzen der Grenzen erhalten wir:

s

_cos(z)

\/1 — sin(z

= [—2 1-— sin(x)] ,

™

2T
4
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Alternativer Losungsweg:
Wir berechnen mittels der Substitution ¢(z) = 1 — sin(z)

da::

/ cos(x V(2 dx:/t(ﬂ) b dt
/1 —sin(z J Vt(x) t(37) Vit

[ 2[} :—zf— —2“1—?

=\/4-2V2 -2

(b) Zuerst schreiben wir cos3( ) als (cos(x))® cos(z), woraus wir mit Hilfe der Identitit
(cos(z))® = 1 — (sin(z))® und der Substitution u(z) := sin(z)

\S

/ (cos(z))* dz = / (cos(z))? cos(z) dz = / cos(z) — (sin(z))? cos(z) dz
:/m@mF/Mm?w@m
:@mm—/ﬁm
:bm@ﬂ—[%ﬂzzkm@)—%@mm»ﬂ

erhalten. Einsetzen der Grenzen liefert daher

us

lﬂm@fm_km@—(m@ﬂ

0
1y = 2
=(1-2)-0=2
(1-3)-0-3

(c) Mit der Substitution ¢(z) = /z -(und somit #'(z) = —=) im ersten Schritt und
partieller Integration im zweiten Schritt erhalten wir

0

2

/O” sin (vz) da = /0%% Zsin (V) de

w2 t(7r2)
2% ﬂ@ﬂ@ﬁm@@»dm:Q/‘ Esin(t) dt

£(0)
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= 2[—tcos(t)]y — 2 /ﬂ —cos(t) dt
= 2m + 2 [sin(t)]; = 27

(d) Durch partielle Integration (3.2.2 mit f(z) = = und g(x) = arcsin(z)) und anschlie-
Bender Substitution (p(x) =1 — z?)) erhalten wir

. . x : 1 ¢'(x)
arcsin(z) dxr = [z arcsin(z)| — dx = [z arcsin(z)| + / — dx
| sesinge) dr = francsinge)] — [ <t = ravesinGa) + [ 5 F2
11
= [z arcsin(z)] + /57 dy = [rarcsin(z)] + [\/¢]
= [x arcsin(x) + V1 — ZL‘2} :
Aufgabe H 103. Integration durch Substitution
In(3) 9 sinh
(a) Bestimmen Sie / sm—(:):) dz mittels Substitution.
o 1+ (sinh(x))?
5 2sinh(l
(b) Bestimmen Sie / = (n(z)) dz unter Verwendung von (a).
1 @+ z(sinh(In(x)))?
Loésungshinweise hierzu:
(a) Es gilt nach 3.3.1 und 2.2.12
/ ZSiflh<I) dp = / 2sinh(x) e
1 + (sinh(z))? (cosh(x))?
u(x) —cosh( ), u —smh( )
B _2
= |1
woraus wir
In(3) QSll’lh(l’) 92 cosh(In(3)) 9 9
/ g dr=|—— = —7 + 3
o 1+ (sinh(z)) U cosh(0) 5 (e e @) 5 (e0 +¢%)
4 12 4
- +2=—-T"142=
3+3 10 5

erhalten.
(b) Fiir die Substitution u(z) := In () gilt u/(x) = <, womit wir nach 3.3.3 und unseren
Rechnungen in (a)

®  2sinh(In(z)) [ 2sinh(u(z)) ) da
/1 x + x(sinh(In(x)))? de _/1 1+ (sinh(u(z)))? (z) d

u@) 94

_ / su.rlh(u) du
way 1+ (sinh(w))
I

/n(3) 2sinh(u) 4
= ————du=-
0 1 + (sinh(u))? 5

erhalten.
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(c) Es gilt:

1 1 1
sinh(In(z)) = 5 (eln(m) - e_ln(””)) =5 (m — —)

Wir erhalten somit
3 inh(1 3 1 3 1 2 1

/ 2sinh(In(x)) dez/ (z—2) 2dx:/ : (2 1> 4
1 @+ z(sinh(In(x))) 1 z+a(3(z—2)) otz (E -1+ )

3 2 3 2
-1 4(22 -1
:/ v dx:/de
p a1zl L at 422241

woraus wir

3 2 3 :
/ r*—1 dp — 1/ 2sinh(In(z)) dp — 1
1 ( ! 5

x? 4+ 1)2 4 J; x4+ z(sinh(In(z)))?
erhalten.

Aufgabe H 104. Unbestimmte Integrale

Bestimmen Sie
(a) / Lo dt (b) / (sin(z))® d

Lésungshinweise hierzu:
(a) Es gilt wegen t* = (¢2)% und t* = 0 fiir t € R.

/ 1+t6 \/—
x(t) =13, — 2/(t) = 3¢t
57'(t)

\/7 4331 %/ LI
1 + x(t \/1 "‘372
= {% arsinh(:v(t))} = {% arsinh (tg)}

(b) Es gilt mit dem Satz des Pythagoras

/(sin(x))2 d:t:3'%2[sin(:c (— cos(x /cos (—cos(z)) da
= [sin(z) (— cos(x))] +

= [sin(x) (— cos(x))] + / 1 — (sin(x))” de,
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woraus wir
2 [ Gsn(e))? do = fsino) (- cos(a))] + [ 1 d
mithin
/ (sin(x))* dz = Bx _ %sin(x) cos(a:)}
erhalten.

Frischhaltebox

Aufgabe H 105.

o
. . (—=1)"
Untersuchen Sie die Reihe auf Konvergenz.
nz:; dn+2(1+(—1)m) &
Losungshinweise hierzu: Sei a, := %. Die Folge (ozn)nENO genligt folgenden
Kriterien:
e Sie ist alternierend: Fiir gerades n gilt a, = 4n+2((i)(i1)n) = 4n+21(1+1) = 4(n1+1) >0,
fiir ungerades n hingegen gilt a,, = % = —t <0.

e Die Folge (|a,|)

nen, ISt monoton: Fir n 2 0 gilt wegen 0 < 1+ (—1)F < 2 fiir
beliebiges k € Z

1 1
@] = An+1) 421+ (=) = dn+4
1 1
= = = |an|
dn+2-2 7 dn+2(1+(—-1)")

A

e Sie ist eine Nullfolge: Fir n > 0 gilt 0 < |a,| = m < = "22°0, somit folgt
die Behauptung aus einem Sandwich-Argument.

Die Reihe konvergiert daher nach dem Leibnizkriterium.

info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel / Seite 48



Z. Askarpour, T. Conde,
T. Holicki, G. Kemlin, 22. Gruppeniibung zur Vorlesung

R. Schmahl, D. Wittwar, Hohere Mathematik 2
D. Zimmermann

M. Kiinzer

Sommersemester 2023

Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 106. Majoranten- und Grenzwertkriterium
Untersuchen Sie, ob die folgenden Integrale konvergieren.

(a) /Ommdx (b) /joo%dx
©) /:Ooﬁdx (d) /Ogcoiﬂdx

Lsungshinweise hierzu: Uber die Konvergenz fiir (a),(b),(c) kénnen wir mit Hilfe von Satz
3.7.5, fiir (d) mit Hilfe von Satz 3.7.11, entscheiden.

(a) Fiir 2 0 gilt 1+ 2% 21 und daher 0 £ f(z) < g(x) fiir g(x) = 75z Ferner gilt

Y

?}H& i g(x)dx = ylggo larctan(z)]f = ylg]{f)lo arctan(y) = g

Da somit [, g(z)da konvergiert, konvergiert auch [,"* m dx.

(b) Wir betrachten g(z) = \/Li Dann gilt wegen —1 = cos(z) £ 1 die Ungleichung
f(z) = g(xz) =2 0. In Beispiel 3.7.8 Wir haben gesehen, dass / g(x)dx divergiert,
1

400 2
und wegen f(x) = g(z) divergiert / cos(z) +2 dz ebenfalls.
| Vi
(c) Wir betrachten g(z) = —i—, dann gilt fir + = 1 wegen z < 2?
1 1
= < <
o) = s S <o < J(0)
+00 +o00o
GemaB Beispiel 3.7.8 divergiert / g(x)dz, daher auch f(z)dx.
1 1
(d) Fir g(z) = < gilt:
/() =

lim ——= = lim —%— lim cos(z)=1>0
z—0+0 g(x) z=0+0 = @040

us

Da /2 g(z) dz divergiert (es gilt lim f% 1dz = lim In (%) —In(a) = co) diver-
0

10 a—04+07¢ a—0+0

giert nach 3.7.11 auch ’ f(z)dz.
0+0
Aufgabe H 107. Uneigentliche Integrale |

4 1 t 27 ) "
Bestimmen Sie / o . C.OS( ) dt und / T c.os( )
m (sin(?))? - (sin(t))?

Njw
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Losungshinweise hierzu: Wir berechnen zunichst eine Stammfunktion von T - (Sclfls((t;))Q
mittels der Substitution x(t) := Sinl(t), fir welche 2/(t) = (Sclfls(g))z gilt:
1 cos(t)
sin(¢) o — =~ 7 dt = I(t) (= t dt
[t S [0 (o)
=— /ex dz = [—€*] = [—eﬁl(f)}
Fir = € (m,27) gilt sin(z) # 0, womit die Funktion (7,27) — R: t — e - (Scl‘;s(g))Q nach

Satz 1.12.4 (3,4) stetig ist. Insbesondere existiert auf jedem Teilintervall [cv, 5] & (7, 27) das

Int |/5 w0 g lim sin(a) = 0 sowie sin(a) < 0 gilt

ntegra esin(t) « ———— . egen 1m Ssim(o) = Ssowlie Sinf(« |

A (sin(1))? S oo ¢
lim —~ = —oo fiir a € (7, 27) und somit:

a—7+0 sin(a)

, LA cos(t) , IR L . a1
lim esn@® . ——=dt = lim [—esi"m} = lim —e=T + e
a—=m+0 [, (sm(t))2 a—1+0 a a—1+0
= lim —e ' +e'=—e"

U——0o0

Insbesondere existiert der Grenzwert und nach Definition 3.7.1 gilt

- t
/ esinl(t) . &() dt — _e_l
. (sin(?))?

Analog erhalten wir mit  lim -2~
B—27—0 Sin(F)

27 B
cos(t cos(t s
/ esinl(t) . # dt — llm esinl(t) . 4 dt — 11m |:_e sinl(t):|

= —0Q

S (sin(t))? om0 Js, (sin(t))? Pl 5
e
B—27—0 U——00

Wir erhalten somit

2 3r 27
/‘w@jgﬂL@:/2w@_2ﬂL@+/egwjﬁﬂdt
™ s é

sin(t))?

Aufgabe H 108. Integration und Potenzreihen
Gegeben seien die Funktionen f,g,h: (—1,1) — R wie folgt:

Fls) =3 kik— 1), o) = [ s b = [ attat

(a) Bestimmen Sie g(s) als Potenzreihe. (b) Bestimmen Sie h(s) als Potenzreihe.

(c) Finden Sie eine geschlossene Darstellung  (d) Finden Sie geschlossene Darstellungen

fiir h(s). fiir g(s) und f(s).
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Lésungshinweise hierzu:
(a) Wir nutzen Satz 3.8.4 und berechnen

k-1 0)F—2+L = k—1
/f (_1>( st

(b) Wir nutzen erneut Satz 3.8.4:

(e} o0 1
h(S):ZSk:ZSk—S2—Sl—1:1 —st—s5—1
k=3 k=0 — s
(d) GemaB dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung miissen wir nur ableiten:
(s) =h'(s) = ! 25 —1
e (1P
2

f(S) :g/(S) = (1 —8)3 —2

Aufgabe H 109. Uneigentliche Integrale Il
Bestimmen Sie, falls moglich, die folgenden uneigentlichen Integrale:

2 +o0o
32
1 2 —_—
(a) /(n(B:U)) dz (b) / (7 — 17 dz
0 1
Loésungshinweise hierzu:
(a) Wir nutzen mehrmals Integration, [ ¢'(z)f(z)dx = — [g(x)f(z)dz, mit
g(x) =

/(ln(Bx))2 dz = [z - (1n(3x))2} — /x -2In(3x) - 3% dz = [z - (ln(3x))2} - /2111(330) dz
~ [z (In(32))?"] - ([2:5 In(32)] — / 2 édx)
= [z (In(3z))* — 2z In(3z) + 2z] ,

wobei wir die Betragsstriche im Logarithmus nicht benétigen, da wir uns fiir die Stamm-
funktion im Intervall (0,2) interessieren, insbesondere also |3x| = 3z gilt. Entsprechend
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(b)

erhalten wir
2 2
2 T 2 T ) 2 2
/(ln(Bw)) dr = al_%r}ro (In(3z))* dz = al—lg}ro [z - (In(3z))" — 221n(3x) + 22]
0 o
f— 1 . 2 —_— —_— . 2 —_—
= al_l}%r_l'_OQ (In(6))” — 4In(6) + 4 — (11&3@))/ 20412(3@2—1— 20
—0 —0 —0

=4+ 2(In(6))* — 41n(6),

a—0+0 —0+

erhalten. Den Grenzwert lignooz - (In(3c))? erhalten wir hierbei auf analoge Weise, in
a—0+

dem wir Beispiel 2.6.8 erweiteren: Fiir p > 0 gilt:

wobei wir den Grenzwert lim 2aIn(3a) "=° ﬁlimoéﬂln(ﬁ) = 0 aus Beispiel 2.5.8

In(z) =" !
lim zPIn(z) = lim (z) lim ——
2—0+0 2—0+0 7P 2—0+0 —pr—P~1

Durch Wahl von p = %

und B := 3« folgt:

lim aln(3a) = agror}ro %\/Eln(ﬂ) =0

a—0+4+0

und entsprechend

lim o-(In(3a))® = lim (Va- ln(3a))2 =0

a—0+0 a—0+0

Wir faktorisieren zundchst den Nenner in lineare und quadratische Terme ohne reelle
Nullstellen:

(2% =4 = ((z = 2)(z +2))" = (z — 2)" (x +2)°

Nun machen wir eine Partialbruchzerlegung:
Der Ansat i A + = + ¢ + = fihrt auf
er Ansatz = iihrt au
(x—22(x+2)?2 242 (x+2)? z-2 (r—2)?

32=A(x+2)(x —2)?+ B(x —2)* + C(z — 2)(x +2)* + D(x + 2)*
= (Az + 2A + B)(2® — 42 +4) + (Cx — 2C + D)(2* + 4x + 4)
= (A+C)2* 4+ (—2A+B+2C + D)a? —4(A+ B+ C — D)z +4(2A+ B —2C + D)

was auf das Gleichungssystem

1 01 0\ (A 0
21 2 1|[B]| |o
1 1 1 —1||c]| " |o
2 1 -2 1) \D 8
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fihrt. Wir nutzen GauB:

[ 1 0 1 010
-2 1 2 110
1 1 1 =110
2 1 =2 1 |8
[ 1 0 1 0 0
Zg+2Zli 0 1 4 1 0
L3 — 2 - 0 1 0 -1 0
Z4—2Z12 0 1 —4 1 8 ]
B! 0 1 0 0
0 1 4 1 0
Z3 —ZQZ 0 0 —4 =2 0
Zi—Zy: | 0 0 =8 0| 8
Zi+1/8Z,: [ 1 0 0 0| 17
Zy+1/2Z54+1/4Zy: | 0 1 0 0 | 2
Zs—1/2Zy: | 0 0 0 —2| —4
~1/8%Z, : 0 0 1 0| -1
[ 1 0 0 0 1]
0 1 0 0 2
Zats —Zy: | O 0 1 0 | -1
Ty —1/2Z5: | 0 0 0 1| 2 |

Beriicksichtigen wir erneut, dass im betrachteten Intervall (4, c0) die Identitdten |z — 2| =
x —2 und |x + 2| = x + 2 gelten, erhalten wir hieraus:

/ 32 q / 1 n 2 1 n 2 d
——dr = - x
(22 — 4)° ’ r+2 (v+2)?2 -2 (r—2)?

:me+m—;%§—m@—m— 2}

r—2
T+ 2 2 2
= |In — —
r—2 r+2 x-—2
mithin

o 32 . T+ 2 2 2 "
/ —2dm:hm |:1Il< )— — }
4 (22 —4) r—00 r—2 r+2 x-2],

2 2 2 1
—lmn (2 - - —|In(3) — - —1
T—00 r—2 T—|—2 r—2 3
N PR S N

=2 -h()
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1+2
r—2

wobei wir fiir den ersten Summanden lim 2 = lim —3
7—00 7—00 1_?

= 1 und die Stetigkeit des
Logarithmus ausgenutzt haben.

p Frischhaltebox \

Aufgabe H 110.

8 1 —4
1
Sei £ C R? die Spiegelebene der Spiegelung ¢: R®* — R*: z — 9 1 8 4 |u=.
—4 4 -7
Schreiben Sie £
(a) als Aufspann. (b) in Hessescher Normalform.
\_ J

Lésungshinweise hierzu:

(a) Die Ebene besteht aus den Fixpunkten der Spiegelung, wir bestimmen also den Losungs-
raum der Fixpunktgleichung (A—E3)v = 0 liber das dquivalente System (9A—9E3)v =

0:
[ -1 1 —4 0
1 -1 4 0
| -4 4 -161 O
—z,- 1 =1 4]0
Z2+Zl . O O 0 O
23—4212 | 0 0 0 0
Woraus wir
—4 0
E=L 0],[4
1 1

(b) Einen orthogonal zur Spiegelebene stehenden Vektor v erhalten wir iiber das Kreuzpro-
dukt der aufspannenden Vektoren:

—4 0 —4
v=| 0 | x[|4] = 4
1 1 —16
Normierung ergibt:
—4 —4 1
1 1 1

4 |=— =—— | 1
ol VI6+16+256 | 14 AWTHTHI6 \ _i4 3v2 \ _y

Da wegen 0 € E der Abstand der Ebene zum Ursprung ebenfalls 0 und die Orientierung

des Normalenvektors n = ﬁ in diesem Falle damit irrelevant ist, erhalten wir schlieBlich

1 1 4
T — —=Ty+ —=13=0, .
32 32 0 32 }
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Alternativer Losungsweg:
Wir nutzen aus, dass die senkrecht zur Spiegelebene stehenden Vektoren genau die

8 1 —4
Eigenvektoren der Matrix A := % 1 8 4 | zum Eigenwert —1 (oder der Null-
—4 4 -7

vektor) sind: Da A eine Spiegelung beschreibt sind die Eigenwerte 1 (doppelt) und —1,
da A symmetrisch ist, ist A ferner orthogonal diagonalisierbar. Somit sind die Vektoren
des Eigenraumes V' (—1) orthogonal zu denen des Eigenraumes V(—1). Wir berechnen
letzteren, indem wir eine nicht-triviale Losung des Gleichungssystems Av = —v bzw.
des dquivalenten Systems (9A + 9E;)v = 0 bestimmen:

17 1 =41 0
1 17 4
-4 4 2 0

jen)

17 1 —41 0

172y — Zy : 0 288 72 O
1775 +4Z,: | 0 72 18| 0 |
[ 17 1 -4 0 ]
%ZQ : 0 4 1 0
Zg - A—ILZQ . | 0 0 0 0 ]
4 . T
L2 —LZ,: [ 4 0 =1 0
0o 4 1 0

womit wir als einen Eigenvektor zum Eigenwert 1

erhalten. Da 0 € FE, ist der Abstand der Ebene zum Ursprung ebenfalls 0 und die

Orientierung des Normalenvektors n = % damit irrelevant, wir erhalten mit |w| =

o]
VIFI116=23V2

1 1 4
Ty — —F=Ty+ —=x3 =0, .
32 3v2 0 32 }

E:{xeR3
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Z. Askarpour, T. Conde,
T. Holicki, G. Kemlin, 23. Gruppeniibung zur Vorlesung

R. Schmahl, D. Wittwar, Hohere Mathematik 2
D. Zimmermann

M. Kiinzer

Sommersemester 2023

Lésungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 111. Topologie
Wir betrachten die Menge

M={(E)eR| -1<2<1, —f(x) <y < flo)},

wobei f(z) = (1+z)(1 —x).
(a) Skizzieren Sie die Menge M .
(b) Bestimmen Sie M und M° und OM .
(c) Untersuchen Sie, ob M beschrankt ist.
(d) Untersuchen Sie, ob M kompakt ist.

Losungshinweise hierzu:

(a)

o
k

(b) Wir haben
M={(;)eR| —152<1, —fla) Sy< f(x) }.
Desweiteren ist
Me={(})eR| —1<z<l, —f(x)<y<flz)}.

(c) Fiir alle (z) € M gilt ly| < f(x) £ 1 und || £ 1, und wir haben also |z|? + |y|*> < 2.
Also, M € U ;(0) und folglich ist M beschrankt.

(d) Da M in M echt enthalten ist, ist M nicht abgeschlossen. Also ist M nicht kompakt.
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Aufgabe H 112. Integral-Vergleichskriterium

Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz, indem Sie das Integral-Vergleichskriterium
anwenden:

(a) Z lnrgb) 1

(b) nZ:E) nIn(n) In(In(n))

Lésungshinweise hierzu:
(a) Wir betrachten die Funktion

In(x)

f:[3,00) 2 R:z— o

Diese Funktion ist positiv, und ist monoton fallend weil

1 —2In(x)
Also konnen wir das Integral-Vergleichskriterium anwenden. Wir berechnen
+C>Ol 1 1 B
/ n(z) dr = lim [—M} < 00,
3

2 B—r+o00 z 3

also konvergiert das Integral und damit auch die Reihe.
(b) Wir betrachten die Funktion

1
zln(x) In(ln(z))’

f:[5,00) 2 R:z—

Diese Funktion ist positiv, und ist monoton fallend weil z +— 2 In(z) In(In(z)) monoton
steigend ist. Also kénnen wir das Integral-Vergleichskriterium anwenden. Wir berechnen,
mit © = In(In(z)) und du = dz/(zIn(z)),

/+oo 1 4 /+oo 1 1
T = —du,
5 zIn(z) In(In(z)) In(In(5)) U

also divergiert das Integral und damit auch die Reihe.
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Aufgabe H 113. Funktion in mehreren Variablen |
2
Gegeben ist die Funktion f: R~ {())} — R: (z) — zg_t; :
(a) Skizzieren Sie die Niveaulinien N; von f fir t = 0 und t = 1 in ein gemeinsames
Koordinatensystem.

b) Finden Sie eine Folge (a,)nen in R? mit lim a, = 9 und lim flay,) =1
0

n—oo n—oo

(c) Finden Sie eine Folge (b,)nen in R? mit lim b, = (8) und lim f(b,) = —%
n—oo

n—oo

(d) Kann f in (8) stetig fortgesetzt werden?

Lésungshinweise hierzu:
(a) Wir bestimmen zunichst die Niveaulinien, indem wir die Funktion mit dem entsprechen-

den Niveau gleichstzen. Fiir das Niveau ¢t = 0 erhalten wir
zy +y°
£L‘2 + y2

=0 oyt =ylr+y) =0

und somit Ny = {(Z) eR2{())} ‘ y=0 oder y= —x}. Fiir das Niveau t = 1
erhalten wir dhnlich

Ty + y?
—x?;qL?yJ? :1<:)a:y—|—y2:x2+y2<:>xy—x2:()<:>x(y—x)20

und somit N; = {(f,) cR?\ {(8)}‘ r =0 oder y:a;}.
# 3 ?\/'

(b) Wir machen uns Aufgabenteil (@) zunutze, indem wir eine Folge finden, fiir welche jedes
Folgenglied auf der Niveaulinie N; liegt. Dies ist zum Beispeil fiir die Folge (a,,)nen mit
ap = (1(/)n) erfillt.

(c) Wir néhern uns dem Ursprung entlang einer Ursprungsgeraden, d.h. wir machen den

Ansatz b, = (/1\%) fiir ein A € R. Setzen wir dies in f ein, so erhalten wir

f(b)_)‘n_12+)‘2#_/\+>‘zi 1
YLl o 1+x 5
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Durchmultiplizieren mit dem Nenner liefert

)\+)\2:—é—%)\2©6)\2+5)\+1:0

was zu den Losungen A\ = —3 und A = —1 fiihrt. Somit ist durch b, = (

Folge mit den gewiinschten Eigenschaften gegeben.

1/n
—1/2n

) eine
(d) Mit (b) und (c) kann f nicht stetig in (J) fortgesetzt werden, da ansonsten jede

gegen () konvergente Folge den gleichen Grenzwert liefern miisste, wenn f auf dieser
ausgewertet wird.

Aufgabe H 114. Funktion in mehreren Variablen Il

2%+ 2z

Dabei sei D die Menge aller Elemente von R?, fiir welche der Funktionsterm definiert ist.
(a) Bestimmen Sie D.

(b) Skizzieren Sie die Niveaulinie zum Niveau t = 1 fiir (Z) im Bereich [—3,1] x [0,2].

Gegeben ist die Funktion f: D — R: (z) >

(c) Finden Sie eine Folge (a,)ney in R? mit lim a, = ((1]) und lim f(a,) =0.
n—oo n—oo

(d) Finden Sie eine Folge (b,)nen in R? mit lim b, = (0) und lim f(b,) =1.

n—oo 1

Loésungshinweise hierzu:
(a) Esist D= { (1) € R y £1}.
(b) Gleichsetzen des Funktionsausdrucks mit dem Niveau ¢ = 1 liefert
22 + 2
y—1

=ler+2r=y—1losy=r"+2r+1=(z+1)>

Es handelt sich also um eine Parabel mit Scheitelpunkt (Bl):

(c) Da der Zahler nur von z abhingt konnen wir eine Folge wahlen, fiir welche dieser stets

0 ist und welche gegen ([1)) konvergiert. Dies ist zum Beispiel fiir a,, = ( 0 ) erfiillt,

1+1/n
denn

fiir jedes n € N und folglich auch lim f(a,) = 0.
n—oo
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(d) Wir benutzen (b) und n3hern uns dem Punkt () auf der Niveaulinie zum Niveau ¢ = 1.

1/n

Als Folge wahlen wir (b,),eny mit b, = ((1+1/n)2

). Diese liegt auf der Niveaulinie und

somit gilt f(b,) =1 fiir alle n € N und somit insbesondere auch lim f(b,) = 1.
n—oo

Frischhaltebox

Vs

Aufgabe H 115.

2

Gegeben sei die Folge (a,)neny mit a, := # und Grenzwert a. Bestimmen Sie die kleinste

2
n
natiirliche Zahl ng € N, fiir welche |a,, — a| < 107* ist fiir n = ng.

Loésungshinweise hierzu: Es ist

n? n? 1

:1+n2_n2(1+i) 14+ 25

Qp

und somit @ = 1, da der Nenner gegen 1 strebt fiir n — oo. Wir betrachten nun die Differenz

n? 1
la, —al = —1| = :
1+ n? 1+ n?
Da (ﬁ)neN monoton fallend ist, reicht es das ny zu bestimmen, fiir welches erstmals gilt:
<1074
1+nd
Auflésen nach ng fiihrt zu
n2 >10* — 1.

Die erste natiirliche Zahl, welche diese Ungleichung erfiillt ist somit ny = 100 = 102.
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T. Holicki, G. Kemlin, 24. Gruppeniibung zur Vorlesung M. Ki
b . . . . Aunzer
R. Schmahl, D. Wittwar, Hohere Mathematik 2

D. Zimmermann

Sommersemester 2023

Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 116. Gradient und Hessematrix
Gegeben sind die Abbildung f : R* — R durch

f(‘rh X2, CL’3) - eSin(le""mQxS)

Y

der Punkt P = (m,m,—3)" und der Vektor v = (m,0, —m)". Bestimmen Sie:

(@) grad f(z1,29,23) (b)) Ouf(P)  (c) Hf(wy,29,25) (d) Hf(P) .

Lésungshinweise hierzu:
(a) Esist

2
grad f(xy, z9, x3) = cos(2zy + xgxg)esm(hl”?m) T3

T2

(b) Mit (a) und Satz 4.3.12. erhalten wir
3T in( 3 2 T
Oy f(P) = grad f(P) e v = cos (—) ein() —1/2)« 0 | =0.

(c) Esist

) 4 2x3 2x2
Hf (1, 29, 23) = eSin(2r1t+w2x3) (Cos(2x1 + 19w3)* — sin(2z; + xgxg)) (ng 2 ccza::s)

. 2
2x2 T2T3 T

. 0 0 0
-+ eSIH(2x1+x2x3) 0 0 cos(2z1+x23) .
0 cos(2z1+x2x3) 0

(d) Mit (c) folgt

Aufgabe H117. Niveaumengen

Gegeben ist die Funktion f:R? — R: (z) = oY (42 4 y® — 9).
(a) Bestimmen Sie grad f (7).

(b) Bestimmen Sie ein v € R? mit |v| =1 so, dass 0,f(}) = 0.

(c) Skizzieren Sie die Niveaumenge Nj der Funktion f zum Niveau ¢ = 0.

(d) Skizzieren Sie die Menge M := { (%) | grad f(i) = (8)} und bestimmen Sie Ny NM.

T
Y
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Lésungshinweise hierzu:
(a) Esist
2, .2
erad f A 2x(4z® +y* —b)

Y —2y(4x? 4+ y? — 10)

(b) Nach Satz 4.3.12 gilt
2 2
(9vf<1> = grad f <1> o V.

gradf(i) =¢d <_4§4>

Eine mogliche Wahl fiir v ist somit gegeben durch

Wir bestimmen zunichst

1 S0\ 1 14\ 1(7
V= ——¢€ = — = — .
e31/482% 4 142 48 50 \ 48 25\ 24
(c) Aus der Bedingung f(z) = 0 erhalten wir die Gleichung

4+ -9 =0,

da ¢~ > 0 fiir alle (;) € R*. Somit ist A, ein Ellipse mit Halbachsenlangen h, = 3
und h, = 3:

p 3 \

11

(d) Aus der Bedingung grad f(z) = (8) erhalten wir dhnlich zu (b) das folgende nichtlineare
Gleichungssystem

2z (4a* +y*> —5) = 0 1)

—2y(42”® + y* — 10) = 0. (I1)
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Aus Gleichung () erhalten wir zwei Félle.
Fall 1 (x = 0): Einsetzen in ([I)) fiihrt auf die Gleichung

—2y(y* —10) =0

und wir erhalten somit drei Punkte:

0 0 0
Fall 2 (422 =5 — y?): Einsetzen in ([I)) fiihrt auf die Gleichung

—2y(5 —y* —y* — 10) = 10y = 0.
Foglich ist ¥y = 0 und aus 422 = 5 — 3> = 5 erhalten wir somit zwei weitere Punkte

A=) moneA()

Einsetzen der insgesamt 5 Punkte in [ liefert
f(P)=-9#0
f(P) = f(Py) =e™' #0
f(Py) = f(P5) = ~det #0
und folglich ist N\yNn M = 0.

{
b
.

Aufgabe H 118. Hessematrizen von Polynome

Entscheiden Sie, welche der folgenden Matrizen als Hessematrix eines Polynoms
p: R? = R: (§) — p(z,y) vom Grad < 3 vorkommen kénnen und geben Sie im
positiven Fall ein solches Polynom an:

@ (L)) o (57 oY
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Lésungshinweise hierzu: Jedes Polynom p: R? — R: (§) — p(z,y) vom Grad < 3 lisst
sich schreiben als

p(x,y) = a12® + e’y + azzy® + auy’® + B12° + Bowy + Bsy® + nx + Y2y + 0.

mit Koeffizienten ay,..., a4, 51, ., B3,71,72,0 € R. Berechnen wir fiir diesen allgemeinen
Ansatz die Hessematrix, so erhalten wir

(617 + 200y + 261 2001 + 203y + B
Hp(z,y) = ( 2000 + 203y + B 2a3w + 6oy + 233 (+)

(a) Die Matrix ( L

0 . . . .
1 1) kann nicht als Hessematrix auftreten, da sie nicht symmetrisch

ist.

0 -2 o
9 1 kann als Hessematrix eines Polynoms auftreten. Unter Verwen-
dung () ist ein mogliches Polynom gegeben durch

(b) Die Matrix

1
p(x,y) = —2zy + §y2~

(c) Die Matrix Z kann als Hessematrix eines Polynoms auftreten. Wir verwenden

erneut () und erhalten als eine Moglichkeit

1 1
ple,y) = go’ + Sey’”
Aufgabe H 119. Richtungsableitung
Gegeben ist die Funktion f: R? = R: (g) 20y —y? + 1.
(a) Skizzieren Sie den Graphen I'(f) auf dem Rand des Quadrats [0, 1] x [0, 1].

(b) Skizzieren Sie den Schnitt des Graphen I'(f) mit der Ebene F: x —y =0
far (7) € [0,1] x [0,1].

(c) Berechnen Sie die Richtungsableitung &,f(}g) in die Richtung v = \%(})

(d) Erginzen Sie lhre Skizze aus (b) um die Tangente in Richtung v am Punkt (3, 3, f(3, %))T
und ermitteln Sie ihre Steigung graphisch unter Verwendung eines Steigungsdreiecks.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Eingeschrankt auf den Rand des Quadrats reduziert sich f(;) auf Parabelstiicke in y
fir x € {0,1} oder auf Geradenstiicke fir y € {0,1}:
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(b) Wir skizzieren den Schnitt zunichst dreidimensional

4 Sf\ (X‘\SX

und anschlieBend eine zweidimensionale Projektion auf die Ebene E'. Diese Darstellung
ist im Hinblick auf Aufgabenteil (d) hilfreich. Es muss aber darauf geachtet werden,
dass wir uns nun in der Ebene E : x = y befinden und die Skalierung der Achsen
entsprechend angepasst werden muss. Die untere Achse entspricht dabei der Geraden
parametrisiert durch g : R — R?: ¢t — (!).
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(c) Wir wollen Satz 4.3.12 anwenden und berechnen zunichst den Gradienten

T\ 2y
grad f (y) a (293 — 2y)’

Fiir die Richtungsableitung erhalten wir demnach

1/2 1/2 1 1 /1 1
- d (] - o —— = —.
t(ia) =5/ )= o) () = 3
(d) Auch hier erweitern wir zuerst ein die dreidimensionale Skizze. Die Tangente ist in griin

erganzt. Wir entnehmen unserer Skizze eine Steigung von \/Li in Richtung v und somit

erhalten somit auch zeichnerisch 8Uf(1g) = \%

» JVKXIB—\

Projiziert auf die Ebene E ist das Steigungsdreieck leichter einzuzeichnen und wir ent-
nehmen auch hier eine Steigung \% und folglich die Richtungsableitung @,f(%g) = 2

=L
)
V' 3

74

- Frischhaltebox \

Aufgabe H 120.
Gegeben ist die Funktion f: R — R: z + xe”.
(a) Bestimmen Sie die n-te Ableitung £ (z) fiir alle n > 0.

(b) Bestimmen Sie die Taylorreihe T'(f,,0) von f um den Entwicklungspunkt 0.
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Lésungshinweise hierzu:

(a) Wir berechnen zunéchst ein paar Ableitungen, um eine Gespiir fiir eine allgemeinere
Darstellung zu entwickeln:

fOx) = f(a) = we® (IA)

Wir vermuten, dass f™(x) = (x 4+ n)e® und beweisen dies nun mittels volstindiger
Induktion. Den Induktionsanfang fiir n = 0 haben wir oben bereits getatigt. Wir fiihren
also unseren Induktionsschritt durch:

if(n)(x) H i(m +n)e® ="+ (z+n)e” = (x+ (n+1))e".

(n+1) _
/ () dzx dzx

(b) Unter Verwendung von Teilaufgabe (@) ergibt sich fiir die Taylorreihe um den Entwick-
lungspunkt 0:

> £(m)(Q >0 >
(10 = S P 0r = 30 Tt =30 oy
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 121. Extremalstellen
Gegeben sei die Funktion f: R* - R: 2 = (2) > (21 + 1+ 23)(1 — 27 — 23).

(a)
(b)
(c)

Bestimmen Sie V f(z) und Hf (z).
Skizzieren Sie N := {z € R?| f(x) = 0} sowie die Vorzeichenverteilung von f.

Betrachten Sie die kritische Stelle P := (7).

Entscheiden Sie mit (b), ob bei P ein lokales Minimum, ein lokales Maximum oder ein
Sattelpunkt vorliegt.

LieBe sich dies auch mit der Hesse-Matrix entscheiden?

Lésungshinweise hierzu:

(a)

(b)

Wir berechnen

_ (O f(@)\ _ [ (A —af —a3) + (v + 1+ 23) - (—221)
Vi) = (812]“(35)) - <2$2(1 — 22 =2 + (v + 1+ 23) - (—2952))

1 — 322 — 22y — 22,203 — 23
—2x9 (z1 + 2% + 222)

1— 322 — 22 — 22,203 — 23
—2w119 — 2739 — 4T

und entsprechend

Hf () = Oy f(T) Oyan f(x)\  [—621 — 225 — 2 —4x179 — 219
v= 8m2x1f(x) anggf(l') - —41711'2 - 25(72 —25(71 — QZL'% — 121‘%

f(x) wird genau dann null, wenn einer der Faktoren 0 wird. Entsprechend besteht N
aus den Teilmengen

M={zeR?| v +1+23=0}
Ny ={z € R?*| 1 -2} — a5 =0}
Die zweite Teilmenge ist der Einheitskreis. Fiir die erste multiplizieren schreiben wir

zunichst z; := x5 und 25 := — (21 + 1) und multiplizieren anschlieBend die Gleichung
mit —2, was auf die dquivalente Bedingung

—227 4220 =0

fiihrt. Mit unseren Kenntnissen aus der HM1 (insbesondere dem Kapitel zur Hauptach-
sentransformation) sehen wir, dass es sich hierbei um eine parabolische Quadrik (genau-

er: Die Normalparabel) im Koordinatensystem F = ((_01) ; (?) , (_01)> handelt,

welches sich aus dem Standardkoordinatensystem durch eine 90-Grad-Drehung sowie
einer Verschiebung ergibt. Die Vorzeichenverteilung erhalten wir durch Einsetzen von
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(c)

Testpunkten beziehungweise ,,-stellen” (in R?!), beispielsweise P, = (g), P = (3)

Py =(3):
f(P)=1>1
f(P2) =3-(=3) = =9 <0
f(Py) = (=1)-(=3) =3>0

Wir erhalten folgende Skizze:

/.

Alternativer Losungsweg: Die Vorzeichen hdatte man auch anhand einer Tabelle bestim-
men konnen:

zl+1+x§>0 x1+1+xg<0 x1+1+x§>0 x1+1+m§<0

1—x%—x%>0 1—x%—x§>0 1—$%—.1’%<0 1—x%—a:%<0
xy + 1+ 5 + - + -
1—a? — 22 + + — —
f(z) + - - +

(Hierbei kann der 2. Fall jedoch nicht eintreten: Aus z; + 1 + 23 < 0 folgt 0 <
3 < —1 —z; und somit x5 < 1+ 2z, + 27 < 2 + 2x; — x3, woraus insbesondere
0 < 23 + 22 < 221 + 2 und somit x; + 1 > 0 folgt, was ein Widerspruch zur ersten
Gleichung ist. In der Skizze driickt sich dies dadurch aus, dass die Mengen N und N,

einen Beriihr-, aber keinen Schnittpunkt haben.)

Anhand der Vorzeichenverteilung aus (b) sehen wir, dass in P ein Sattelpunkt vorliegen
muss: In jeder noch so kleinen Umgebung werden sowohl positive als auch negative
Werte angenommen. Die Hesse-Matrix Hf (') ist

17 (3= )

hat also die Eigenwerte 4 und 0. Da sie damit weder positiv definit, negativ definit noch
indefinit ist, lasst sich mit der Hesse-Matrix keine Aussage iiber die Art der kritischen
Stelle treffen.
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Aufgabe H 122. Extrema unter Nebenbedingung

Sei f: R? = R: (z) — Y.
Sei g: R? — R: (z) — 4x? + 9% — 4.
(a) Bestimmen Sie V£(7) und V(7).

(b) Stellen Sie das Gleichungssystem nach Lagrange auf, mit welchem die kritischen Stellen
von f(z) unter der Nebenbedingung g(i) = 0 bestimmt werden.

(c) Bestimmen Sie mittels (b) die globalen Minimal- und Maximalstellen von f(7) unter
der Nebenbedingung g() = 0.

(d) Fir welchen Punkt (z) € R? mit z, y = 0 und mit 42?4 y* = 4 hat das Rechteck mit

den Ecken (8), (g) (2) (z) den maximalen Flacheninhalt? Skizzieren Sie die Kurve

E:={ (i) eER?|x,y =0, 42> + y> =4 } und dieses Rechteck.

Losungshinweise hierzu:

(@) Eswird Vf(7) = (¥) und Vg(5) = (5;).

(b) Das Gleichungssystem nach Lagrange besteht aus der vektoriellen Gleichung
Vf(5)+AVg(5) =0 und der Nebenbedingung g(7) = 0. Dank (a) gibt dies folgendes
Gleichungssystem.

y+A-8 = 0
r+A-2y = 0
4o+ 2 -4 = 0

(c) Wir bestimmen die kritischen Stellen von f unter Nebenbedingung g = 0, indem wir
die Lésungen des Gleichungssystems aus (b) ermitteln.

Fall x = 0. Dank erster Gleichung ist dann auch y = 0. Die dritte Gleichung kann dann
nicht erfiillt werden. Dieser Fall tritt nicht ein.

Fall = # 0. Dank zweiter Gleichung sind dann auch y # 0 und A # 0.

Aus der zweiten Gleichung erhalten wir x = —2\y. Eingesetzt in die erste Gleichung
erhalten wir y + X - 8(—2\y) = 0. Da y # 0, folgt hieraus 1 — 16A* = 0, also A = ;
oder A = —1.

Subfall \ = %1. Dank erster Gleichung ist y = —2x. Eingesetzt in die dritte Gleichung
erhalten wir 4 = 422 + 422 und also z = Lz oder x = —\%. Da y = —2x, liefert dies
die kritischen Stellen P, = \%(,5) und P, = \%(‘%)

Subfall A = —}l. Dank erster Gleichung ist y = 2x. Eingesetzt in die dritte Gleichung
erhalten wir 4 = 422 + 422 und also = = \/% oder z = —\/%. Da y = 2z, liefert dies

die kritischen Stellen P; = —5(3) und Py = J5(73).

Da f(”y”) = zy, erhalten wir f(P) = —1, f(P) =—-1, f(P) =1, f(P) =1.
Da die Nebenbedingung ¢(§) = 4z 4+ y> — 4 = 0 eine Ellipse beschreibt und da diese
Ellipse kompakt ist, nimmt f auf dieser Ellipse ein globales Maximum und ein globales

Minumum an. Die zugehorigen Maximal- und Minimalstellen tauchen in der Liste der
kritischen Stellen P, P, P, Py auf.
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Wir erkennen unter Verwendung der dortigen Funktionswerte: Es sind P, = \%(_%)
und P, = \/Lﬁ(’é) die globalen Minimalstellen von f unter Nebenbedingung g = 0.
Es sind P§ = \%(é) und P, = \%(Z%) die globalen Maximalstellen von f unter
Nebenbedingung g = 0.

(d) Es hat das beschriebene Rechteck den Flacheninhalt zy. Somit liefert (c) den maximalen

Flacheninhalt bei z = \% und y = V2. Skizze:

.\\- 5)
e
s
ey

Aufgabe H 123. Extremwerte

Gegeben sei die Funktion f: R? — R: () — 2y —yPe ™ + 2ze 37,
(a) Bestimmen Sie V£(7) und Hf(}) .
(b) Bestimmen Sie die kritischen Stellen von f.

>

P&H - -~
XV

(c) Entscheiden Sie fiir die kritischen Stellen jeweils, ob an dieser ein lokales Minimum, ein
lokales Maximum oder ein Sattelpunkt vorliegt.

Losungshinweise hierzu:
(a) Wir berechen:

Vi(y)

(axf (Z)) B (y2e_$ + 2e73% — 6xe_3x>
Wf(y)) 2y* — 2ye™"
(yze_x +(2— 61:)6_39”)

2y(y —e™™)

Entsprechend erhalten wir

oy _ (Ouaf (y) Onyf (y)
nrG=(orf (8 ol
(—ye + (18x — 12)e  2ye™®
o 2ye " 4y — 2"

[(—yPeT® —6e + 18xe 3 — Ge T 2ye
N 2ye™™ 4y — 2"
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(b) Sei V/(;) = (y)- Dann gilt insbesondere 9, f (§) = 2y(y — e™) = 0. Dies ist genau
dann der Fall, wenn (mindestens) einer der Faktoren 0 wird. Wir machen eine Fallun-
terscheidung:

y = 0: In diesem Falle vereinfacht sich die erste Zeile dieses Gleichungssystems zu

0=y’ + (2 —6z)e = (2 — 62)e >,

woraus wir 2 = 6z beziehungsweise = = % erhalten. (Die Exponentialfunktion hat

3
keine Nullstellen!)

y # 0: In diesem Falle diirfen wir die Gleichung 2y(y —e~*) = 0 durch 2y dividieren und
erhalten y = e™*. Eingesetzt in die erste Komponente ergibt sich:

0=y’ + (2 —6x)e " = (e’:’:)2 e "+ (2—6z)e P =e P+ (2—6x)e "
= (3 —6x)e ™

1
2

e7r = \/ié weitere Losungen existieren wegen exp(t) > 0 fiir alle ¢ € R nicht.

x

hieraus erhalten wir folglich 3 = 6x beziehungsweise x = = und somit y = e ™ =

Da mit obiger Fallunterscheidung alle Méglichkeiten, in denen 9, f (5 ) = 0 gilt, abge-
deckt sind, sind die einzigen kritischen Stellen

1 1
K1 = (8) und KQ = <i) .
Ve

(c) Wir setzen K; und K, in die Hesse-Matrix ein und erhalten:

6
-2 0

Ky Hf (Ky) = Oe 2

_%
- 6 2 . :
Die Eigenwerte —— und ——= < 0 lassen sich direkt ablesen.
e ve
Da beide kleiner 0 sind, ist die Hesse-Matrix negativ definit, womit in K ein
lokales Maximum vorliegt.

e le™s — 3¢ 3 2 e 3 ! ’
— 3 — 2 — e 2 Ea— -
e e €
Ko: Hf (K,) = - A |- (g7 :
—e 2 —— — 2e72 — -
NG 2 c Ve
Wegen
4 2
(Vo)! e |_ 8 4 _ 12
det 9 9 ol o 0

miissen die beiden Eigenwerte unterschiedliche Vorzeichen haben, d. h. es gibt einen
positiven und einen negativen. Die Hesse-Matrix ist somit indefinit, womit in Ky
ein Sattelpunkt vorliegt.
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Aufgabe H 124. Taylorpolynome
Bestimmen Sie T5 (f, (’3), (IO)> fiir

/7 \yo
@ [ {() eR x>y} = R: () = o0 20=2, yo=1
(b) f:R? - R: (z) a2+ 2xy+ 92 ao=1, yo=1

Losungshinweise hierzu:
(a) Zuerst miissen wir die partielle Ableitungen von f berechnen: Wir erhalten

of (=) = _1 Of (Y _ 1, _ 3
%(y)——g(f’c—y) By (y)—Q(m y)
F o 3, Y
a2 () =71@-y) axayf(y)——z(fﬁ—y)
3

ot

ol ()= )

Wir sehen ferner, dass diese Ableitungen auf dem gesamten Definitionsbereich von f
existieren. Wenn wir f nun mittels eines Polynoms zweiten Grades in der Nahe von

(zg) = (f) approximieren wollen, erhalten wir Folgendes:

Ty (£, (2), (1) = To (£, (2), (22) =f<zg>+a%f<zg>-<x—xo>+8%f<zg>-<y—yo>

+% (%f@g)'(x_xO)Zszajay(58)'@—950)(9—%)
baad ()= w)?)
1= -2+ 22 - S -2 -0+ 2y -1y

(b) Wie in der vorherigen Aufgaben berechnen wir zunichst die partiellen Ableitungen
of (z of (z f (x %f (z O%f (x
@) =20+2y, L) =20 +29, FEC) = 2, 24 () =2 und GL() = 2

Wiryerha lten: Y Y dxdy Y
0 0
T (f,(y), (1)) :TZU’@)’(%)):f@g”%f(zg)'(x—x0>+a—yf(§8)-(y—yo)

1 2y O e,
+§ 92 (90) - (x—20)" + axay(yo)'(x—%)(y—yo)

2

st (380 = wl?)
=4+ 4z —1)+4y—D+ (-1 +2x-1)(y—1)+ (y — 1)

p Frischhaltebox N

Aufgabe H 125. Darstellungsmatrizen

Wir betrachten den von der Basis B: b: R — R: ¢t — cos(t), ba: R — R: t — sin(t)
aufgespannten Funktionenraum V = {ab; + Bby| a, B € R} S C'(R).

Bestimmen Sie die Darstellungsmatrix ,p, der linearen Abbildung p: V' — Vi f — p(f),
wobei die Abbildung p(f): R — R durch (p(f))(t) = f (t — 37) gegeben ist.

\ J
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Lésungshinweise hierzu: Wir berechnen:

cos (t - gw) — sin (g - (t - ;w)) = sin(2r — t) = sin(—t) = — sin(?)

sin (t - gw> = sin (g — (27 — t)) = cos(2m — t) = cos(—t) = cos(t),

woraus wir p(by) = —by und p(by) = by erhalten. Somit gilt:

(0 1
BB~ \ -1 0
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 126. Ein Teil des Trust-Region-Verfahrens
Gegeben seien f: R? — R: 2 — $2"Az — b’z und g: R? — R: z +— (|z[> — 1), mit der

) 2 1 1
Matrix A = (1 2) und dem Vektor b = <O>

Bestimmen Sie mit Hilfe von Lagrange die lokalen Extremstellen der Funktion f unter der
Nebenbedingung g(z) = 0.

Losungshinweise hierzu: Zuerst bestimmen wir die Gradienten von f und g. Wir erhalten
Vflx)=Ax—0b und Vg(x)==zx.

Da Vg(z) = 0 nur fiir x = 0 gilt und dieser Punkt offensichtich nicht die Nebenbedingung
g(x) = 0 erfiillt, kdnnen wir die Methode von Lagrange benutzen. Das heiBt, zu jedem relativen
Extremum gibt es ein A € R mit

0=Vf(z) — A\Vg(z) = (A— AEy)x — b.

Um alle zul3ssigen Kandidaten fiir relative Extrema zu finden, suchen wir also Lésungen (z, \)
der Gleichungen
(A= AEy)x=b und |z|*=1.

Die gegebene Matrix A hat die Eigenwerte 1 und 3. Wir unterscheiden nun drei Falle:

e 1. Fall: A = 1: In diesem Fall lautet die erste Gleichung G D xr = ((1)) und dieses

LGS besitzt keine Lésung = € R2.
e 2. Fall: A = 3: In diesem Fall lautet die erste Gleichung <_11 _11) xr = (é) und

dieses LGS besitzt ebenfalls keine Lésung = € R2.

e 3. Fall: A € R~ {1,3}. In diesem Fall ist die Matrix A — AE, invertierbar und die
eindeutige Losung der ersten Gleichung ist gegeben durch

r=(A—\Ey) b= ﬁ (2__1/\ 2__1)\> <(1)> - m (2—_1)\) '

Dies setzen wir ein in die zweite Gleichung und erhalten

(2-XN2+1

ey o

Dies ist dquivalent zu
0=(2-N?=10=(2-)1>*—-1
=2-N"=22-N?+1-(2-))?%-1
=(2-N?[(2—-))?-3].
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Wir bekommen also Ay = 2, Ao = 2+ v/3 und A3 = 2 — /3 als mdgliche Werte fiir
A und die zugehorigen Vektoren z erhalten wir durch Einsetzen in die oben hergeleitete

Gleichung:
(0 1 (-3 13
$1—<1>, SL’Q—§(_1) und 113—5(_1)

Einsetzen in f liefert f(z1) =1,

flz) = é <__\{§) (__2\\//—5__21) +%\/§: é(6+\/§+\/§+2)+§ = 1+Z\/§

und analog f(x3) = 1—3+/3. Da wir nun endlich viele Kandidaten gefunden haben und

die Menge z € R?: g(x) = 0 kompakt ist, ist (x3, f(z3)) das gesuchte Minimum und
(x2, f(z2)) das gesuchte Maximum.

Aufgabe H 127. Extrema auf berandetem Bereich
Wir betrachten das Dreieck D := {zx € R?| —1 < z; £ x5+ 1 £ 2}, sowie die Funktion
fiD—=R:izw— 22 + a3
Gehen Sie wie folgt vor, um globale Extrema von f auf D zu bestimmen:
(a) Skizzieren Sie D.
(b) Bestimmen Sie Parametrisierungen hy, he und hy fiir die Seiten von D.
(c) Bestimmen Sie ein z € D so, dass f(z) =min{f(y)| y € D} ist.
(d) Bestimmen Sie ein z € D so, dass f(z) = max{f(y)| y € D} ist.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Eine Skizze der Menge D ist wie folgt gegeben, wobei der Rand zur Menge dazu gehort:
12

f . -— +
A { |
Y A — A4 7 R
1S [ N S S N 1 [ A .,

L/ Y /], AL o - I |
- ’ /_,‘" ‘ - ? - S B o

|

T

ZA
N
Py
A
x
) |
+| |
N
s
~F

T A T LT e
T OE e [ 4 ¥ Ko A

| | | | ‘ | | | ‘

(NEEEEEEENEEENENAEERNRNREERRRN

(b) Geeignete Parametrisierungen der Seiten Si,S2,.S3 sind beispielsweise gegeben durch

Y

hi:[-1,2] = R t G)

hy: [-1,2] = R?: ¢ +— ( _1>
t—1

t—1
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(c) und (d) Die Idee ist es, das Dreieck D in sein Inneres D° und seinen Rand zu untertei-
len und beides getrennt auf Extremalstellen zu untersuchen. Den Rand unterteilen wir

ebenfalls in die drei Seiten S, S5, S3 fiir die wir in (b) Parametrisierungen angegeben
haben.

e S;: Die Funktion fohy: [~1,2] — R: t — t*+1 hat das Minimum (0, 1) und das

Maximum (2,5). Damit hat f auf S; das Minimum ((}),1) und das Maximum

(().5).

Sy: Die Funktion fohy: [-1,2] - R: ¢+~ 1+ (t —1)? hat das Minimum (1,1)
und das Maximum (—1,5). Damit hat f auf S, das Minimum ((7'),1) und das
Maximum ((}),5).

2
S3: Die Funktion fohz: [-1,2] = R:t — 2+ (t — 1) = 2t> — 2t + 1 hat
eine einzige kritische Stelle bei ¢t = % bei der es sich um ein lokales Minimum

handelt mit Wert 3. Am Rand haben wir f(—1) = f(2) = 5. Damit ist (3, 3) ein
Minimum und (—1,5), sowie (2,5) sind Maxima von f o hs. Insbesondere hat f
auf S5 das Minimum (( 1/2) 1) und die Maxima ((_}).5), ((3),5).

—1/2)72 2 1

e D° bzw. R?: Auf R? hat f das Minimum (((),0) und keine Maxima. Der Punkt

(8) liegt auch in D°.

Alle gefundenen Stellen sind Kandidaten fiir Extrema von f auf D. Da D kompakt
ist, da f stetig ist und weil nur endlich viele Kandidaten vorliegen, geniigt es, die
Funktionswerte zu vergleichen.

Damit hat f auf D das Minimum ((7),0) und die Maxima ((Z}),5), ((3).5).

0

Aufgabe H 128. Jacobi-Matrix und Kettenregel
Seien f: R?® = R: (2,1,2) — 224+9> — 2z und g: R — R3: t — (cos(t),sin(t),t)"
(a) Bestimmen Sie fog und go f.

(b) Berechnen Sie J(f o g) und J(go f), ohne die Kettenregel zu verwenden.
(c) Bestimmen Sie Jf und Jg. Bestimmen Sie mit der Kettenregel J(f o g) und J(go f).

Loésungshinweise hierzu:
(a) Esgilt

und

fog:R—=R:trscos(t)? +sin(t)? —t=1-—t,

cos(z? + y* — 2)
go [R5 R (z,y,2) — [ sin(z? +y? — 2)
2 +y?—z

(b) Es gilt, mit direkten Berechnungen,

und

J(fog)(t) = (-1) e RV,

Jgo Ny, 2) =

—2wsin(z? +y? — z) —2ysin(z2? +y* —2) sin(a® +y? — 2)
2rcos(z? +y* —z)  2ycos(x?+y? —2) —cos(z? +y®—2) | € R
2x 2y —1
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(c) Esgilt
Jf(z,y,2) = (2x 2y —1) e RS,
und
— sin(t)
Jg(t) = [ cos(t) | € R¥*!.
1
Mit der Kettenregel, erhalten wir
— sin(t)
I(Fog)®) = (If(9(t) (I9(t)) = (2cos(t) 2sin(t) —1) cor(t) | = (=)

und

—sin(2? + y? — 2)
Jgo Hx,y,2) = (Jg(f(z,y,2) If(z,y,2)) = | cos(@®+y*—2) | (22 2y —1)
1
—2zsin(2® +y* —z) —2ysin(z®+y’ —z) sin(a® +y? —2)
= | 2wcos(z® +y* —z)  2ycos(a® +y’ —z) —cos(a® +y’ - 2)
2z 2y -1

Aufgabe H 129. Tangente und Tangentialebene
Sei f:R? -+ R: (z) — 2%y3 — . Sei N € R? die Nullstellenmenge von f.
(a) Bestimmen Sie die Gleichung der Tangentialebene an den Graphen I'(f) im Punkt
P =(1,1,f(;))" und die Niveaumenge der Tangentialebene zum Niveau 0.

(b) Berechnen Sie die Tangente im Punkt (1,1)" an N mittels Gradienten wie in 4.9.4.
Vergleichen Sie Ihr Ergebnis mit dem Schnitt der Tangentialebene aus (a) mit der
x-y-Ebene.

(c) Lésen Sie 2%y® —x = 0 nach y auf und verwenden Sie die resultierende Funktion, die y
in Abhangigkeit von x darstellt, um die Tangente im Punkt (1, 1)T an N zu berechnen.
Vergleichen Sie lhr Ergebnis mit dem aus (b).

(d) Skizzieren Sie N im Bereich 0 £ <5 und —1 < y < 4, sowie die Tangente im Punkt
(L)'

Losungshinweise hierzu:

(a) Die Gleichung der Tangentialebene an den Graphen T'(f) im Punkt P = (1,1, f(1,1))
ist nach 4.4.14

z = Tl(f>(1>1)7f(171)):f(171)+(33—1ay_1)T‘vf(171)
— 0—|—(m—1,y—1)T.(§):x+3y—4.

Die Niveaumenge der Tangentialebene zum Niveau 0 ist nach 4.1.3

——1a:+4
Yy=73% T3
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(b) Mit f(1,1) = 0 ist die Tangente im Punkt (1,1) an die Niveaulinie von f zum Niveau
0 mittels 4.9.4 gegeben durch

Vil,1)e(x—1,y—1)" =0, bzw. y=—§x+—.

Dies ist das gleiche Ergebnis wie in ().

(c) Die Niveaulinie von f zum Niveau 0 ist
L:={(zy) GRQ{ 2y’ —x =0}.

Da 2z =0,y € R ist eine Lésung der Gleichung 2%y® — x = 0 ist, kann L geschrieben
werden als

L= {(a?,y) eRQ\(O,y)‘ y=ﬁ}U{(0,y)| y €R}.

Fiir z # 0,, die Niveaulinie ist gegeben durch den Graphen der Funktion y = g(z) =
—5 . Die Tangente im Punkt (1,1) ist

y=g ()= 1) +g() = —3lr—1)+1=—2r+3.

Dies ist das gleiche Ergebnis wie in (a).
(d) Eine Skizze der Niveaulinie und der Tangente aus (c) ist:

- Frischhaltebox

Aufgabe H 130. Integrale
Bestimmen Sie das Integral
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Losungshinweise hierzu: Zuerst einmal gilt

’+4 (P-4 +4x+4 4 + 4
= =X .
x2—4 x2—4 x2—4

Fiir den zweiten Summanden wollen wir eine Partialbruchzerlegung durchfiihren und wahlen

den Ansatz
4r 4+ 4 B A B

x2—4 x—2+x~|—2'

Dann soll also gelten
dr+4=Ax+2)+Bx—-2)=(A+B)x+(A—-DB)2, also 4=A+Bund2=A-B

per Koeffizientenvergleich. Dies geht nur fir A=3 und B =1.
Damit bekommen wir

a®+4 3 1 1,
_ ] == | —2|)+1 2
/x2_4dx /x+x_2+x+2dx 5% +3In(jJz —2|) + In(jJz +2|) + C

mit C € R.
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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 131. Rotation und Potentiale
Berechnen Sie jeweils die Rotation der folgenden Vektorfelder. Welche besitzen ein Potential?

_ 3 _
(a) f:RQ—HRQ:(x)H< 1+2z +x2(1 2y))
Yy y—x
— eV cos(2) sin(x)
- R? R2: v ¢
(b) g: &= (y) "~ (ey“’s@”)y cos(z)
1

x
(c) h: E = R*: (y) =\ 2y fUrE:{(x,y,z)T €R3‘ x>0,y>0,z>0}

z

Nlw e o 8|

Lésungshinweise hierzu:
(a) Wir berechnen

rotf((z)):(—%)—(—%c):o.

Da R? einfach zusammenhingend ist, besitzt f ein Potential.
(b) Wir berechnen

=((3))

= (- cos(x)e? @) sin(z)) — (— eV 5@y sin(x) — 32 cos(z)e? <) sin(z))
= —e¥ @) gin(z) (cos(z) — y* cos(z) — y).
Da dieses Vektorfeld nicht null ist, besit g kein Potential.
(c) Wir berechnen

1 (62:223) _ (6:173522)
rot h (g) — ; (3xy;z2) . (3y223> —0

W () - e

Da FE einfach zusammenhangend ist, besitzt h ein Potential.

Aufgabe H 132. Kurvenintegrale

(@) Sei K ={(;!) e R*| 2} — 25 =1, 21 20, |z,| < 2}. Bestimmen Sie eine Parametri-
sierung P: [—2,2] — R? der Kurve K mit P(-2) = (fg)
1 2
(b) Sei f: R? 5 R*: z = (x1> — f(z) = < +x2).
L2 T1T2
Berechnen Sie [, f(x)+dz mit der in (a) bestimmten Parametrisierung P von K .

(c) Seig: R? — R?: (9“) > ( _"”21) und C': [0,27] — R2: ¢ (1+cos(t))<cos(t)).

To 1 — sin(t)
Skizzieren Sie die von C' parametrisierte Kurve L. Berechnen Sie [, g(z)edx.
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Lésungshinweise hierzu:
(a) Wegen z; = 0, kdnnen wir die Menge K 3quivalent darstellen als

/1 2
K:{<x1>€R2 T, = 1+$%, |$2|§2}:{( +x2>‘—2§$2§2},
T2

o)
also als Graph der Funktion x5 — /1 + 3. Eine geeignete Parametrisierung ist daher

()

P:[-2,2] - R*: P(t) =

t
(b) Es gilt
/Kf(x).dx:/_Zf(P(t)).P’(t)dt:/: (t%>.(t/@)dt

2
:/ 201+ 2dt = Z[(1+12)3]°, =0.
-2

Wl N

(c) Fir die Skizze bestimmen wir ein paar Funktionswerte von C: C(0) = (?))

=511 an-() -2 ()

Durch die Symmetrie und die iibrigen Eigenschaften der trigonometrischen Funktionen,
kann man die folgende Kurve erahnen:

Nun kommen wir zur Berechnung des Integrals. Dazu verwenden wir aus Platzgriinden
im folgenden die Abkiirzungen ¢ := cos(t) und s :=sin(¢). Es ist

o= (i) -
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Damit gilt

J o0

/ —(1+0¢)s —s — 2sc 4t
o \(I+c¢c—1 c—1+2c
—5 — —5—2
/ s gs . S sc 4t
0 c—s c—1+2c

/ $24+28%c+cs? + 2822+ 2 —c+ 2% — s+ 2 — 2282 At

[e=]

27
/ 252+ +25%c — e+ 22 dt
0

:/ 1+ sin(t)? + cos(t) d t.

Nun rechnen wir weiter und erhalten z.B. mit H104

2 1 -
/ 1 +sin(t)? + cos(t)dt = 27 + 5 [t — sin(t) cos(t)}i +0
0

=27 +m = 3.
Aufgabe H 133. Potential
x ycos(zy)e¥® + 1
Gegeben Sei das Gradientenfeld f: R® - R3: |y | — | (zcos(zy) + zsin(zy)) e¥* + 2
z ysin(zy)e?* +y

(a) Berechnen Sie ein Potential U : R* — R von f, welches U((0,0,0)") = 17 erfiillt.

(b) Seinun C: [0,2] — R3: ¢t~ (nt,t?,2)". Berechnen Sie das Kurvenintegral von f lings
der Kurve K = {C(t)| t € [0,2]} beziiglich C.

Loésungshinweise hierzu:
(a) Wir berechnen das Potential. Es ist

Ulz,y,z) = /ycos(xy)eyz + 1dz =sin(zy)e” + 2 + ¢1(y, 2)

fiir eine Funktion ¢;: R* — R. Wegen fo(,y,2) = G, muss gelten
dU d
(x cos(zy) + zsin(zy))e”” + z = To =2 cos(zy)e’” + zsin(zy)e’” + d—cl(y, 2)
Y Y

Daraus folgt

c1(y,z) = /zdy =yz + co(2)

fir eine Funktion ¢y: R — R. Wegen f;(z,y,2) = % muss weiter gelten
dU d
ysin(zy)e?” +y = = = ysin(zy)e¥* +y + d_c;< z).
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Daraus folgt

ca(z) = /Odz =c
fiir eine Konstante ¢ € R. Nun berechnen wir
17 =U(0,0,0) = sin(0)e’ + 0+ 0+ c = c.
Das gesuchte Potential U ist somit
U:R® 5 R: (2,y,2)" — sin(zy)e” + = + yz + 17.

(b) Da wir ein Potential von f zur verfiigung haben, ist das gesuchte Integral gegeben durch

[U(C(t))] - [sin(ﬂt?’)e%2 I 17}2 = (2r+8+417) — (17) = 27 + 8.

Aufgabe H 134. Partikelbewegung in einen Vektorfeld
Sei f:R? =5 R?: = (Il) > (“)

T2 1
(a) Bestimmen Sie ein Potential U von f.

(b) Sei C': [a,b] — R? differenzierbar mit C'(t) = f(C(t)) fiir alle t € [a, b].
Uberpriifen Sie, dass (U o C)(t) = |C(t)|* fiir alle ¢ € [a,}] gilt.

(c) Seinun C': [0,In(2)] — R?: ¢ — ({5(1)) . Bestétigen Sie die Formel aus (b) fiir C.

Fiir die von C' parametrisierte Kurve K berechnen Sie [, f(z)edx.

Lésungshinweise hierzu:

(a) Es gilt rot f(z) =0 — 0 =0 und weil R? einfach zusammenhingend ist, besitzt f ein
Potential. Um ein solches zu bestimmen, berechnen wir

U((’“)) _ /xdel — 21s + c{2)

X2
fiir eine Funktion ¢ : R — R. Letzteren Ausdruck leiten wir nach x5 ab und erhalten
r1 + Cl(mg).

Da diese Ableitung mit f3(z) = 1 iibereinstimmen muss, muss gelten ¢/(z3) = 0, also
c(x9) =k mit k € R. Wir wahlen £ = 0 und erhalten das Potential

U:R?> 5 R: x— 2179,
(b) Mit der Kettenregel gilt
%(U o O)(t) = JU(C(1))C'(t) = grad U (C(t)) « (1) = f(C(t)) « C"(2)
=C'(t)« C'(t) = |C" (D)

fur alle ¢ € [a,b].
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(c) Zuerst einmal gilt in der Tat

C'(t) = (i;ﬁ%) = f ((‘;ﬁg;)) = f(C(t)) firalle te[0,In(2)).

Weiter gelten |C"(t)|? = cosh(t)? + sinh(¢)? und

d d
E(U oC)(t) = E(cosh(t) sinh(t)) = sinh(¢)? + cosh(t)?.
Diese ldentitaten bestatigen die Formel aus (b).

SchlieBlich berechnen wir das gesuchte Kurvenintegral indem wir das gefundene Potential
ausnutzen. Damit gilt

In(2) ) In(2)
/f(a:).da::/ F(C#)«C'(t)dt = [U(C(1))],
C 0

M@ 1 n@) 1
= [cosh(t) sinh(t)]l)n@) = ¢ ;_ e °© 5 ® }1(2 + —) (2 — —)

Frischhaltebox
Aufgabe H 135. Taylorpolynom

Sei f: R — R:z ~ z3. Bestimmen Sie das Taylorpolynom T3(f,z,1), das Restglied
Rs(f,z,1) und den Approximationsfehler sup{ |f(xz) — T5(f,z,1)| | x € R }.

Loésungshinweise hierzu: Das gesuchte Taylorpolynom ist gegeben durch

1 1
Ty(fow, 1) = F() + [ (@ = 1) + 5 (D@ = 1) + <" (1) (z = 1)°
=1+3x—-1)+3@x—-1>*+(z—1)>
Per Definition ist das gesuchte Restglied gegeben durch

) r—

fiir eine Zahl ¢ € (0,1). Wegen £ (x) = 0 fiir alle z, ist dieses Restglied ebenfalls null.
Nach dem Satz von Taylor is f(z) — T5(f,z,1) = R3(f,z,1) = 0 und damit ist der Approxi-
mationsfehler ebenfalls null.
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