Musterlosung Hohere Mathematik 1/11 Mo, 2h

Aufgabe 1 (5 Punkte) Fiir welche a € C ist die folgende Matrix nicht invertierbar?

Geben Sie diese o wahlweise in der Form o« = a + bi mit a,b € R oder in der Form a =

7 (cos(p) + i sin(p)) mit 7 € R und 0 < ¢ < 27 an.

-1 «
a 0 2
Es gilt
-1 «
det 0 1 « = —i+a’
«Q 7

Die Gleichung o® =i hat die Lésungen

; = COS (%W) + 7 s8in (%7?) = %\/3 + %z
vy = COS (%7?) + 7 s8in (%71’) = —%\/§+%i
i3 = COS (%ﬂ') + ¢ sin (%77) = —1i.

Die Matrix ist also nicht invertierbar fiir

o € {cos (%W) + ¢ sin (%’/T) , COS (%’N) + ¢ sin (%’N) , COs (gﬂ) + ¢sin (g’ﬂ)} .



Musterlésung

Hohere Mathematik 1/11

Mo, 2h

Aufgabe 2 (8 Punkte)

(a) Bestimmen Sie alle Losungen der Gleichung

V3.

3
=224 -—-"——i=0

2

in der Form z = a + b7 mit a,b € R.

(b) Bestimmen Sie die Losungen des folgenden Gleichungssystems.

2z = 2

|z —Z|+|z4+2 = 4

(a) Die Gleichung kann umgeformt werden zu

22—22+1—|—%—\/7§i = 0

Daraus ergeben sich (2 — 1)?

Zl—]_
22—]_
21
<2

(b)

(z-17 =

cos (%ﬂ') + ¢ sin (
cos (%7‘() + 7 sin (

1_ ;3
2 2

Wk ol

In Real- und Imaginérteil ausgedriickt lauten die beiden Gleichungen fiir z = a + bi:

a4+ = 2
|2a| + |2b] = 4.

Falls @ 2 0 und b = 0 gilt, ergibt sich aus der zweiten Gleichung a = 2 — b und nach Einsetzen
in die erste Gleichung 4 — 4b + 20? = 2, also (b — 1)? = 0. Dies fiihrt auf die erste Losung
z1 = 1+1i. Falls a > 0, b < 0 gilt, lautet die zweite Gleichung 2a —2b = 4. Auflésen nach a und
Einsetzen in die zweite Gleichung liefert 4 + 4b + 2b* = 2, woraus sich (b+ 1)? = 0 ergibt. Die

zweite Losung des Gleichungssystems ist also zo = 1—14. Analoges Behandeln der verbleibenden
Fille a <0, b>0und a <0, b <0 ergibt 23 = —1+1, 24 = —1 — 1.
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Aufgabe 3 (10 Punkte) Gegeben ist die Funktion

(a)

(b)
(c)

(d)

2

fIR-R: 2 (222 —1)e™ .
Bestimmen Sie die Nullstellen von f sowie das Verhalten von f fiir # — +o0 und untersuchen
Sie den Graphen von f auf Symmetrie.
Berechnen Sie f/ und f”.

Bestimmen Sie die Extremalstellen von f, sowie jeweils deren Typ und die zugehorigen Funk-

tionswerte.

Skizzieren Sie den Graphen von f.

()

(b)

(c)

Aus

2

flz)=(22* - 1)e™ =0
folgt — da e~ immer positiv ist —
(222 —1) =0

und damit sind z = —v/2 /2 und x = V2 /2 die Nullstellen von f.
Fiir x — +o0o erhilt man

. . 202 — 1

und da Zéhler und Nenner gegen +oo streben mit der Regel von 1" Hospital

) 4x . 2
= lim > = lim — =0.
r—+oo 2% r—+oo T

Schliefflich gilt

2

f(=2) = (2(=2)* = D)e” " = (22 = 1)e™ = f(x),
d. h. der Graph von f ist symmetrisch zur y-Achse.

Fiir die Ableitungen berechnet man

—2x(22% — 3)e
24zt — 122° + 3)e ™" .

-
NG
I I

Aus f'(z) =0 folgt
—27(22° - 3) =0
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und damit x =0, = = \/6/2 oder z = —\/6/2. Des weiteren ist

f'(0) =6

f// (?) _ f// (_T\/é) _ —126_3/2,

d. h. f besitzt ein lokales (nach obigem sogar ein globales) Minimum bei 7" = (0, —1) und lokale
(nach obigem sogar globale) Maxima bei Hy = (—v/6/2,2¢7%/?) und H, = (V6/2,2e7%/?).

(d)
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Aufgabe 4 (5 Punkte) Berechnen Sie die Rotation des Vektorfeldes
r1t+x2
g R® — R?: 1 . 14+ z5e€ .
T (14 x9)e™rt™2 .
und das Kurvenintegral

/g(az‘) edx

entlang des abgebildeten Weges K von (0,0) nach (2,1), I 1 2 71

der aus zwei Teilstrecken besteht.

Die Rotation ist

9 )
rot g(x1, 12) = ﬂ(fﬁl,l’g) — ﬂ(xl,@) =(1+ x2)6$1+x2 e

81‘1 8$2

T1+T2 T1itr2 _ ()

— Xy €

Somit hat das Vektorfeld auf dem einfach zusammenhingenden Definitionsbereich R? ein Potential,

welches sich aus den folgenden Uberlegungen ergibt:

|

a—U(:vl, To) = g1(x1, 29) = 1 4 29 ™1 722 = U(x1,m) = 11 + 22 €772 4 ¢(19)
T

0
= 8—U<CC1,I2) = (1 4+ zg)e™ %2 4 /(1x9) - (I+xz)e™t™2 = (1) =0 = c(xg) =d

Ta

Es gilt also

U(zy,20) = 21 + 20”72 4 d.

Wegen der Existenz eines Potentials ist das Kurvenintegral wegunabhéngig und kann mit Hilfe des

Potentials berechnet werden:

/g(r)-dsz(z,l)—U(o,m:2+63.

K
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Alternative: Parametrisierung der Kurven

t
Cy:[0,1] - R?*: ¢ — <t>’
= (1)

t
Cy: [1,2] = R*: t— < 1)

Somit ergibt sich fiir das Kurvenintegral

I
VR
—_ =
~_
52
=
Il
VR
O =
~_

1 2

/g(x).dx = / (C’l(t)).Cl(t)dt+/g(02(t)).C’g(t)dt

K 1
/ 1 t2t 1 / 1 t+1 1
+ +
/ “ . dt+/ “ . dt
(1+1t)e 1 / 2ett! 0
2
— /1+t62t+ (1+t)e 2tdt—|—/1+et+1dt
1
0/

1L+ e 2t dt + [t + e]]

1
= [t+62t]é+2/t62tdt+(2+63—1—62)
0

1
t 1
= 1+ —1+02+S-1-e)+2| |ze*]| —=
2° |, 2

1
/e%dt
0

= 1—1—@34—2(%62—%[6%];) =14+ +e%— [62—1] =24,
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Aufgabe 5 (7 Punkte)

Bestimmen Sie fiir die Funktion
f:R? S R: (z,y) > "W

den Gradienten

Cos(y)ex cos(y)
grad f(z,y) =
—x Sin(y)ez cos(y)
und die Hessematrix
(COS(y))2 P cos(y) _ sm(y) (1 + cos(y))ef” cos(y)
—sin(y)(1 + z cos(y))e” W —x(x (cos(y))? +cos(y) — x)e W)

Bestimmen Sie das Taylorpolynom 75(f, (z,y), (0,0)) der zweiten Stufe fiir den Entwicklungspunkt
(.1'0, 3/0) = (07 O) .

Tg(f, (x,y),(0,0)) = 1+x—|—%x2
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Aufgabe 6 (5 Punkte)

Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte:

. (n+2)°—(n-3)°
1 -
(a)  lim e 10

(0 Jim (VT vi) = 0

. sin(l —x)
(©) I —0r 7 - =
d) lim (sin ())° _ 1




