Stroppel/Séandig Musterlésung 06.09.2010, 180min

Aufgabe 1 (3 Punkte) Gegeben sind die Mengen
M, = {ZGC’ |z +1i| + [iz — 1 §4} und M,y = {ze@‘ 2Rez +Imz < —1}

in der komplexen Zahlenebene. Skizzieren Sie M;, M, und M; ~ M.

Es ist M; = {z+yi| 2+ (y +1)* £ 4} die Kreisscheibe mit Radius 2 und dem Mittelpunkt —i,
wobei der Rand Bestandteil der Menge ist.

Esist My ={z+yi| 2z +y < —1} die blaue Halbebene, wobei die Gerade y = —2x — 1 nicht zu der
Menge gehort.

Die Differenz M; ~. M, ist die folgende Menge:
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Aufgabe 2 (8 Punkte) Es seien die Vektoren u = (1,0,1)" und v, = (0, —1,%k)" mit k& € R, sowie
die Punkte mit den Ortsvektoren P = (0,5,2)" und Q = (1,2,3)" im Raum R? gegeben.

(a)

(b)

Bestimmen Sie k so, dass die Geraden
g = {P+tu‘ tER} und /= {Q+svk‘ SGR}

sich in genau einem Punkt Z schneiden. Geben Sie diesen Punkt Z an.

Die Geraden g, ¢y liegen auf einer Ebene E. Bestimmen Sie die Gleichung dieser Ebene in Hesse-

Normalform.

(b)

Jeder Punkt Z im Schnitt der Ebenen g und ¢, muss sich sowohl als Z = P + tu als auch als
Z = @+ svp mit t, s € R darstellen lassen. Dies fiithrt auf die Bedingung

1 0 t 1
+tlo|l=12]|+s|-1]|, also auf S =1-3
3 k t— sk 1
Aus der ersten und zweiten Gleichung sieht man: ¢t = 1 und s = —3. Setzt man dies in die dritte

Gleichung ein, so ergibt sich 1+ 2k = 1 und deswegen k& = 0.
Nur fiir £ = 0 haben die Geraden also einen gemeinsamen Punkt, dieser ist dann eindeutig

bestimmt: Man erhélt Z = (1,5,3)".

Fiir die Gleichung <(x, y,2)' — P ‘ n> = (0 der durch g und ¢, aufgespannten Ebene E ermitteln

wir den Normalenvektor n mit Hilfe des Vektorprodukts:

0 1
uXyvy=|-=-1fx]10]=1]20 = n=—10
0 1

z—0 . —1
< y—5 — 0 >:0 = E: _$+Z:\/§
1

z—2
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Aufgabe 3 (9 Punkte) Gegeben sei die Quadrik
Q= {xe]R{?" x%+4x%—x§—4x1x2—6m1+12x2+720} )

Geben Sie die Matrixbeschreibung der Quadrik an. Bestimmen Sie die euklidische Normalform der
Quadrik und geben Sie die zugehorige Koordinatentransformation an. Bestimmen Sie weiter anhand
der Normalform die Gestalt der Quadrik.

Die Gleichung der Quadrik lautet z' Az + 24’z 4+ ¢ = 0 mit

1 -2 0 -3
A= -2 4 0|, a= , c=17
0 0 —1

Das charakteristische Polynom der Matrix A lautet x4 = (—1 — AX)(5 — A)(0 — A\) und die Eigenwerte
sind damit
)\1:—1, )\2:5, und )\3:()

Zur Bestimmung der Eigenvektoren ergeben sich die drei Gleichungssysteme

2 =20 0 -4 =2 0 0 1 =2 0 0
-2 5 0 |vu=]| 0], -2 =1 0 Jv=]| 01, -2 4 0 |v3=
0 00 0 0 0 -6 0 0 0 -1

und daraus die Eigenvektoren

0 1 2
U1 = 0 ) Vg = -2 3 U3 = 1
1 0 0

Dies ergibt die transformierte Gleichung

15
— YR 2=y +T=0.

V5
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Quadratische Ergénzung liefert

3 2
2
P45 () —2=0,
yl (92 \/S)

T
3
und wir finden die Transformation z = y — FP, wobei IFP = <O, Wit O) die Koordinaten des neuen

Ursprungs beziiglich F := (O; vy, \/igvg, \/igvg) angibt.

T
(Hier konnte statt P jeder Punkt mit F-Koordinaten der Form ]FQ = (0,\%,5) mit s € R als
Ursprung benutzt werden.)

Die euklidische Normalform von () lautet

1 5)

Die Gestalt von @) ist ein hyperbolischer Zylinder.
Es sind z1, 29, 23 Koordinaten beziiglich des Koordinatensystems G := (P; v1, \/LE'UQ, %vg) :
Es sind x1, x9, x3 Koordinaten beziiglich des Standardkoordinatensystems E.

Fiir die Koordinatentransformation erhalt man

L [0 V5 ) ; 0
R J— T — _— _ -
G/QE(.T)—Z—FQJ ]FP—\/5 1 -2 0 To NG 1
1 0 T3 0
Die zugehorige Umkehrtransformation ist gegeben durch
1 2 21 0
_ P — 1 3
]EHG(Z)—SL’— (z+, )—% -2 1 29 +% 1
VB 00 23 0
0 1 2 2 1
! 2 1 + 5 2
_ — — z — _
V5 R
V5 00 23 0
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Stroppel /Séandig

Aufgabe 4 (4 Punkte) Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte:
_ Inx , 5n+1 - L (—2)F
(a) Der Satz von 1'Hospital liefert
1 1
nx S

lim —% _ —
w00 (T 4 3)2  amr00 22( + 3)
(b) Man findet den Grenzwert durch die folgende Umformung

r on+1 .
im —mM = lim *~—— " — lim —n_
notoo \/Gn2 +1 notoo Ly/5p2 1 notoo 51 1

n v

(c) Diese Reihe kann in zwei geometrische Reihen aufgespaltet werden.
S

lim — = lim -] + lim —
- k=0 4 - k=0 4 - k=0 2 1 4
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Aufgabe 5 (3 Punkte) Wir betrachten f(z) = cos(x) auf dem Intervall [0, 7].

Berechnen Sie das in = 0 entwickelte Taylorpolynom zweiter Stufe T5(f,x,0) und das zugehorige

Restglied Ry(f,x,0) nach Lagrange.

Taylorpolynom 2. Stufe:
Ty(f, x,0) = fO©0) + fD(0)z + %f(z)(O) 2% = cos(0) — sin(0) z — %COS(O) 2=1- %ZBQ.

Lagrange-Darstellung des Restglieds:

Ry(f,x,0) = f(‘z‘(f) 2? = sin6(§) 2, fiirein & € (0,7/2).
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Aufgabe 6 (8 Punkte) Die Funktion f: R? — R sei definiert durch

(a)
(b)

fa,y) = (2 — 2P e ).
Bestimmen Sie die Nullstellen von f und skizzieren Sie die Vorzeichenverteilung in R2.

Bestimmen Sie Lage und Art aller kritischen Stellen von f.

(a)

(b)

Da der Faktor e~@*% nie Null wird, erfiillen die Nullstellen von f die Gleichung z? = 232, also

Y12 = i\%-
Y
. . 20 — 2% + 21? B
Der Gradient von f berechnet sich zu Vf= e~ (@ty)
—4y — 2% + 2¢?

Da der Faktor e~®*% nie Null wird, sind die kritischen Punkte genau die Losungen des Glei-

chungssystems

20 — 22+ 22 =0
also die Punkte (0,0) und (4, —2).
—4y — 2%+ 2y* = 0,
Um eine Aussage iiber die Art der kritischen Punkte zu treffen, berechnen wir die Hesse-Matrix.
Es gilt
Hf (z,y) = (

2?2 — 2% —4x+2 2% — 27 — 20+ 4y et
e~ (@ty)
22— 2% — 20 +4y 2?—2y* + 8y —4

Hf (4,-2) = < :: __é ) o’

hat die beiden reellen Eigenwerte (—9++/73)e™2 < 0 und ist somit negativ definit, d.h. f nimmt

in (4, —2) ein lokales Maximum an.

Die Matrix

Der Punkt (0,0) ist ein Sattelpunkt, da f in jeder Umgebung des Punktes sowohl positive als

auch negative Funktionswerte annimmt.
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Aufgabe 7 (10 Punkte) Berechnen Sie die folgenden Integrale:

(a)/ 2:15—1—7 dx (b)/4 \/;_jil (c) /+Ooln_$dx

24+ x—

20+ 7

(a) Die reelle Faktorisierung von z?+z—2 ist (z—1)(xz+2). Die Partialbruchzerlegung von P —
2+ x—

lautet

20+7 A n B
2+r—2 -1 x4+2

Um die Koeffizienten A und B zu bestimmen, multiplizieren wir beide Seiten mit % 4+ z — 2:

20 +7=A(x +2)+ Bz —1).

Diese Bedingung muss fiir unendlich viele reelle Zahlen in R~ {—2, 1} erfiillt sein. Also stimmen
die beiden Polynome links und rechts {iberein. Wir kénnen A und B durch Koeffizientenvergleich

berechnen:

2= A+ B,
7=2A—- B.

Als Losung dieses inhomogenen LGS ergibt sich

Damit ist

20+ 7 3 1
/:c2+x—2dx /(:c—l x+2>dw Binje =1 = Infz +2] {n

(b) Wir substituieren = = ¢*. Mit 4% = 2¢ erhalten wir

/ R
4 x—l t—1
39t _9
,  t—1
2dt —dt
/ +/t—l
= [24] +2/ —dt

=2(3—2)+2[nt — 1] =2(1 +n2).

(z —1)°
T+ 2

|

(c) Durch partielle Integration, mit f(z) =Inz, g(z) = —2, erhalten wir

T ng Ing]™™ | Inz 177
—2dx— - + —2dx: - =
1 x T |, 1 x T T,
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. Inz Inl . 1 . Inz
=— lim —+——lim —+1=1-— lim —.
rx—+o00 I 1 T—+o00 I r—4+oco0 I
Die Regel von 1'Hospital liefert
| 1
m 28— g 2
r—4+00 I T——+00 1

Somit erhalten wir
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Name, Matrikel- Studien-

Vorname: Nummer: gang:

Aufgabe 8 (5 Punkte) Gegeben seien
9 2 2
A= 2 2 , bz() und  k:RZ—=R?*: v Av+0b.
1
2 2

Bestimmen Sie einen Fixpunkt von &, das heifit: bestimmen Sie ein z € R? mit x(z) = x.

_1_\/§

—3+3
—2+4/3

Die Matrix A beschreibt eine Drehung um den Winkel im Gegenuhrzeigersinn.

s
6

Welche Figenschaften hat die Matrix A? Tragen Sie entweder ,,wahr“ oder ,,falsch“ ein.

quadratisch wahr eigentlich orthogonal wahr

symmetrisch falsch hermitesch falsch
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Aufgabe 9 (5 Punkte) Fiir die Konstanten «, f € R wird das folgende Vektorfeld definiert:

. y*+ By
x
g: (0,+00) x R* — R*: L N (ay + B) In(z)
z w? + ow
w Bzw + az

—y =By 2y+p

3 0 0
' Sie die Jacobi-Matrix J ’ ‘
Bestimmen Sie die Jacobi-Matrix Jg =
oy + 1 alnzx 0 0
T
0 0 0 2w+ o
0 0 Pw + « Bz

Fiir welche Paare (o, 3) ist die

Jacobi-Matrix Jg symmetrisch?
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Aufgabe 10 (3 Punkte) Bestimmen Sie die folgenden Ableitungen:

(a) P arctan (sin(z)) = 1 jOSSISE?E)Q
(b) % L2 242 (1 4 In(x))

2232 In(1 + 2?)

(c) % (VzIn(l+27)) = a2t NG
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Aufgabe 11 (3 Punkte) Geben Sie fiir die folgenden Potenzreihen jeweils den Entwicklungspunkt an

und bestimmen Sie den Konvergenzradius.

Entwicklungspunkt Konvergenzradius
= (2 +2i)"
et ;
n=1 n
Zn2(2—1+1)” i—1 1
n=0
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