Stroppel /Sandig Musterlésung 06.09. 2011, 120min

Aufgabe 1 (6 Punkte)

Gegeben ist das reelle lineare Gleichungssystem Ax = b mit

-2 4 -1 1
A=A,=10 1 11, b=121, a e R.
2 -6 « 1

(a) Fiir welche Werte des Parameters « ist das System eindeutig losbar?
(b) Geben Sie den Rang der Matrix A, in Abhéngigkeit von « an.
(c) Bestimmen Sie die Losungsmenge des Gleichungssystems fiir o = —3.

(d) Gibt es einen Parameterwert «, fiir den in einer Losung des Gleichungssystems alle Variablen

den gleichen Wert (d.h. 21 = x5 = 3 ) annehmen?

Wir betrachten die erweiterte Matrix

-2 4 —1]1
[ALlbl=] 0 1 1|2
2 -6 ol

Durch Zeilenumformungen vereinfacht man sie zu

—2 4 -1 |1
A= 0 1 1 |2
0 0 a+1|6

(a) An der letzten Zeile von [A,||b] erkennt man, dass das System fiir alle @ € R\{—1} eindeutig
16sbar ist.
Alternativ: Das System ist genau dann eindeutig losbar, wenn det A, = —2a — 2 # 0 ist,
also fiir o € R\{—1}.

(b) Aus der obigen Darstellung von [A,]|b] folgt:

Rg(A,) =3 fir a# -1, Rg(Ac-1y) =2.

(c) Fiir @ = —3 erhalten wir mit den gleichen Umformungen wie oben das Gleichungssystem
-2 4 —-1]1
Aslbj=1 0o 1 1 |2
0 0 —216

Mit Riickwirtseinsetzen erhélt man jetzt die Losung:
T
r=(11,5,-3) .
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(d) Im Fall 2y = xo = z3 folgt aus der zweiten Zeile von [fla||l~)], dass 2x = 2 ist und somit
T =29 =x3=1

gilt. Aus der dritten Zeile sieht man dann, dass o = 5 sein muss.

Einsetzen in die erste Zeile ergibt auch keinen Widerspruch; also ist (1,1, 1)T eine Losung fiir

a=2>5.
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Aufgabe 2 (6 Punkte) Gegeben sei die folgende Quadrik:
2x% — 21129 — 22173 + 2x% — 22973 + 2x§ —1=0

Bestimmen Sie die euklidische Normalform und die Gestalt der Quadrik.

Um die euklidische Normalform der Quadrik zu bestimmen, muss man die Matrixbeschreibung der

Quadrik aufstellen:

2 -1 -1 Ty
0=<x1 To Ig) -1 2 -1 zo | —1
-1 -1 2 x3
) X

Das charakteristische Polynom von A ist xa(\) = —9A 4+ 6A* — A\*. Somit sind die Eigenwerte von A
)\1:3, )\2:3111'1(1 )\3:0 .
Weil die Quadrikgleichung keinen linearen Teil hat, ergibt sich daraus direkt die euklidische Normalform
der Quadrik:

3yl —3ys+1=0

Die Quadrik ist ein elliptischer Zylinder (bzw. Kreiszylinder, da die Hauptachsen gleiche Linge haben).
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Aufgabe 3 (4 Punkte) Bestimmen Sie den Wert der folgenden Reihen.

@ S0 ® S (55
(a) 00 k o0 k o0 k
Z(_ )k% = Z (_lj) = Z (_]j) —1l=exp(—4)—1=1/e* -1
(b) C
1 (-2F &/t 1\"
Yo -2) ()

Da es sich offenbar um zwei geometrische Reihen handelt, diirfen wir die gegebene Reihe aufsplit-

ten und erhalten:

=1 (=D &1 & Y 1 1 5 3
= = - -~ = =-+-=2
S =2(5) *2(5) st
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Aufgabe 4 (8 Punkte) Gegeben seien die Parameter v € R und § € R sowie das Vektorfeld

T 2axy + 3sin(y) + Syz
RS R: |y | = | aa? + 3z cos(y) + 5az
z By

(a) Fiir welche Parameter «, 8 besitzt f ein Potential?

(b) Berechnen Sie ein Potential von f fiir die Parameterwerte aus (a).

(c) Seinun § =5 und folgende Parametrisierung der Kurve K gegeben.
1+t

C:[0,1] > R*: t— | tr
0

Bestimmen Sie alle o € R fiir die

[ sy eds =1

gilt.

(a) R3 ist einfach zusammenhingend, die hinreichende Bedingung fiir die Existenz eines Potentials

lautet somit

0 fx — bx (6—D5)x
0 [ =rot(f) = 5y — By =G-8y |
0 2ax + 3cos(y) + bz — 2aw — 3cos(y) — bz 0

also a € R, f=5.
(b) Wegen grad(U) = f gilt zunéchst

U(z,y,z) = /2axy + 3sin(y) + 5yzdx = az’y + 3z sin(y) + Szyz + c1(y, 2) .

d d
d—U(:U, y,2) = ax® + 3w cos(y) + bz + d—cl(y, z) = a2’ + 3 cos(y) + bxz
Y Y

folgt ¢1(y, z) = c2(z) und schlieBlich
—dU( )=25 +—d ()——!5 = (2)=ceR
U@z vy + ez xy ca(z) =c .

Ein Potential ist somit U(z,y, z) = az®y + 3z sin(y) + dryz.
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(c) Fiir g =5 ist das Kurvenintegral wegunabhéngig.

1= /Kf(s) eds=U(C(1)) —U(C(0)) = adrm + 6sin(m) — 0 = adnr

1
Die Bedingung ist somit fiir o = e erfiillt.

T
Alternative:
Kurvenintegral:
. 2a(1 + t)tm + 3sin(tm) 1
/f(s)ods = / f(c t)dt:/ a(l+6)?+3(1+1t)cos(tr) | o | 7 | dt
. ° ’ 5(1 + t)tr 0

= / 2a(1 + t)tr + 3sin(tr) + am(1+ )% + 37(1 +t) cos(tr) dt

= / ar + dart 4+ 3art? + 3sin(tr) + 37(1 4 t) cos(tn) d t
0

3 ' !

= [omt + 2amt? + ant® — = cos(tm) + 3(1 + 1) sin(tw)} - 3/ sin(tm) dt
T 0 0
3 b3

[omt + 2amt? + ant® — = cos(tm) + 3(1 + ) Sin(tﬂ'):| + = [cos(tm)],

7T 0 T

= [ant + 2ant® + amt® + 3(1 + t) sin(tn)]

= [am + 2am + ar]

= darm

1
Die Bedingung ist somit fiir o = e erfiillt.
T
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Name, Matrikel- Studien-

Vorname: Nummer: gang:

Aufgabe 5 (5 Punkte)

Gegeben ist die Menge M = {vy, v, v3,v4} von vier Vektoren des R? mit

—1 2 —4 2
1 1 1 7
v = , U2 = y U3 = ;U4 =
4 -2 16
0 3 -3 9

(a) Stellen Sie v, als Linearkombination der Vektoren v; und ve dar, d.h. bestimmen Sie Parameter

a, B € R so, dass vy = avy + fus .

a= 4 £ = 3

(b) Stellen Sie vy als Linearkombination der Vektoren vy und vs dar, d.h. bestimmen Sie Parameter

~v,0 € R so, dass vg = yvg + dvs .

v = 5 0= 2

(c) Geben Sie eine Basis B £ M des von M erzeugten Vektorraums W = L(M) aus Vektoren von
M an.

B: {v1,v2} oder beliebige andere zwei
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Aufgabe 6 (2 Punkte) Bestimmen Sie folgende Ableitungen in den jeweiligen Definitionsbereichen.

d

7 e = (22 4 1)e*
d z-3 —r+7
do (r+1)2 (x+1)3
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Aufgabe 7 (3 Punkte) Bestimmen Sie das Taylorpolynom der Stufe 3 der folgenden Funktionen um

den angegebenen Entwicklungspunkt xg.

(a) f:R—=R:z— cos(x/2), x5=0

1
T5(f,2,0) = 1—§x2.

(b) g: R\ {0} > R: z+—In(a?), z=1

T3(g,x,1) = 2 — 1) — (17—1)2+§(x— 1)3
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Aufgabe 8 (6 Punkte) Berechnen Sie folgende Integrale.

Jle s (6 - = | [+ o+ etz Lano]
o) e+ 3 sy + )= | [t 1
(202 | s
[ #atee- ()
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