Stroppel Musterlésung 24.02.2014, 180min

Aufgabe 1 (3 Punkte) Sei (f,)nen, die Fibonacci-Folge, die durch
Jo=0, fi:=1und froy1 = fn+ fo

definiert ist. Beweisen Sie durch vollstédndige Induktion, dass fiir alle n € Ny gilt:

Y 17 = fafurr
j=0

S
I M:
o
it
I
?w
?1
+
e

@ Fir n + 1 erhalten wir

n+1 n
fo = (fo) +fi

=0
=fnfnt1 nach @@
= fafns1 + f3+1
= (fu + fat1) farr
= fn+2fn+1

= fn+1f(n+1)+1 .
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Aufgabe 2 (5 Punkte) Gegeben ist die Funktion

FRoRipe " ) w0
0 r=20

(a) Bestimmen Sie die Ableitung von f fiir z # 0.
(b) Berechnen Sie den Grenzwert der Folge (f’ (ﬁ))neN :

(c) Bestimmen Sie mittels Differenzenquotient die Ableitung von f an der Stelle z = 0.

(d) Ist f stetig differenzierbar?

(a) Nach der Produkt- und der Kettenregel berechnen wir fiir x # 0

f'(z) = 2zsin G) + 2? (—%) cos (é) = 2zsin (é) — cos (é) :

(b) Es gilt
T : L :
lim f'l — ) = lim | —sin(27n) —cos(2mn) | = lim (—1) = —1.
n—00 2mn N300 \ TN ‘e e N e n—00
—0 =1
(c) Es gilt
. fO+h)—fO) . h*sin(3) . [1
/ _ _ _ _
o= =i~

Nun ist aber

1 1
0= lim‘hsin (—)‘ = lim |h| - | sin (—) ’ Slim|h|=0
h—0 h h—0 h h—0
\j,_/

1
Iso gilt lim Asin (+) = 0.
also gilt lim /2sin (3)
Alternativ kann der Grenzwert auch in Worten begriindet werden:
1

Fiir h — 0 konvergiert der Faktor h gegen Null und sin (E) ist beschrénkt.

(d) Esist lim ;- =0, aber
n—oo

ggj(Z%)=—1¢0=fmx

also ist f’ nicht stetig in 0.
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Aufgabe 3 (6 Punkte) Sei t ein reeller Parameter. Gegeben sei das folgende lineare Gleichungssystem:

r+ty+2z2=0
r+(14+2t)y+(t+2)2=0
r+y+tz=0

(a) Bestimmen Sie die Determinante der Koeflizientenmatrix dieses Gleichungssystems.
(b) Fiir welche ¢ ist das Gleichungssystem eindeutig 16sbar?

(c) Bestimmen Sie fiir jedes ¢ € R die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems.

(a) Die Koeffizientenmatrix dieses linearen Gleichungssystems ist:

1 t 1
1 1+2t t+2
1 1 t

Unter Verwendung einiger Gauf3-Schritte ergibt sich:

1 1 t 01—t t—-1 0 1-¢t t-—-1

1t 1

1t 1 1t 1 1t 1
det |1 142t t+2|=det|]0 1+t t+1]=(+1)det]0 1 1
1
=@t+1)(t—-1)det|0 1 1|=0+1)(t—1)det]0
0

S =
N = =

—2(t+1)(t — 1)

(b) Ein lineares Gleichungssystem ist genau dann eindeutig losbar, wenn die Determinante seiner

Koeffizientenmatrix verschieden von Null ist. Hier also fiir ¢ ¢ {1, —1}.

(c) Fiir t ¢ {1,—1} ist das homogene lineare Gleichungssystem eindeutig losbar und hat deswegen
0

die Losungsmenge 0
0
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Fiir die verbleibenden Falle losen wir mittels Gauf-Verfahren. Fiir ¢ = 1 erhalten wir:

Hieraus ergibt sich L=< s- | —1

ZQ—Zli
Z3—Zli

D=

Zl—ZQ:

0

1

Fir t = —1 erhalten wir:

Es ergibt sich L=¢5s5-| 1

ZQ—Zli
Z3—Zli

Lo > Ly

N [—=

Zl+ ZQC

o O = =

o O =

seR

—_

[ R N

S = O O = =

o O =

~ ~N~ © O =

—_

[ R N

o = O O = =

-1 1
-1 1
1 -1
-1 1
0 0
-2
-1 1
-2
0 0
-1 1
1 -1
0 O
0 0
1 -1
0 0
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Aufgabe 4 (4 Punkte) Berechnen Sie jeweils den Wert der folgenden uneigentlichen Integrale:

(a) Esist

-1 -1
/ e*dr = lim edzr = lim [e:‘:]g1 = lim e ! —ef =el.
—c0 B—=—o0 Jg B——00 f——00

(b) Wir berechnen

1

[ In(2z) dx = lim fln (2x)dx

0 A—0+0 73

= lim f In(2) + In(z) dz

B—0+0 3

= ,ng}ro [ln(2)x +z1In(z) — x];

= Jim (0(2) — 1)~ (n(2)8 + 51n(8) - )

= W@ -1 lm W@E- m S+ lm 5
o e 5

= @) -1 lim L

= In{2)-1- lm (-5)

= In(2) —1.

Alternativ kann man zur Berechnung des Integrals [ In(2z)dz auch lineare Substitution ver-
B

wenden und

L 1

/ In(22)dz — B(len(Qm)—Qx)]ﬁ - [:Uln(Qx)—x];
B

rechnen.

Seite 5 von 12



Stroppel Hohere Mathematik 1/2 Musterlésung 24.02.2014, 180min

Aufgabe 5 (11 Punkte) Gegeben sei die Quadrik
Q= {(xl,xg)T € R?*| 27 — 2mymy + 235 + 8vV2r, — 4V 2y + 18 = 0} )

Bestimmen Sie die euklidische Normalform und die Gestalt der Quadrik. Geben Sie alle auf dem Weg
zur euklidischen Normalform verwendeten Koordinatensysteme an und skizzieren Sie die Quadrik und

alle in Zwischenschritten verwendeten Koordinatensysteme im Ausgangskoordinatensystem.

Die Gleichung in Matrixschreibweise ' Az + 2a'z + ¢ = 0 lautet

(21 o) (_11 —11> (2) +2(4v2 -2v2) (2) +18 = 0.

Das charakteristische Polynom von A ist x4(\) = det(A — AEy) = A2 —2X = A(\ — 2).
Die Eigenwerte von A sind also Ay =2 und Ay = 0.

Der Eigenraum zu \; ist der Losungsraum V(A;) des LGS
-1 —-140
-1 10"

1
Dieser Losungsraum wird aufgespannt durch den normierten Eigenvektor vy = — ( ) .

V2 \ -1

Einen Eigenvektor vy zu A2 kann man analog durch Losen des homogenen linearen Gleichungssystems

(A — \yEy)x = Az = 0 bestimmen. (Alternativ kann man verwenden, dass A symmetrisch ist: Somit

1 (1
sind die Eigenrdume zu A; und Ay orthogonal.) Man erhilt als normierten Eigenvektor vy = — ( ) :

v2 \1

1 1 1
Dies liefert die Transformationsmatrix F := — ( > .

V2 \-1 1
Beziiglich des kartesischen Koordinatensystems F = (0; vy, vy) = ((8) ; \/Li (L), = (%)) hat unsere
Quadrik die Gleichung

0=y (FTAF)y +2(F'a)'y + 18
T
2 0 1 (1 =1\ [ 42
T
= +2| — + 18
’ (0 0>y <ﬂ<1 1) (—M)) ’
= 2y} + 12y + 4yo + 18.

Durch quadratische Ergdnzung sehen wir, wie wir verschieben miissen, um den linearen Term in y; zu
beseitigen:

2u7 + 12y + 18 = 2(y? + 6y; +9) = 2(y, + 3)*.
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Stroppel
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In Koordinaten beziiglich G wird die Quadrik beschrieben durch:

Wir erhalten das neue Koordinatensystem G

222 + 42y = 0.

erhalten wir die Gleichung in euklidischer Normalform

1
2

Durch Multiplikation der Gleichung mit

+222 =0.

2
21

Es handelt sich also um eine Parabel.

Seite 7 von 12



Stroppel Hohere Mathematik 1/2 Musterlésung 24.02.2014, 180min

Aufgabe 6 (3 Punkte) Gegeben sei die lineare Abbildung

. )
1

(a) Bestimmen Sie die Matrix von f beziiglich der Standardbasen von R?* und R3.

(b) Untersuchen Sie f auf Injektivitdt und Surjektivitét.

(a) Esist

() o=o(() -

Hieraus ergibt sich die Matrix von f beziiglich der Standardbasen Fy von R? und F3; von R3

als
1 -3
g g = 0 0
-1 3

(b) Alternative 1: Es ist Bild (f) = {s ( _cl)l)

s € R}, also ist f nicht surjektiv, da

(é) ¢ Bild (f).

Es ist f auch nicht injektiv, da f((3)) = (§) = £((9)).

Alternative 2: Die lineare Abbildung f ist nicht injektiv, da
dimKern (f) =dim{s(3)| s€e R} =1#0.
Die Abbildung ist auch nicht surjektiv, da
dimR?* = 3 # 1 = dim Bild (f) = dim R? — dim Kern (f) .

Alternative 3: Die lineare Abbildung f ist nicht injektiv, weil der Rang Rg (E fE ) =1 kleiner
3 2
als die Zahl der Spalten ist, und nicht surjektiv, weil der Rang kleiner als die Zahl der Zeilen

1st.
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Aufgabe 7 (8 Punkte) Gegeben sei fiir jedes aw € R das Vektorfeld

Jo: R? = R?%: o = o + e*1%2 =
i) T el

sowie die Parametrisierung des Einheitskreises K

t
C:0,27] = R?: t > cos(t) .
sin(¢)
(a) Bestimmen Sie, fiir welche o € R das Vektorfeld g, ein Potential hat, und geben Sie fiir diese «

ein Potential an.

(b) Bestimmen Sie/

K1

go(w)edx und/ gi(x)edx.

K1

(a) Bestimmung der Rotation:

0 (9a 0 (9o
I'Otga — (g )2 . (g )1 _ (a+$1x26m1m2 +exlx2) o (_ Oé—|-.§(31$2€m112 _'_ezlxz) — 20

8x1 8x2

Da R? einfach zusammenhingend ist, ist die Existenz eines Potentials dquivalent zu rot g, = 0.

Damit existiert genau dann ein Potential, wenn o = 0 ist.

Nun ist fiir & = 0 noch ein Potential zu bestimmen. Es ist (go)1 (21, x2) = 222, also

Uz, za) = /(go)l(ml,xg)dxl = /an’ge”“’:2 dx; = e 4 ¢(x3).

Aus der Bedingung U,,(x1,x2) = (go)2(x1, z2) ergibt sich
21672 4 ¢, (1g) = x16"172

und somit ¢,,(z9) = 0. Daraus folgt, dass c¢(x2) = C konstant ist. Wir erhalten das Potential

U:R? = R: (21, 25) > €172 4 C,

wobei C' € R eine beliebige Konstante ist.

(b) Da K ein geschlossener Weg iiber ein konservatives Vektorfeld (also eines mit Potential) ist,

/K1 go(z)edx =0.

Es bleibt noch [ x, 91(x) e dz zu berechnen. Dazu wird zuerst €' bestimmt:

, — sin(?)
C' (1) =
() ( cos(t) )
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Variante 1 (unter Ausnutzung des Potentials). Es gilt

91(I1,SL’2) = go(xl,xg) + (—x2> .

X1

Das lésst sich benutzen, um das zu berechnende Integral zu vereinfachen:

/Klgl(x)-dx—/Kl (90(96)-1- (;?)) .dx—/}(lgo(x).dx—i—/Kl (;?) dz
N

=0

- (e —sinlf) = " sin(t))? + (cos(t))?
_/0 ( cos(t) ) ) ( cos(t) ) di _/0 (sin(t))” + (cos(t))"dt
= /27r 1dt =2m.

Variante 2 (direkte Rechnung). Wir berechnen

2 2 [ gin ecos(t)sin(t) gipy —sin
/K gi1(z)edz = /0 g1(C(t)« C'(t)dt = /0 ( (1) + (ﬂ) . ( (®)

cos(t) + ecost)sin() cog(t) cos(t)

2
= / (sin(t))? — (sin(t))2ecO s 1 (cos(t))? + (cos(t))2ecWsn®) q ¢
0

2m 2T
= / 1 dt—l—/ (Cos(t))2 — (Sin(t))Q)ecos(t) sin(t) ] 4
0 0

=27
2T
=27 + / (COS(t))2 _ (Sin(t))2)ecos(t) sin(t) 4 ¢
0
21 . ‘
=27 + / (cos(t) Sin(t)) ecos(t)sin(t) 4 ¢
0
) 27
=2m+ {em(t) Sm(t)] =21 4 (¢ — &) = 2.
0
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Name, Matrikel- Studien-
Vorname: Nummer: gang:

Aufgabe 8 (4 Punkte) Bestimmen Sie die Entwicklungspunkte z; und die Konvergenzradien p fol-

gender Potenzreihen:

y el

n=1000

o

n(l+2i+2)"

zZ0 —

—-1-21

DN | —

Aufgabe 9 (7 Punkte)

(a) Gegeben sei die Funktion f: R — R : 2 +— cos(z/2). Bestimmen Sie die folgenden Ableitungen

von f im Punkt xzq = m:

f(wo) = —% ,

["(x0) = 0 : f" (o) =

ol —

Bestimmen Sie das Taylorpolynom der Stufe 3 von f im Punkt zy = 7.

T3(f, z,w0) = —%(m—w)—i—%(m—w):g

(b) Sei D = {(x, y)" € R? ’ 3r+y =2 —1}. Gegeben sei die Funktion

g:D—=R:(z,y) = /1+3z+y.

Bestimmen Sie den Gradienten und die Hesse-Matrix von g im Punkt a = (0,0)":

3 293

grad g(a) = 2 und Hg(a) = 44
1 _3 _ 1

4 4

Bestimmen Sie das Taylorpolynom der Stufe 2 von g im Punkt a = (0, O)T:

Ty(g. (2,y),a) = 1+ 53z +y) — §(92° + 6zy + ¢*)
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Aufgabe 10 (4 Punkte)

Gegeben sei die reelle Matrix

N = N

(a) Bestimmen Sie die Spur von A.

Sp(4) =

(b) Der Vektor (1,1,1)" ist ein Eigenvektor von A. Bestimmen Sie den zugehérigen Eigenwert ;.

A=

(c) Bestimmen Sie das charakteri
xa(A) =

(d) Welche weiteren Eigenwerte a

stische Polynom von A.

(A+1)2(5 —A)

uBer A\; hat A7

-1
Aufgabe 11 (5 Punkte)
1
(a) Bestimmen Sie die Partialbruchzerlegung von x3+ :
r°+x
r+1 1 n -z +1
x3 + x x 1’2 + 1

z+1

dzx
3+

(b) Berechnen Sie /

1
/€+ dz =
3+

1
In|z| — 5 In(z? + 1) + arctan(x)
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