Stroppel Musterlésung 29.8.2016, 180min

Aufgabe 1 (4 Punkte) Die von einem Parameter o € R abhiingige Matrix A, € R**3 und der Vektor
b € R3 seien gegeben durch

a 1 8 0
A, = 0 4 —4 und b= -8
-1 « 8 1

(a) Fiir welche a € R besitzt das lineare Gleichungssystem A,x = b genau eine Losung?

(b) Fiir welche o € R ist A] A, eine Diagonalmatrix?

(a) Das lineare Gleichungssystem A,z = b besitzt genau dann eine eindeutige Losung, wenn die

Determinante der Matrix A, ungleich 0 ist. Dabei gilt

det Ay, = 320 +4+0+32+40> -0 = 4(a®*+8a+9) = 0

—8+v64—-4-9
2

= 44 \/7 annimmt.

genau dann, wenn « einen der Werte
Das Gleichungssystem ist also fiir alle o € R~ {—4 — /7, =4 + \/7} eindeutig lésbar.

(b) Die Matrix B = (bjx);jr := AL A, ist genau dann eine Diagonalmatrix, wenn alle Eintriige bjy
mit 7 # k Null sind. Da B symmetrisch ist, miissen nur b5, b;3 und bez untersucht werden.
Man erhédlt b3 = a-1+0-4 —1-a = 0,

big = a-8—-0-4—-1-8 =8a—-8 = 8(a—1)
und by = 1-8 —4-4+ -8 = —8+8a = 8(a—1).
Fiir @« =1 (und keine anderen Werte fiir «v) sind alle drei Eintrige gleich Null,

d.h. B ist eine Diagonalmatrix.
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Aufgabe 2 (4 Punkte) Gegeben sei die Funktion
[ RoR: z~ 22+ 3@,

(a) Geben Sie das Taylorpolynom Ty(f,x,1) an.
(b) Wir betrachten die Umkehrfunktion

fFA"R= Ry fH(y)

von f. Geben Sie das Taylorpolynom Ti(f !, y,3) an.

(a) Wir bestimmen zuerst die Ableitungen

flx) = 2+ 32D,
f”(:r) _ 963(3371).

Somit folgt f(1) =3, f(1) =5 und f”(1) = 9. Wir erhalten fiir das Taylorpolynom

T(fe1) = fO)+ FO)@—1)+ LBy

2
= 3+5(x—1)+§(x—1)2.
(b) Aus f(1) =3 folgt
1= f713),
da f71(f(z)) = x fiir alle x € R. Weiter gilt
4 _ !
i, W e 7@

fir alle € R mit f'(x) # 0. Somit ergibt sich mit

FYG) = (FY () = %f—%y)

sy F1) 5

fiir das Taylorpolynom:

T(fy3) = 63+ -3)
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Aufgabe 3 (11 Punkte) Fiir a,b € R sei

x br1x3 + ax T3
Gab: R? — R3: zy | — 8x2xs + b3
T3 azr} + 2axs + acos(z3)

(a) Gegeben sei die Kurve K mit der Parametrisierung

cos(t)
C: [Eﬂ—ﬂRg:tH 1
sin(t)

Bestimmen Sie / Goa(x)eduw.

K
(b) Berechnen Sie die Jacobi-Matrix und die Rotation von g,;.

(c) Fiir welche (a,b) € R? besitzt g,;, ein Potential? Geben Sie fiir diese Werte ein Potential an.

(a)

- _ cos(t) sin(t) — sin(t)
[ atc@-cvar= [ o smo |+ 0|
w/2 /2
0 cos(t)
s 1 K
_ / _ (sin(t))2 cos(t) dt = [——(sin(t))?’]
/2 3 /2
1 1
= g(Sin(W/Q))g =3
(b)
brs + ar3 2ax s bxy 2a — b
JGap = 16z, 29 817 b , rot gap = (b —2a)x;
2axq 2a  —asin(z3) (16 — 2a)x1x9

(c) Esist R? einfach zusammenhingend. Also existiert genau dann ein Potential von g,;, wenn

0 2a —b
0| =rotgep = (b—2a)z,
0 (16 — 2a)zq 29

ist fiir alle (z, 7o, x3) € R®. Dies gilt genau dann, wenn (a,b) = (8,16) ist.

Seite 3 von 11



Stroppel Hohere Mathematik 1/2 Musterlésung 29.8.2016, 180min

Wegen grad U = g gilt
U(xy,xe,23) = / 167173 + 81125 d vy = S8xixs + 42305 + 1 (29, T3).

Damit folgt
ou

% (.ﬁEl, T, 1'3) = 81’%1’2 + %01@72, 1’3) ; 8513%1'2 + 161’3 ,
2 2

weshalb
Cl(ZL'Q, l’g) = / 16.173 dl’g = 161’21‘3 + CQ([L‘g)

ist. Desweiteren gilt

ou 0
— (21, 79, 23) = 822 + 1625 + ——cy(x3) = 822 + 1625 + 8 cos(w3),
03 O3

wodurch
co(x3) = 8/008(953) dxs = 8sin(z3) + ¢3

folgt. Fiir c¢3 = 0 ergibt sich das Potential

Ul(xy, 79, 73) = 82323 + 42215 + 162973 + 8sin(x3).
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Aufgabe 4 (2 Punkte) Zeigen Sie: Fiir alle n € N gilt

n n
2 —1 _ o 1 -3 |
0 2 0 1

Die Aussage wird durch vollsténdige Induktion bewiesen.
1
) _ 2 1 2 1 1 -1
@ Fir n =1 ist = = 2 2.
0 2 0 2 0 1
@ Die Aussage sei richtig fiir ein n € N. Dann gilt:

G -GG =G0

d.h. die Aussage ist auch fiir die (n + 1)-te Potenz der Matrix wahr.
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Aufgabe 5 (2 Punkte) Zeigen Sie, dass die Reihe

§i2k1+1
k=0

konvergiert. Geben Sie deren Wert in der Form a + bi mit a,b € R an.

Wir schreiben die Summe um in

Fiir ¢ := 1 + 1 gilt

Es handelt sich also um eine konvergente geometrische Reihe, da |¢| < 1. Der Wert der Reihe ergibt
sich durch

> 1 1 1 2 141 2(1+i
— 3 1—1 141 12 +1
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Aufgabe 6 (7 Punkte) Bestimmen Sie alle globalen Minimalstellen und globalen Maximalstellen
der Funktion
f:R* = R: (z,y) — 2° —¢°

LEQ

unter der Nebenbedingung 5 +y* = 2.

2
Die Nebenbedingung ist gegeben durch g(z,y) = 0 fir g(x,y) = % +9% - 2.
Der Gradient der Funktion f ist grad f(z,y) = (322, —2y)", und der Gradient von g ist

grad g(z,y) = (z,2y)". Kandidaten fiirr Extremstellen ergeben sich somit als Losung von

32 0
v + A ‘ = (Lagrange-Bedingung)
—2y 2y 0
2

T2 =0 (Nebenbedingung).
Die Lagrange-Bedingung lésst sich schreiben als
z(3x + \) 0
<2y(—1 + /\)> - (0) |
Aus der zweiten Zeile folgt y =0 oder A = 1.

Fall y = 0: Setzen wir y = 0 in die Nebenbedingung ein, so erhalten wir 22 = 4 und somit z = +2.
Dies liefert die kritischen Stellen P, = (2,0) und P, = (—2,0).

Fall A =1: Aus 322 + Mz = 0 folgt Typ = _Gi)‘. Somit ist 1 =0 und 9 = —=.

W=

Durch Einsetzen von z = 0 in die Nebenbedingung erhalten wir y = ++/2, was die kritischen
Stellen Py = (0,1/2) und Py = (0, —/2) liefert.

Durch Einsetzen von x = —% in die Nebenbedingung erhalten wir y = + %\/% ; dies liefert die
kritischen Stellen P5 = (—3,1/70) und Py = (-1, —1/70).

6
Die Nebenbedingungsmenge E = {(z,y) € R?| %2 +y? = 2}, eine Ellipse im R?, ist kompakt, d. h. die
Funktion f nimmt ihr globales Maximum und Minimum auf £ an. Die Werte an den kritischen Stellen
sind f(P) =8, f(P2) = =8, f(Ps) = f(Py) = =2, f(P5) = f(Ps) = —*2. Deshalb befindet sich in
P, = (2,0) das globale Maximum und in P, = (—2,0) das globale Minimum von f.
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Aufgabe 7 (4 Punkte) Fiir jeden reellen Parameter ¢ sei die Quadrik @); wie folgt gegeben:
Q= {{EERB‘ x%+x§+x§+2tz1x2+120}.

(a) Geben Sie die Matrixbeschreibung der Quadrik (); in Abhéngigkeit von t in der Form
Ay x+2a"x+c=0 an.
(b) Bestimmen Sie die Eigenwerte der Matrix A; in Abhéngigkeit von t.

(c) Bestimmen Sie den Typ der Quadrik Q5.

(a) Die Matrixbeschreibung der Quadrik lautet

1 ¢t 0 0
z t 1 0 |lxz+2] 0 r+1=0.
0 0 1 0

(b) Das charakteristische Polynom von A, ist
xa,(A) = det(A; —AE) = (1 =X —=tH(1 = X) = (1=A+t)(1—=X—=1)(1—N).

Damit sind die Eigenwerte der Matrix A; gegeben als \y =1+1%, Ao =1—¢ und \3 = 1.

(c) Der Rang von

150

As=1 51 0
00 1

ist 3, der Rang der erweiterten Matrix
110 0 0O
0[1 5 0
(AS)erW =

0[5 1 0
0(0 0 1

ist 4. Daher ist (5 eine Mittelpunktsquadrik.
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Aufgabe 8 (5 Punkte) Gegeben sei die Matrix

1 0 2
A=| 0 -1 0 | e R¥S.
2 0 4

Bestimmen Sie eine orthogonale Matrix F' so, dass D = F' AF eine Diagonalmatrix ist.

Das charakteristische Polynom von A ist xa(\) = det(A — AE) = M1+ A)(5— A).
Damit sind die Eigenwerte Ay =0, Ay = —1 und A3 = 5.
Der Eigenraum zum Eigenwert A\; = 0 besitzt die Basis

-2

0
1

Der Eigenraum zum Eigenwert Ay = —1 besitzt die Basis

0
1
0

Der Eigenraum zum Eigenwert A3 = 5 besitzt die Basis

1
0
2

Durch Normieren erhélt man eine moégliche Matrix F':

) -2 0 1
— 0 5 0

V5 Vo
1 0 2
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Name, Matrikel- Studien-

Vorname: Nummer: gang:

Aufgabe 9 (3 Punkte)

(a) Berechnen Sie den Betrag r € Ry und das Argument ¢ € [0,27) der komplexen Zahl

z = (V3+i)h IIHA(Z)
— _ 2
o= 16 P = 3T .
T
(b) Bestimmen Sie s € R so, dass der rechts abge- // \\ .
bildete Kreis K in der komplexen Zahlenebene \ 2 /
durch die Menge
\_| ./

{z € C| 2z —41Im(z) = s} !

beschrieben wird. 5 3 5 ) 5 = Re(2)
s = -3

1 —1
1 . 1 1 5
U= — : V= — : w=| —
V3 V2 V6
Berechnen Sie:
l(u+v) x (u—2)] = 2 , (u—3w|v+2w) — (vxulvxw) = —6

Aufgabe 11 (2 Punkte) Bestimmen Sie die Folgengrenzwerte:

(a) lim SV E2 AN 8 (b) lim S VI VIHL
n—oo 2n + n° 4 3n 3 n—oo L= /(14 7)

J

St
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Aufgabe 12 (8 Punkte)

(a) Bestimmen Sie folgende Integrale:

/ COS(ITS: :wﬂx)) do = % sin(In(1 4 7x))
/(2x2 +1)e*dx = [(22* — 42 + 5)e”]
(b) Bestimmen Sie nach Polynomdivision die Partialbruchzerlegung von % :
RS LT R
3 + 222 2z +2) 2o

Berechnen Sie:
2ot 223 + 2 1 2
S e L N P Inl 2
/1 2t 2r2 2+2 ln(?’)
Aufgabe 13 (5 Punkte) Fiir den Vektorraum R?*? der reellen 2 x 2-Matrizen sind durch
10 01 0 0 0 0
B : B1 = s BQ = s Bg = s B4 = und
0 0 00 1 0 01
10 01 1 0 0 1
C : Cl = 5 CQ = y 03 = , 04 =
01 10 0 -1 -1 0

zwei Basen gegeben. Stellen Sie C) beziiglich der Basis B dar.

Cy = 0 By + 1 By + (=1) |Bs + 0 By.

Wir betrachten die lineare Abbildung ¢: R?*? — R?*2: A+ A+ A". Bestimmen Sie:

10 1 O 2 0 00 2 0 0
) 01 0 1 0110 0 2 0
id = 5 Y _ = ) Y., =
¢ 01 0 -1 BB 0110 BrC 0 2 0
10 -1 0 00 0 2 2 0 -2 0
dim(Bild (¢)) = 3
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