Stroppel Musterlésung 04.09.2017, 180min

Aufgabe 1 (8 Punkte)

(a) Seien A, D,T € R¥? fiir ein d € N. Weiter sei T invertierbar und es gelte T-'AT = D.
Zeigen Sie durch vollstindige Induktion, dass A"® = TD"T~! gilt fiir alle n € N.

(b) Sei nun
3 0 -1
A=| 24 2 | eR¥,
-1 0 3

Bestimmen Sie T' € R3*3 so, dass T-'AT eine Diagonalmatrix ist. Geben Sie auch T~! an.

(a) e Induktionsanfang: Es ist TD'T~! = TDT~' =TT 'ATT™! = A.

e Induktionsschluss n ~~ n + 1: Es ist

AL — A A Y et A YA et DT
=TD"- DT~' = TD"t'7'.

(b) Zunéchst bestimmen wir die Eigenwerte von A mit Hilfe des charakteristischen Polynoms:

3—X2 0 —1 \
det| 2 4-x 2 :(4—/\)-det(3_ _1>
—-1 3-2X
—1 0 33—\
SECEPYRN(CEPIEENY
= (4= - (N =6A+8) =4—-N*2-)\).

Damit sind die Eigenwerte von A gegeben durch \; =4 und A\, = 2.
Wir bestimmen nun die zugehorigen Eigenrdume:

e Eigenraum zum Eigenwert \; = 4:

Es ergibt sich der Eigenraum

e Eigenraum zum Eigenwert Ay = 2:

Es ergibt sich der Eigenraum
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Damit ist eine Basis des R?® aus Eigenvektoren von A gegeben, die wir als Spalten in folgende

Matrix T' eintragen:

0 -1 1
T'=11 0 -2
0 1 1
Dann ist T7'AT eine Diagonalmatrix.
Die Inverse ist in diesem Fall
1 11
-1 _ 1 1
I =|-35 0 3
1
3 03
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Aufgabe 2 (3 Punkte) Eine reelle 4 x 4-Matrix A € R*** besitze den komplexen Eigenwert
A =3+ i\/§, habe den Rang 3 und die Spur V7. Geben Sie alle Eigenwerte von A an.

e Da die Matrix reell ist, treten komplexe Eigenwerte mit nichtverschwindendem Imaginérteil als

komplex konjugierte Paare auf. Daher ist ein weiterer Eigenwert von A gegeben durch Ay = \; =
3 —iv2.

e Die Matrix hat nicht den vollen Rang. Daher ist det(A) = 0. Somit besitzt A einen Eigenwert
A3 = 0.

e Als 4 x 4-Matrix besitzt A vier Eigenwerte (Vielfachheiten mitgerechnet). Die Spur einer Matrix

ist die Summe der Eigenwerte. Es gilt daher

\/?:SPA:)\1+)\2+)\3+>\4
=3+iV2+3—iV2+0+ Ay

Somit ist Ay = /7 — 6.
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Aufgabe 3 (5 Punkte) Fiihren Sie eine reelle Partialbruchzerlegung durch fiir

1522 — 242 + 52
xt— 16 '

Zunéchst einmal faktorisieren wir das Nennerpolynom mit Hilfe der dritten binomischen Formel:
2t =16 = (a® +4) - (2" —4) = (@ +4) - (z +2)(z — 2).

Damit ist ein Ansatz fiir eine reelle Partialbruchzerlegung gegeben durch

15x2—24x+52iAx+B+ C N D
x4t — 16 o244 42 =2

Durchmultiplizieren mit dem Hauptnenner und Kiirzen fithrt auf

152% — 24z + 52 = (Az + B)(z + 2)(z — 2) + C(2® + 4)(z — 2) + D(a® + 4)(z + 2)
= (A4 C + D)2* + (B — 2C + 2D)a2* + (—4A + 4C + 4D)x + (—4B — 8C + 8D).

Ein Koeffizientenvergleich liefert das LGS

1 0 11 0
0 1 -2 2| 15

—4 0 4 4||-24|"
0 —4 —8 8| 52

welches auf die Losung A =3, B=1, C = =5 und D = 2 fiihrt. Die reelle Partialbruchzerlegung ist

damit gegeben durch
3r+1 -5 2

.9:2+4+:U+2+a:—2'
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Aufgabe 4 (5 Punkte) Bestimmen Sie alle x € R, fiir die die folgende Potenzreihe konvergiert:

[e'S) on .
D
n=1

Bl

_ 2"

Wir schreiben kurz a,, = NG Zunéchst einmal bestimmen wir den Konvergenzradius p der Potenzreihe.

Es ist

. gt 2
T LSS | B VP gy 2 ,
n—00 |an’ n—oo \/n+1 2% n—oo v/m 4+ 1

so dass p = % ist.

Damit ist klar, dass die Reihe absolut konvergiert fiir alle x € (% — %, % + %) = (0,1)
und divergiert fiir alle z € R \ [0, 1]

Zu untersuchen ist nun noch das Konvergenzverhalten der Reihe in den Randpunkten x = 0 bzw. z = 1:
e Sei z = 0. Dann wird die Potenzreihe zu
= on 1)” = 1
— =] = (—1)"—.
> (8) =X
Da diese Reihe alternierend ist und zudem die Folge <\/LE> monoton fallend gegen Null kon-
neN

vergiert, konvergiert die Potenzreihe im Punkt z = 0 nach dem Leibnizkriterium.

e Sei z = 1. Dann wird die Potenzreihe zu
n=1 \/ﬁ (2 n=1 \/ﬁ

Da fiir alle n € N gilt, dass \/iﬁ > % ist, und da bekannt ist, dass die harmonische Reihe >~ | %

divergiert, ist die Potenzreihe fiir x = 1 nach dem Minorantenkriterium divergent.

Insgesamt ergibt sich, dass die Potenzreihe genau dann konvergiert, wenn z € [0,1) ist.
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Aufgabe 5 (14 Punkte) Gegeben sei die Funktion f: R? — R mit

flz,y) =142 —2* —9* — 2% + 2%y
=(1-2%)-(1+z—y?).

(a) Skizzieren Sie die Niveaumenge von f zum Niveau 0. Markieren Sie in Threr Skizze die Bereiche,
in denen f nur positive Werte annimmt, mit einem “+” und diejenigen Bereiche, in denen f nur

w_»

negative Werte annimmt, mit einem

(b) Bestimmen Sie alle kritischen Stellen von f. Geben Sie jeweils an, ob es sich um ein lokales

Maximum, ein lokales Minimum oder einen Sattelpunkt handelt.

(a) Die gesuchte Niveaumenge ist die Vereinigung einer nach rechts geéffneten und um 1 nach links

verschobenen Normalparabel, deren Symmetrieachse die x-Achse ist, sowie der senkrechten Ge-

/y

raden £ = —1 und z = 1.

AR

//, - \\‘ \
A S R ey S . A h\m ( N
/' 7 3 ) ¥ 71\ ,> X
J // = | . \‘\ \,‘:
/ AAN N RN
/ I YENENEE
/_/' 7 N 1 T S
// A >\\
) J 3 ‘
! /
Tl = +/’

(b) Wir bestimmen zunéchst die kritischen Stellen von f. Es ist

1 -2z — 322+ 2$y2> B (1 —2r — 322 + 2$y2>

Vf(z,y) = ( 2y(a? — 1)

2%y — 2y
Die zweite Komponente wird genau dann gleich Null, wenn y = 0 oder xz € {—1,1} ist.

e Falls y = 0, so wird die erste Komponente genau dann gleich Null, wenn 1 — 2z — 322 = 0.
Die Losungen dieser quadratischen Gleichung sind z; = —1 und zy = % Damit ergeben
sich die kritischen Stellen

S1=(-1,0), S>=(3,0).

e Falls © = —1, so ist die erste Komponente genau dann gleich Null, wenn —2y? = 0 ist, also

wenn y = 0 ist. Es ergibt sich in diesem Fall die bereits oben gefundene kritische Stelle .S .
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e Falls z = 1, so ist die erste Komponente genau dann gleich Null, wenn —4 + 2y? = 0 ist,
also wenn y € {—\/5, \/5} ist. Damit ergeben sich die beiden kritischen Stellen

5= (L-va). si=(1.v2).

Zur Klassifikation der kritischen Stellen betrachen wir die Hessematrix von f:

Hf(z,y) = (

HF(S) = (3 8) Hf(S,) = (_04 _OE),

HA(Sy) = (_;j‘@ _4Oﬁ>, HA(S:) = ( 47; 4?)

Es ist Hf(S2) negativ definit, so dass Sy die Stelle eines lokalen Maximums sein muss.

-2 —6x+2y*> day
4y 202 —2)

Es ist damit

Da die Determinante von Hf(S5) negativ ist, ist die Hessematrix an dieser Stelle indefinit, so
dass wir bei S3 einen Sattelpunkt vorliegen haben.

Da die Determinante von Hf(Ss) negativ ist, ist die Hessematrix an dieser Stelle indefinit, so
dass wir bei S einen Sattelpunkt vorliegen haben.

Um S; = (—1,0) treten in der Vorzeichenverteilung aus (a) sowohl negative als auch positive
Funktionswerte auf. Somit liegt bei S; ein Sattelpunkt vor.

(Die Hessematrix von Hf(.S7) ist nicht indefinit und kann nicht zur Entscheidung herangezogen

werden.)

Alternative: Die Klassifikation der kritischen Stellen kann auch ganz ohne Kenntnis der Hesse-
matrix geschehen, indem wir die Vorzeichenverteilung aus (a) verwenden.

Dass bei S ein Sattelpunkt vorliegt, wird diskutiert wie oben.

Ebenso argumentiert man, dass bei S3 und S; Sattelpunkte vorliegen.

Sei M diejenige Menge, die von der Parabel und der Geraden x = 1 eingeschlossen wird. Da f
stetig und M kompakt ist, nimmt f auf M ein Maximum an. Da f auf dem Rand von M gleich
Null ist und sonst positiv, muss das Maximum im Innern von M angenommen werden. Damit
muss die Stelle des Maximums eine kritische Stelle sein. Da Sy die einzige kritische Stelle in M

ist, liegt damit bei Sy ein lokales Maximum vor.
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Aufgabe 6 (4 Punkte) Gegeben sei die Orthonormalbasis B: by, by, by von R3 mit

1 2 —2
1 1 1
by = 3 21, by = 3 -2 1, by = 3 —1 | . Weiter bezeichne E die Standardbasis von R3.
2 1 2

Fiir die lineare Abbildung ¢: R3 — R3 gelte ¢(by) = —by, ¢(bs) = by und o(b3) = —bs.
(a) Bestimmen Sie die beschreibende Matrix 5P von ¢ beziiglich B.
(b) Bestimmen Sie die Basiswechselmatrizen _id und _id .
E B B E

(c) Bestimmen Sie die beschreibende Matrix 5P von ¢ beziiglich E.

(a) Esist
-1 0
5¥5 0
0 -1
(b) Esist
. 1 2 =2 . 1 2 2
gy =g l2 =2 =1L i, <E1d3> ;2 2
2 1 2 -2 -1 2
(c) Esist
-1 -8 4
e = EidB "5¥p BidE ) -8 -1 -4
4 -4 -7
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Name, Matrikel- Studien-

Vorname: Nummer: gang:

Aufgabe 7 (6 Punkte)

(a) Geben Sie e6™ in der Form a + bi mit a,b € R an. %\/54_ %j

13 __:
10es™

(b) Bestimmen Sie den Betrag sowie den Iméginérteil der komplexen Zahl z = — 5
1 JR——

Gl=| a5 |, mz=| —2-3

(c) Essei M :={ze C~ {0} |arg(z®) = 5}. Weiter sei z € M.

Geben Sie alle Werte aus [0, 27) an, die arg(z) annehmen kann: T

| Ot
DN o

v
67 ™,

Skizzieren Sie die Menge M im unten vorgezeichneten Koordinatensystem.
Im(z)

Aufgabe 8 (4 Punkte) Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte:

) n3_5n72 1 . 1 n/2
@ lm = T T () Jim, (”ﬁ) = | Ve

(b) lim V6" + 3» — 6 (d) lim sin(4z) B
n—oo

z—0 e?a: —1

1
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Aufgabe 9 (5 Punkte) Gegeben seien vy, vs,v3 € R? mit

1 1 0

1 2 2
v = y U2 = U3 =

0 —1 0

0 1 —6

Geben Sie eine Orthonormalbasis g, ug, ug von L(vy, v, v3) so an, dass L(vy) = L(uy) und L(vy,ve) =

L(ug, us) sind.

1 —1 1

1 1 1 1 1 —1

Uy = E 0 y U2 = \/1—0 9 N ﬁ 1
0 2 2

Aufgabe 10 (4 Punkte)

(a) Geben Sie eine Stammfunktion F von f: R — R: x + 2¢5™®) cos(x) an.

F(l’) = 2esin(a:)

(b) Gegeben sei die Parametrisierung C': [0, 7] — R? der Kurve K mit

sin(t)

Bestimmen Sie C'(t), |C'(t)| sowie die Lange L(K) von K:

— sin(t)
C'(t) = 3 @) = V10 LK) = /10
cos(t)
. . — 3 4l 1 4
Aufgabe 11 (2 Punkte) Berechnen Sie den folgenden Reihenwert: Z ol ge?’/ 4 3
"en
n=0
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