Stroppel Musterlésung

28.02.2022, 180min

Aufgabe 1 (10 Punkte) Sei die Quadrik Q := {x eR3 ‘ ' Az + ¢ = 0} gegeben durch

(a)
(b)

—2.

0 2
A=12 3 -1 und c¢:
2

Berechnen Sie A G) —4 G) , Sp(A) und det(A).

Bestimmen Sie die Eigenwerte von A.

(c) Bestimmen Sie eine euklidische Normalform und die Gestalt von Q. Geben Sie auch ein kartesi-

sches Koordinatensystem an, in dem diese Normalform angenommen wird.

(a)

(b)

Es ist
0 2 1 1 4 4
3 -1 11—4)11]l=14]1—-14|=0
2 -1 3 1 1 4 4

Weiter erhalten wir
Sp(A) =043+ 3 =6.

Schliefllich bekommen wir mit der Regel von Sarrus

det(A)=0-3-3+2-(=1)-2+42-2-(=1)=2-3-2—(=1)-(=1)-0—3-2-2

=—-4-4-12-12
= —32.

Wegen (a) ist einer der Eigenwerte \; = 4. Fiir die anderen beiden Eigenwerte Ay und A3 gilt

6:Sp(A):)\1+)\2+/\3:4+>\2+)\3 — A =2-—

und

A3

—32=det(A) =X -da- Mg =4 Xy A3 = Ao N3 =8

Damit bekommen wir
8 =22 X) =2X — A\J <= A3 —-2),—-8=0
und mit der Mitternachtsformel

(A2)1,2=%<2i\/4+74-8) = (24 V36) =143,

| —

Wir erhalten also z.B. Ay =4 und A3 = —2.
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(c)

Alternative: Man berechnet mit der Regel von Sarrus das charakteristische Polynom von A:
xa(s) =det(A —sE3) = —s(3 —8) —4—4—4(3—5)+s5—4(3—s)
= —5(9—65s+5°)—8—24+8s5+s
= —5°+65° —9s — 32+ 9s
= —s" 4 6s° — 32,

Wegen (a) ist eine der Nullstellen s =4 und wir erhalten
xa(s) = =8> +65> —32=(4—5)(s*—25—8) = (4 —3)(4—8)(—=2 — s).

Damit sind die iibrigen Eigenwerte Ay =4 und A3 = —2.

Den Eigenraum V(A;) zu Ay = Ay = 4 erhdlt man durch Losen des LGS (A — \E3)z = 0,

welches explizit gegeben ist durch

-4 2 20 -4 2 2|0
2 -1 =110 | — 0 0 00
2 -1 —-1||0 0 0 00

. . . . 1 0 .
Zwei zueinander senkrechte Eigenvektoren zu A; sind daher v; = <}l) und vy = (—11> , wobei wir

vy schon aus Teil (a) kennen.

Einen Eigenvektor zu A3 kann man analog bestimmen durch Losen des LGS (A — \3E3)x = 0,

welches explizit gegeben ist durch

2 2 20 2 2 20 210
2 5 —-1)0f = |0 3 =3|0]| — =310
2 -1 5|0 0 -3 3|0 010

Man findet zum Beispiel den Vektor vz = (?) .

Wir betrachten nun das neue Koordinatensystem

0 . 1 . 0 . —2
F = (0; 0y, 09,03) = Ols—=1|1|,—F%=|—
V3 V2 6
1 1

Beziiglich T ist die Quadrik gegeben durch die Gleichung

40 0
0=y | 04 0 |y—2=aP4+42-22-2 —= —22—-22+y2+1=0.
00 —2

Damit handelt es sich bei ¢ um einschaliges Hyperboloid.
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Aufgabe 2 (6 Punkte) Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte und Funktionengrenzwerte.

: n_ oktl
(a) 7111—{20 <\/n2 +2n — Vn2 — 5n + 1) (¢) lim 2};
1 = n—o00 = !
(b) lim REET) ’
a—=+oo 3T + 5
(a) Esist

249 2_5 1
\/n2+2n—\/n2—5n+1:(\/n2+2n—\/n2—5n+1)~\/n +2n+ v n
Vn2+2n+vn2 —btmn+1

 n*4+2n—(n*-5n+1)
Vn? +2n++vn? —5n+1

B m—1
n(1+24+/1-2+5)
71
Ji+2+y1-2+%
iy

VIT0+VI—0+0 2
wobei wir im Grenziibergang die Stetigkeit der Wurzelfunktion verwendet haben.

(b) Da In(e®” + x) > In(e”) = z fiir alle x > 0, gilt lir}rn In(e” 4+ z) = +o00. Daher konnen wir die
T—+00

Regel von I'Hospital anwenden (Fall ,, 2 ) und erhalten bei weiterer Anwendung der Regel von
I’Hospital

x « e’+1
In(e” + ) , =% (exﬂ)
z—+oo 3x +5H —+00
e+ 1 2" ezt e 1
im — 2 lim Z lim — = -.
z—+o0 3e? + 3x a—+o0 3e? + 3 a—+o0 e 3

Alternative: Mit Hilfe der Logarithmusgesetze kann man den Ausdruck zunéchst umformen.
Dann ist

In(e” + ) . In (el“ (1 + e%)) ~ im In(e®) + In (1 + e%) ~ lim T+ 1In (1 + e%)
z—+oo 3T + D z—+00 3x + 5 z—+00 3x + 5 z—+00 3x + 5
I1+ilm(1+%) 1
lim x ( - e ) =,
da lim = = 0 und somit lim In (1 + £> = 1In(1) = 0 wegen der Stetigkeit der Logarithmus-
r—+o0o % T—+00 et
funktion.
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(c) Esist

k=3 k=0
k=0
n—o00 . 1 k o 2
X 2252 — 10 = 22 — 10.
k=0

Seite 4 von 4



Stroppel Hohere Mathematik 1/2 Musterlésung 28.02.2022, 180min

Aufgabe 3 (4 Punkte) Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz bzw. Divergenz.

(2) i(;jzii)n () ?}ni%

(a) Hierbei handelt es sich um eine geometrische Reihe.

Diese konvergiert genau dann, wenn } 31j211| < 1. Es ist

L) il V2
3-2i| [3-2i 13

Also konvergiert die Reihe.

(b) Sei a, = # Dann ist a, > 5 > 0 fiir alle n € N. Da die skalierte harmonische Reihe  5-
n n=1

o0
divergiert, divergiert auch > a, nach dem Minorantenkriterium.
n=1
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1122 — 4
Aufgabe 4 (5 Punkte) Es sei f(x) = (xx_ 1)2:2—:_ 95)

fiir den Ausdruck f(z) durch. Bestimmen Sie / f(z)dx.

. Fiihren Sie eine reelle Partialbruchzerlegung

Da das quadratische Polynom z? + 9 keine reelle Nullstelle besitzt, machen wir den folgenden Ansatz

fiir eine reelle Partialbruchzerlegung

11352—695—1—45_ A Bx +C

(x —1)(x2+9) :1:—1+ x2+9
bzw. 112° —6x 4+ 45 = A(z> +9) + (Bx +C)(x — 1) Vz € R.

Setzen wir x = 1, so erhalten wir aus der letzten Gleichung, dass 50 = 10A, sodass A = 5. Ein
Koeffizientenvergleich bei 22 liefert 11 ~A+B=5+B , sodas B = 6. Zuletzt machen wir noch einen
Koeffizientenvergleich bei 2°, woraus 45 Z9A—C=45-C folgt, sodass C' = 0. Damit ist

5 n 6x
r—1 2249

fz) =

Wir erhalten damit
/f(:c) dz = [5In]z — 1| 4+ 3In(z* + 9)] .
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Aufgabe 5 (8 Punkte) Sei f: R*> — R gegeben durch f((z)) = 422 — 3xy. Bestimmen Sie das
Minimum und Maximum von f auf dem Kreis D := {(Z) eR?| 2?4+ y* =1}.

Kritische Stellen:

Man betrachte die Nebenbedingung g(i) =22+ 1y?> — 1 =0. Die Gradienten sind gegeben durch

grad f (x) = (8:5 B 33/) und grad g (x) = (21‘)
Y —3x Y 2y

Es gilt gradg(z) = (gz) = (8) genau dann, wenn (‘;) = (8) ist. Da die Stelle (8) nicht in D liegt, gilt
grad g(z) # (8) fiir alle (z) € D, und wir wissen nach der Multiplikatormethode von Lagrange, dass es
zu jedem Minimum und jedem Maximum der auf D eingeschriankten Funktion f|p ein A € R so gibt,
dass die Gleichungen grad f (z) + Agrad g(;) = (8) und g(z) = 0 erfiillt sind.

Wir finden also alle Maxima und Minima auf D (und méglicherweise weitere nicht relevante Punkte),

indem wir diese Gleichungen nach z,y, A\ 16sen:

8r — 3y + A2z =0
-3+ X2y =0
2+ —1=0.

Wir 16sen die zweite Gleichung nach x auf, d.h. x = % - Ay. Setzen wir dies in die erste Gleichung ein,
so erhalten wir
16 4 4 9
0=— Ay —3y+--Ny=—-y- [ N+4r-=].
g Tty Y=gy ( * 4)
Die Losung y = 0 scheidet aus, da daraus x = 0 folgt und (5) = (8) ZgD.
Damit bleibt die quadratische Gleichung A\? + 4\ — % = 0 zu l6sen. Diese besitzt die Losungen A = 1

2
und )\:—g.

Betrachten wir A = % und setzen dies in die zweite Gleichung dann erhalten wir x = £. Setzen wir

dies wiederum in die dritte Gleichung, so folgt (z) = \j/t—llo(é)

Ein analoges Vorgehen fiir A = —g liefert = —3y und (z) = %(—31)
Einsetzen der kritischen Stellen:

PG = =3 wd £35(5) =3

5.
Damit gilt min{f(z)| z € D} = —1 und max{f(z)| v € D} = 3.
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Aufgabe 6 (6 Punkte) Gegeben seien die Kurve K mit Parametrisierung

2
OF [1, \/5] —R*: t— COt) = <2i3) sowie das Skalarfeld

£:(0,400) x (0,400) = R: (xl) 1+ (3332)2.

i) 2x 1
Berechnen Sie

(a) die Lénge der Kurve K,

) [ )

6t
62 und damit |C'(t)| = v/36t2 4+ 36t* = 6]t|v/1 +t? , wobei wir wegen t = 0 die

Betragsstriche auch weglassen kénnen.

Es ist C'(t) =

(a) Die Linge der Kurve K ist gegeben durch

V3 V3
/1ds:/ |C’(t)|dt:/ 6iv/T+ 2t
K 1 1
Subst u=1+t2 / \/_du _ 2U3/2} =16 — 4\/_

(b) Esist

23
M)IC ()] dt = / \/ 320N TR

2 3t2

[

/ fc
/ V142 6tV1+2dt = /1(6t+6t3)d

=9+ —-3-—-=6+12=18.

V3
3 27 3

= |3t + =t!
{ T3 L 2 2
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Name, Matrikel- Studien-
Vorname: Nummer: gang:

Aufgabe 7 (3 Punkte) Seien ey,...,e; die Standardbasisvektoren in R* und sei

70 0 6
0100
A=
0010
6 0 0 7
(a) Berechnen Sie
7 0 0 6
0 1 0 0
Ae1 = s Aeg = s A€3 = und Ae4 =
0 0 1 0
6 0 0 7
(b) Bestimmen Sie die Eigenwerte von A: 1, 13
und die geometrischen Vielfachheiten der Eigenwerte von A: di =3, dig=1

Aufgabe 8 (5 Punkte) Gegeben seien die zwei Basen B: by, by, b3 und C': ¢, ¢9, 3 fiir den Vektorraum
Vi={f:R—=R|3ap,a1,a2 € R: f(z) = ape” + ayxe” + aax’e”}, wobei

bi(x) = €”, bs(r) = 2%e”,

e’ ca(x) = (x —1)e”,

by(x) = xe”,

c1(z) c3(z) = (2* + 1)e”.

Weiterhin sei die lineare Abbildung ¢: V — V' f(z) — f(x + 1) gegeben.

(a) Stellen Sie ¢3 und ¢(by) als Linearkombination der Basisvektoren aus B dar:

C3 = 1b1+0b2+1b3 ) (,O(bl): 6b1+0b2+0b3

(b) Bestimmen Sie die Matrizen _id , ¢ und ¢ .
B¢’ BB B C

1 -1 1 e e e e 0 2e
BldC: 0 1 0 » 5P T 0 e 2 y 5P = 0 e 2
0 0 1 0 0 e 0 0 e
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Aufgabe 9 (5 Punkte) Gegeben seien die komplexen Zahlen, z; = 1 —i und z, = (1 +1)(1 — v/31).

(a) Schreiben Sie z; in Polarkoordinaten mit Argument in [0, 27).

2 = V2 (cos(F) +isin(TF))

1

(b) Bestimmen Sie |z3| und arg(zs) € [0,27).  |2] = u und arg(zg) =

(c) Schreiben Sie Z—g in der Form a + bi mit a,b € R. 2 1 + V3
1 “1 2 2

Aufgabe 10 (4 Punkte) Gegeben seien die Vektoren

0 2 3
bi=11], bo=]0]|, by3=|1]| R
1 2 1

Bestimmen Sie ein Orthonormalsystem F' : fi, fo, fs mit L(f;) = L(by) und L (f1, fa) = L (b1, b2),
sowie die Inverse der Matrix M := (f1 f2 f3).

1 1

10 ' 2 11 1 (2)7275
F:| — |1 — | -1 — | 1 und M = 2 =1 1
: : V6 V6 6

\/51 Jél \/3_1 A
V3 V3 V3

Aufgabe 11 (4 Punkte) Gegeben ist die Funktion f: R? — R mit f((z)) = e"Ycos(z).

Bestimmen Sie den Gradienten und die Hesse-Matrix im Punkt (Z) € R2.

s () (=) Q)] (e, )

Bestimmen Sie das Taylorpolynom 2. Stufe zum Entwicklungspunkt ( ) = (2“).

€T
Yy s

T ( f, (m) (%D —|  emtem(w—2m)—e™ (y—m)—e™ (z—27) (y—1)+ L (y—7)2

Yy ™
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