Stroppel Musterlésung

27.02.2023, 180min

Aufgabe 1 (4 Punkte) Fiir alle n € N gilt:

2
k=1
(a) Beweisen Sie diese Aussage anhand vollstandiger Induktion.
10
(b) Berechnen Sie Z (—1)*k2.

k=1

(a) nzl:

Z (="K = —1 (=D'-1-(1+1)

1
2
k=1

@ n — n + 1: Es gilt mit der Induktionshypothese (@9: Die Aussage ist wahr fiir beliebiges

aber festes n ), dass

2

_ )"+ H2n+2-n)
2

_ " D )+ 1)

2

Somit gilt die Aussage mit dem Prinzip der vollstdndigen Induktion.
(b) Wir nutzen die bewiesene Aussage und rechnen

—1 1010 10+1
k=1

Alternative:

PG

e
I
—_

= 55.
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Aufgabe 2 (5 Punkte)

(a)

(b)

Bestimmen Sie alle Losungen der Gleichung

z2+z—|—1—i
i

in der Form z = a + bi mit a,b € R.

Bestimmen Sie das Argument ¢ € [0,27) der komplexen Zahl

(1+1)(1 —1)(42i — 42)
(24 2i)(2 — 2i) (7 +7i)

(a)

Die Gleichung kann umgeformt werden zu

(b=
Daraus ergeben sich (z—l—%)Q = 1(cos(5)+isin(%))
aty o= cos(f)+isin() =F+Fi
st} = cos () 4isin(E) =
Z1 = —1_2\/§+§i
Z = —Hz\/i—‘/?ii

Alternative 1:

Mit der Mitternachtsformel ergibt sich

212 = ) + w2

wobei w5 die Lésungen von w? =1 — (3 —1i) =1 sind.

Nach Anwendung der Wurzelformel erhalten wir

— 1 4 1

wl—ﬁ+\/§1

- _1 _ 15

Wy = =75 — 5l

und somit

1-v2 2 -

n=—152 4 2

1+v2 V2.

Zy = — 5 — 5

Alternative 2:

Mit z = a + bi kann die Gleichung umgeformt werden zu
(a+bi)?+ (a+0bi)+3—1=0.
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(b)

Wir erhalten
(> =V +a+7)+(2ab+b—1)i=0,

und daraus (durch Vergleich von Real- und Imaginérteil) das Gleichungssystem

CLZ—b2—|—a—l—}l = 0,
200+0—-1 =

Die erste Gleichung kann man umstellen zu a® + a + ; = b?, also (a + 3)? = b*. Daraus ergibt
sich b = £(a + %) Setzt man die beiden Moglichkeiten in die zweite Gleichung ein, erhélt man
die beiden Fille

2a?+2a+3 = 0: Diese Gleichung hat keine reellen Losungen, weil 2a°42a+3 = 2(a®*+a+1)+1 =
2(a+ %)2 + Ll; fiir reelle @ immer positiv ist. (Geneigte Loser konnen auch damit argumentieren,

dass die Diskriminante in der von ihnen bevorzugten Losungsformel negativ ist).

2a% + 2a — % = 0: Die beiden Losungen sind

V2

a; = #5, dann ergibt sich b; = 5° aus der zweiten Gleichung,

—1—v2
2 )

e[S

ag = dann ergibt sich b, = —%= aus der zweiten Gleichung.

Mit den so ermittelten Real- und Imaginérteilen ergeben sich also

1,\/5 \/5
Zl _T+717
1+\/§ \/5

Multiplikation zweier komplexer Zahlen bewirkt eine Addition der jeweiligen Argumente, wohin-

gegen eine Division die Subtraktion der Argumente bewirkt.

Man berechnet den Winkel fiir w aus den Argumenten der Faktoren im Zéhler und im Nenner

als
7T+77T+37T 7r+77r+7r oom
4 4 4 4 4 4] 2
=2 =2

Dieser Winkel liegt im Bereich [0, 27) und ist deshalb das Argument von w.
Alternative 1:
Die Ausdriicke (1+1)(1—1) sowie (24 2i)(2—2i) treten komplex konjugiert mit positiven Realteil
auf und liegen deshalb auf der positiven reellen Achse.
42i-42 _ 42 i-1

Es bleibt dann noch das Argument von === = °= {75 zu bestimmen.

Die Argumente von (42i —42) sowie (m + i) konnen abgelesen werden (als 2 bzw. Z), und der
Winkel fiir =1 ergibt sich als

1+
3¢ om _ow
4 42
Dieser Winkel liegt im Bereich [0,27) und ist deshalb das Argument von i1;+11’ und damit auch

() (1-i)(42i-42) _ _(A4i)(1-i) -1

(2+20)(2=2i)(m+mi)  (2+2i)(2—2i) 1+i°

das Argument von w =
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Alternative 2:

Man berechnet:

(1+i)(1—1)(42i — 42)  2(42i — 42)

(24 2i)(2 = 2i) (7 +7i)  8(m + i)

421—-1 42(1—1)2 42 21, 21 ™ .. (T
= — = —— :—1:—1:—<cos<—>+1sm<—>>.
Adr 1 +1 T 2 47 2 2 2 2

Somit ist ¢ = 7.
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Aufgabe 3 (7 Punkte) Fiir a € R{ sei die Matrix A, gegeben durch

1 I} 0
Ao=1 0 —-a «
-1 0 -«

(a) Bestimmen Sie alle Eigenwerte von A, in Abhéngigkeit von «.

(b) Berechnen Sie nun die Eigenwerte und Eigenrdume der Matrix A,.

(a) Per Definition ist das charakteristische Polynom der Matrix A, gegeben durch

Xa,(A) = det(A, — AE3) = det 0 —a—2A a
—1 0 —a— A
=1-NA+a)P+0-a>-0-0-0
=—(A =1\ 422\ + ) —a?
= -\ = X(2a—1) = Aa? —20a).

Zur Bestimmung der Eigenwerte der Matrix A, suchen wir die Nullstellen des charakteristischen
Polynoms. Wegen ya,(A\) = =X = A\2(2a — 1) — M(a? = 2a) = =X - (A2 + A\(2a — 1) + (o? — 2a))
gilt:

Xa,(A) =06 —A- (A + A2 — 1) + (a® — 20)) = 0.

Wir erhalten zwei Fille:
(i) Ay =0.
(i) M+ A2a—1)+ (a* —2a) =0

200 — 1 200 — 1)2
:>)\2,3:—a2 :I:\/<Oé4 ) —a? 4+ 2
1 -2« 1
— + -
2 T3
1

-5 (0 -20) £ vIaFT).

Daher sind die Eigenwerte der Matrix A, gegeben durch:

A1 =0, )\2:%((1—2a)+\/4a+1), )\3:%((1—2a)—\/4a+1)
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(b) Fiir a = 2 sind die Eigenwerte der Matrix A, gegeben durch
A =0,
1
=5 ((1-2-2)+VI2+1) = 51— 4+3) =0,
1

Ag_i((1—2-2)—\/4-2+1>_%(1—4—3)_—3

DN | —

Nun bestimmen wir die zu den Eigenwerten \;, zugehorigen Eigenvektoren vy, (kK =1,2,3) durch
Anwendung des Gauf-Algorithmus. Es gilt: (Ay — Ay Es)ve = 0.

(1) )\17220:
1 2 00 1 2 010 1 2 010 10 210
0 -2 210 — [0 =2 210 — [0 =2 2|0 | — —
-1 0 -2]0 0 2 -2]0 0 0 00 00| ofo
Somit ist der Eigenraum zum Eigenwert A o:
-2
V(deg)=<qt] 1 teR
1
4 2 010 4 2 010 2 1 00 1 0[-=1]0
01240 —=101 20| —(01 2|0]|— 2
—10 10 0240 0000 00 ofo
Somit ist der Eigenraum zum Eigenwert A3:
1
1
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Aufgabe 4 (6 Punkte) Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte und Funktionsgrenzwerte:

(a) lim (VI6nZ+ 30— 4n) () 1 S =0+
o= 1—-k
(b) Jim >~

(a) Erweitern via binomischer Formel und anschlieBendes Ausklammern der fithrenden Potenz liefert

V16n2 + 3 4
lim V16n2 +3n — 4n = lim Vv 16n2 4+ 3n — 4n - n A ontan
n—00 n—00 \V16n? 4+ 3n +4n

16n2 4+ 3n — 16n? _ 3n
= l1m = l1m
n—00 \/16m2 + 3n +4n  n—o0 \/16n2 + 3n + 4n
3 3

n
lim — - =-.
n—oon  (/16+3/n+4 8
(b) Es handelt sich um eine Teleskopreihe, es gilt

—Z<——) >0 ﬁ)(ﬁ—)

RV R A A T T

:_1+_7
n!

1 1
also lim ZTk:—l—l—hm———l—i—O:—l.

n—00 n%aan‘

Die Piinktchen dienen hier zur Veranschaulichung, sie lassen sich so préazisieren:

n n n n n—1 n—1 n—1
S (bt =i N am = N b= at L b A g=a]
k=1 k=1 k=1 k=1 =0 k=1 =1
Alternative:
n n n
. . . 1-k 1 k 1 1
Wie oben schreiben wir N Z (H — E) = Z (E — = 1)!>
k=1 k=1 k=1
und bemerken . .

und
lim En ; = ;O l =e
n—00 £= (k—1)! — 0
=1 1
Also gilt lim g —(5 E>_§ E:(—l—ke)—e:—l.
n—oo . .
k=1 =0
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(c) Da Zahler und Nenner gegen Null konvergieren, kann man (zweimal) den Satz von I’'Hospital

anwenden:
at4a?—6r+dm . @'t —6r+4) 42t 4206
lim = lim =lim —5——+—
e=>1 In(z) —z+1 norz=l - L(n(z) — x4+ 1) a1 1
d 3 2
, < (42° + 22— 6 12 2 14
lg Hn dac(d 1 ):1 x—l_'_:—:—lél
//%” z—1 E(; — ) z—1 —=3 —1
Alternative Losung:
ot —6r+d o gt —6r+4) 4242206
lim o am Ty =lm ————
z—1 ln(x) —r+1 0! =1 a(ln(x) — x4+ 1) z—1 o= 1
o 4zt 4222 — 62 vH L. %(4x4 + 22% — 6)
= lim = lim <& 5
z—1 1—=2x "o z—1 @(1 — x)
1623 + 42 — 6 14
S i il Y
z—1 —1 -1
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Aufgabe 5 (4 Punkte) Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz:

= nl . n+1
(@) >, — () > 5
n=1 n=1

(a) Wir berechnen

Ap1 o L _
(n+ 1)t nl (n4+1) 1 (n+ 1)

Qn

(n+1)! n» n+1 n" n" (1 1)_"

Nach Quotientenkriterium erhalten wir

: NN
=lim (14— =e =-<1
n—00 n (S

und damit die Konvergenz der Reihe.

Ap+1
Qn,

lim

n—oo

(b) Fiir alle n = 1 gilt die Abschéitzung

n+1
3n2—2

v

Wl
S|

n
3n?

=1
Da die harmonische Reihe 3 E — divergiert, divergiert auch die urspriingliche Reihe.
n
n=1
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Aufgabe 6 (8 Punkte) Berechnen Sie die folgenden Integrale:

de () /0 e sin(z) dz

@ [50a o [ e

(a) Die Partialbruchzerlegung liefert

549 4 AL Br+C
x(x?+3) x  22+3
<:>5:E2+9;Ax2+3A—|—B:1:2~I—C’:r:x2(A+B)+xC+3A
=A+B=5 (C=0, 34=9

= A=3 B=2 (=0

/53:2+9d /3+ 2x d
r= [ — T
3 + 3z r 243

Ausfithren der Integration ergibt

Daher gilt

522 +9 9
/x3+3x dz = [3In|z| + In(z* + 3)].

du — 9 cos(2x) liefert:

(b) Integration via Substitution 4 + sin(2z) = u, $¥

~cos(2x) 1

\/m 5/%&1:[\/&}:[ 4+Sin(2x)].

Wir berechnen

w/4 w/4
[4+mmﬂ —V5-2.

0

cos(2x)
0 /4 + sin(2

Alternative Losung:

Integration via Substitution 4 + sin(2z) = u, ¢ = 2cos(2z), u(0) = 4, u(r/4) =5, liefert:

/4 cos(2x) 1 b1

0 /4+sin(2 \/_
= [\/5]4 =V5-2.

(c) Die partielle Integration (zweimal) liefert
/ e~ sin(z) dz = [—e~* cos(z)] — / e cos(z) du
— [~ cos(x)] - ([  sin(z)] + / " sin(a )m«)
= [~e*(cos(x) + sin(x / * gin(z
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Damit erhalten wir
1
/ex sin(z) doe = [—gex (cos(x) + sin(m))} .

Schliefilich berechnen wir

“+oo B 1 B
/ e sin(x) dz = lim e ’sin(x) dz = lim [—iex (cos(x) + sin(x))}
0

B—+oo Jg B—r+o0 0
_ % (51—1>r+n e P(cos(B) +sin(B)) — e°(cos(0) + sin(O)))
1
=3

Die zuletzt verwendete Konvergenz 5lim e ?(cos(B)+sin(B)) = 0 ergibt sich wegen Blim e P =0
—+00 —+00
aus den Abschéitzungen

—2¢77 < e (| cos(B)] — [ sin(B)]) < e (| cos(B) + sin(B)])

?(cos(B) +sin(8)) < e(| cos(B)] + [ sin(B)]) < 2e7”

Se”
Se”

mit dem Sandwich-Argument.
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Aufgabe 7 (6 Punkte) Gegeben sei die Funktion

(a)
(b)

f:R* > R: (l) — f(x) = 22 + 2% — 2%y,
Y Y
Berechnen Sie den Gradient V f und die Hesse-Matrix Hf von f.

Bestimmen Sie alle kritischen Stellen von f und klassifizieren Sie diese (Minimum, Maximum,
Sattelpunkt).

(a)

(b)

Durch Ableiten bekommen wir den Gradient
v/ (x) _ 2x — 4y
y 4y — 22°
Hf(x): 2 —4y —4x ‘
Y —4x 4

Zur Berechnung der kritischen Stellen muss der Gradient nullgesetzt werden und das resultierende

20 —4zy\ 1 (0
4y — 22° - \o
1,2

Umformung der zweiten Gleichung fiihrt zu y = ;2°, einsetzen dieser Gleichung in die erste

und die Hesse-Matrix

Gleichungssystem gelost werden.

Gleichung ergibt
r—2°=0 = x(l-2%=0.

Somit gilt 1 =0, x93 = £1.

Insgesamt erhalten wir also die drei kritischen Stellen

A=) 5 (i) 2

Zur Klassifizierung der kritischen Stellen werden diese in die Hesse-Matrix eingesetzt, dadurch

erhalt man

w(Q)= (20w = (0 ) (- (0)

Es muss noch bestimmt werden, ob diese Matrizen positiv definitiv, negativ definit oder indefinit

sind. Berechnen der Determinanten liefert
det Hf 0\ _s det Hf L 16 Hf ! 16
€ == € = — = — .
0 ’ 1/2 ’ 1/2
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Damit folgt:
o P = (8) ist ein Minimum, da die Determinante und die Spur Sp Hf(g) =2+ 4 =6 beide
positiv sind.
e P, und Pj sind Sattelpunkte da die Determinanten negativ sind.

Alternative Losung: Die Eigenwerte zu den Hesse-Matrizen an der kritischen Stellen lauten:
Eigenwerte von Hf (8) sind A\; =2 und \y = 4.

Eigenwerte von Hf(l}Q) sind \jo =2+ 24/5.

Eigenwerte von Hf(l_/12) sind A\jo =2=% 2/5.

Daraus folgt ebenso, dass bei P, = (8) ein lokales Minimum und bei P, = (1_/12), Py = (1_/12)
Sattelpunkte vorliegen.
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Name,

Vorname:

Matrikel-

Nummer:

Studien-
gang:

Aufgabe 8 (5 Punkte) Es seien die Vektoren u; und uy gegeben durch

(a) Sei a der Winkel zwischen u; und us.

Bestimmen Sie

COS ¥ =

Uy =

I

Sl

(c) Bestimmen Sie einen Vektor

v € L (uy,uz) so, dass v normiert

und senkrecht zu w; ist:

4
U = 5

3

(b) Bestimmen Sie den Fldcheninhalt F' des von

uy und us aufgespannten Parallelogramms:

F= 5

(d) Fiir R? seien die Basen B und &; gegeben
durch

0 1 0
B: Uy, U2, 0 ) 53: 0 ’ 1 )
0 0 1

Bestimmen Sie die Basiswechselmatrix

4
V= 1 0
5
3 210
sidg = T 00
ol
Aufgabe 9 (3 Punkte) Berechnen Sie die Summen
> 2ntl e~ on—1 1
—1)" — _ — - 2_1
;( ) (2n)! m “—~ nl 2(e )

Aufgabe 10 (3 Punkte) Berechnen Sie Entwicklungspunkt zy sowie Konvergenzradius p der folgenden

komplexen Reihen

Reihe 20 p
o z n

z 1) _
> ( o+ 3 3
n=1
St (2 -1+ ) 1 - 2 0
n=0
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Aufgabe 11 (5 Punkte)

Gegeben seien die Parameter «, 8 € R sowie das lineare Gleichungssystem fiir x1, x5, x3 € R:

T1+ 225+ 3x3=1
201 4+ (4 + a)ry + (ma+ 6)xg = f+ 2
1+ 2+ a)rs + Ba+3)xs =20+ 1

(a) Bestimmen Sie die zugehorige erweiterte (b) Fiir welche Paare (a,f) € R? ist A,z = by
Koeffizientenmatrix nicht 16sbar?
1 3 1
[Aa[bs] = 2 d+a) (ma+6)| p+2 (o, ) € {0} x (R~ {0})
1 24a) Ba+3)|28+1

(c) Es sei jetzt (o, 8) = (0,0). Bestimmen Sie die Lésungsmenge £ S R* von Agz = by:

1 —2 -3
ﬁ: 0 +)\1 1 +)\2 0 )\1,)\2€R
0 0 1

2

Aufgabe 12 (4 Punkte) Gegeben sei die Funktion f: R — R: 2+ f(2) := e(n@)",

Bestimmen Sie die Ableitungen

f'(x) = 2e61@)” sin(z) cos(z)

(x) = esin(®))? (2(3111(33))2((:08(:6))2 + (cos(z))? — (sin(:c))2>

und das Taylorpolynom der Stufe 2 zum Entwicklungspunkt zy = 7:

nlh )= Vet V(o= 5)+f (o -3’
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