Stroppel Musterlésung 21.08.2023, 180min

Aufgabe 1 (10 Punkte) Sei f: R? — R gegeben durch f(z) = 23 + 3zy%. Bestimmen Sie jeweils
den minimalen und den maximalen Wert, der von f auf der Ellipse D := {(z) € R?| 2z +y* =5}
angenommen wird.

Sei g: R? = R die Nebenbedingungsfunktion g(%) := 2z? + y? — 5. Dann folgt fiir die Gradienten

T
Y

3x* 4 3y° 4
grad f (x) — [ Y und grad g(x) — (™ .
Y 6zy Y 2y
Insbesondere ist gradg(z) = (8) nur fiir (z) = (8) ¢ D erfiillt, und die Methode von Lagrange kann
angewendet werden.

Zu jedem Maximum und Minimum von f | p findet man also ein A € R so, dass die Gleichungen

gradf(i) + )\gradg(z) = (8) und g(z) = 0 erfiillt sind:
322 +3y° + 4z =0 (1)
6xy +2\y =0 (II)
202 + 94> —5=0 (I11)

Durch Faktorisieren von (II) erhalten wir 2y(3z+ ) = 0 und somit die zwei Fille y = 0 oder A = —3z.

Fall 1 (y = 0): Einsetzen in (III) liefert somit = = j:\/g und damit die kritischen Stellen

d/(1 5/(1
Sl = \/;(0) und SQ = — 5 (0) .
Fall 2 (A = —3z): Einsetzen in (I) liefert
32 +3y% —4-320% = 922 + 3 =0

und somit y = +3z.
Einsetzen in (IIT) liefert letztlich

2¢% + (£V3z)? =522 =5

und folglich x =1 oder x = —1. Insgesamt erhalten wir damit die vier kritischen Stellen

= () 5-(o)
S5 = (;%) und  Sg = <__\}§).

Einsetzen der 6 kritischen Stellen in f ergibt

o 55

f8) =57 &) =-1"7 [(5)=1(5) =10, [(S5)=1(5%)=-10
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Da f stetig und die Ellipse D kompakt ist, sind die globalen Maximalstellen und die globalen Mini-

malstellen von f|p unter den kritischen Stellen vertreten.

Hierbei gilt
5v/5 125
=== <V100=10,
2v/2 8

Damit liegen bei S; und S5 weder maximale noch minimale Werte vor.

Insgesamt erhalten wir fiir den minimalen Wert min{f(z)| 2 € D} = —10 und fiir den maximalen
Wert max {f(z)| z € D} = 10.

Seite 2 von 14



Stroppel Hohere Mathematik 1/2 Musterlésung 21.08.2023, 180min

Aufgabe 2 (4 Punkte) Gegeben sind die Vektoren

1 1
1 1 —1

Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis U : uy, ug, ug so, dass
L(Ul) = L(bl), L(U17u2) :L(bhbg) U.Ild L(U17U2,U3> :L<b1,b2,b3)

ist und dass U : uy, us, uz ein Rechtssystem ist.

Mittels Schmidt-Verfahren erhalten wir

1 1 !
u = —b - —— 1 s
VB
1 . . 1 5 1
= b —_ b —= _— s —— — _ —
Ugy o — (by | ur) uy 1 B A 1 3 2
1 1 1
und somit
1
1, 1
Us — Uy = —=
|U2| 2 \/6
Fiir den letzten Vektor erhalten wir
u§ = bg — <b3 ‘ U1>U1 — <b5 | U2> (5)
0 1 1 1
B 0 ( 1 ) 1 | ( 1 ) 1 5| = 1 0
V3© V3 V6 V6 2
—1 1 1 -1
und somit
1, 1
Uz = — Uy = —=
|U3| ’ \/§
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Um zu priifen, ob es sich um ein Rechtsystem handelt, berechnen wir det(uy, us, us):

iV
det(uy, ug, u3z) = det —\/Lg \/lg 0
11 1 11 1

1
:ﬁﬁﬁdet -12 0 :6((_2+0_1)_(0+1+2)):_1'

Wir kénnen also in einem der Vektoren das Vorzeichen dndern, um auf ein Rechtssystem zu kommen.
So ist z.B. durch

1 1 —1
1 1 1
1

|
ein Rechtssystem mit den gewiinschten Eigenschaften gegeben.

Alternative: Anstatt us mittels Schmidt-Verfahren zu berechnen, kann man auch das Kreuzprodukt

verwenden. Dieses garantiert, dass wir ein Rechtssystem erhalten: Mit

1 1 —-1-2 —1

» 1 1|« 1 5 1 1 1-1 1 0
Ua = U Uy = —— J— —_— R — _ —_— —_—
TR A Vel Ve Ve, C V2

ist U : uy, us,uz ein Rechtssystem.
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Aufgabe 3 (3 Punkte) Fiir aj,as € R sei die Folge (ay,)nen rekursiv definiert durch
Ap = Qp_1 — Ap_o fiir n = 3.

Zeigen Sie mittels vollstindiger Induktion, dass aspy1 = (—1)%a; fiir alle & = 0 gilt.

Induktionsanfang (k = 0): Es gilt fiir £ =0

aspi1 = az041 = a1 = (—1)%; = (=1)*a;.

Induktionsschritt (kK — k+1): Sei ein k = 0 gegeben.
Verwenden diirfen wir die Induktionshypothese: Es ist as.; = (—1)*a;.

Mit der rekursiven Definition der Folge wird damit

A3(k+1)+1 = @3(k+1) — A3(k+1)—1
= A3(k+1)—-1 — A3(k+1)—2 — A3(k+1)—1
= —a3(k+1)-2

= —a3k+1

Somit ist der Induktionsschritt gezeigt.

Also gilt die Behauptung fiir alle & = 0.
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Aufgabe 4 (5 Punkte) Gegeben sei der reelle Vektorraum

U= {f R—R| Jaj,as e R : f(x) :ale$+a2xe$}
mit zugehorigen Basen B: by, by und C': ¢q, ¢y mit
b(z) =37, () = (x — 2"
ca(r) =e€", ca(x) = xe® .

Gegeben sei ferner die lineare Abbildung ¢: U — U: f — ¢(f), wobei die Funktion ¢(f): R — R
gegeben ist durch

(e(f) (@) = f(2z —3) &7
(a) Bestimmen Sie (¢(b1)) (z) und (¢(bs)) ().
(b) Bestimmen Sie Skalare o € R fir j, k € {1,2} so, dass gilt:
@(b1) =ai1-c1+agr-co
(b)) =na-c1+ago-co.

(c) Bestimmen Sie die Matrix s

(a) Es gilt
122 — 3) - e? 7% = 3e* P = 3!

(20 —3)-e¥ " = (22 — 5)e** P " = (20 — 5) e !

(b) Nach (a) ist

und somit a;; = 3e™ !, az; =0,

sowie
(p(b2)) () = (20— 5) "t = (20— 5) e -
=2 . ze’ —Be e’ = —be ey (x) + 2 eo(w)
und somit ;9 = —5e~! und agy = 2e7t.

(c) Die in (b) bestimmen Skalare bilden die Koordinatenvektoren der Bilder der Basiselemente von
B beziiglich der Basis C', es gilt fir k € {1,2}

a1k
b)) = ’ .
C(SO( k) (a&k)
(oo el —he !
C¢B Qg1 022 0 26_1 '
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Aufgabe 5 (6 Punkte)

(a) Berechnen Sie das folgende unbestimmte Integral.

/ 323 + 5x? + 3z

d
241 .

(b) Berechnen Sie
1 1
/ () £1,,
e

zln(x)

(c) Zeigen Sie, dass das folgende uneigentliche Integral konvergiert.

+00 o
/ Slﬂ(;t) e
1 l’

(a) Wir fithren zunéchst eine Polynomdivision durch, um den Grad des Zéhlers kleiner als den des

Nenners zu machen. Es ergibt sich
32° 4+ 52% + 3z = (3z + 5)(2® + 1) — 5,

sodass

3 2
/393 + 5z +3xdx:/(3x+5)dx—/ > da

22 +1 22+ 1

3 5 5
= {éx +5x}—/x2+1da:

3
= [§x2 +5x—5 arctan(x)} :

(b) Wir machen die Substitution v = zIn(z). Damit ist 9 =1 In(z) + z- L = In(z) + 1 und die

Grenzen des Integrals werden zu u = e - In(e) = e (unten) und zu u = e°In (e®) = e°*! (oben).
Es ergibt sich

eC+1

e® 1
e zln(x) e U

ee+1
= [Inful]g

=In(e"™) —Infe) =e+1-1=e.
Alternative: Neben der alternativen Substitution u = In(z) ist es ebenfalls moglich, zunéchst

das unbestimmte Integral zu berechnen und anschliefend die Integralgrenzen einzusetzen. Im

Folgenden kombinieren wir beide Wege. Es ist

/de:/u—H-eudu:/u+ldu:/ 1—|—1 du
xIn(x) et - u u u

= [u+In|u|] = [In(x) + In|In(z)]|] .

Einsetzen der Grenzen liefert

[In(z) +1In|In(z)|]S = In(e®) +In|ln(e*)| — In(e) —In|In(e)| =e+1—-1—-0=c.
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sin(x)

(c) Esist |=32| <272 fiir © # 0 . Da das Integral f1+°° x~*dz fiir @ > 1 konvergiert, konvergiert

insbesondere auch f1+oo =2 dz und damit nach dem Majorantenkriterium auch das urspriingliche

Integral.

Seite 8 von 14



Stroppel Hohere Mathematik 1/2 Musterlésung 21.08.2023, 180min

-2 -4 0 0

o . 0O 4 0 O

Aufgabe 6 (5 Punkte) Gegeben sei die Matrix A := 0 9 9 o
0 —2 -2 2

(a) Bestimmen Sie die Losungsmenge £ des linearen Gleichungssystems (A — 4E,)z = 0.
(b) Geben Sie das charakteristische Polynom x4(\) von A als Produkt von Linearfaktoren an.
(c) Ist A invertierbar?

(d) Ist A diagonalisierbar?

(a) Wir verwenden das Gaufverfahren:

-6 -4 0 0
0 0 0 0 0
0 2 =2 =200
0 -2 =2 =2 0

—§Zi: |1 2 0 010
Zs: | 0 1 -1 -1 0
754 324 0 0 -2 =210
Zy: | 0o 0 0 010
1 2 0 0o
Zy — 575 0 1 0 010
—373 0 0 1 110
0 0 0 01 o0
7y — 27, 1 0 0 0 o0
0 1 0 01 o0
0 0 1 110

0 0 0 00 |
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woraus wir

ablesen.

(b) Wir nutzen aus, dass A eine untere Blockdreiecksmatrix ist:

-2 4 2 =2
Xa(A) =det (A — AEy) = det (( 0 4 ) - )\E2> - det <<_2 ) > - AE2>

= (-2 (- (2N - 4)
=(A+2)(A—4) (4 —4N+ 1> —4)
=(A+2)(A—4) (V> —4)
=X (A +2)(\ —4)?
Alternativer Losungsweg 1:
—2—-X —4 0

, , 0 4—-) 0 _
Wir entwickeln y4(A) = det 0 ) nach der 2. Zeile und erhalten:

Xa(A) = det

—2-X 0 0
= (=1)*"2(4 — ) det 0 2-X =2
0 -2 2-A
=@=N((=2=ME2=-N2-2) —4(-2-1))
=(A+2)A—4) (4 —4N+ X —4)
= AA+2)(\ —4)?

Alternativer Losungsweg 2:

Aus (a) wissen wir, dass A; = 4 ein Eigenwert sein muss, ferner kénnen wir den Eigenwert Ay = —2
direkt ablesen, ein zugehoriger Eigenvektor wire e;. Da ferner die letzte Zeile ein Vielfaches der
vorletzten ist, hat die Matrix nicht vollen (Zeilen-)Rang, insbesondere ist die Determinante — und
damit ein Eigenwert — gleich 0. Also A3 = 0.

Wir berechnen )4 iiber die Spur, es gilt

SpA:)\1+>\2+)\3—|—)\4
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(c)

(d)

und also

A =SpA—A— X — A3
—6—(—2)—4-0=4.

Wir erhalten somit
Xa(A) = AA+2)(A —4)°

Nein, A ist nicht invertierbar, da nach (b) A = 0 ein Eigenwert ist.
Alternativer Losungsweg 1:

Wir nutzen die Blockdreiecksgestalt und berechnen:

-2 —4 0 0
0 4 0 0 -2 —4 2 =2
det = det - det =-8-0=0
0 2 2 =2 0 4 -2 2
0o -2 =2 2

Da die Determinante gleich 0 ist, ist A nicht invertierbar.

Alternativer Losungsweg 2:

Da die vierte Zeile offenbar ein Vielfaches der dritten ist (Faktor —1), sind die Zeilen linear

abhéngig, die Matrix hat nicht vollen Rang und ist somit auch nicht invertierbar.

GeméaB (a) und (b) gilt fiir die geometrische und die algebraische Vielfachheit des Eigenwerts

A=4
64:27&12614.

Folglich ist A nicht diagonalisierbar.
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Aufgabe 7 (6 Punkte)

. . . s oo [ e@)y? 4 o
(a) Bestimmen Sie alle a € R, fiir die das Vektorfeld v, : R* — R?: — ) )
. . . y e(@v?) 4 229%e(®¥7) 4 3¢
ein Potential besitzt.

(b) Bestimmen Sie ein Potential fiir das Vektorfeld v, .

(a) Da R? einfach zusammenhéngend ist, besitzt v, genau dann ein Potential, wenn rotv, = 0 ist.
Wir haben

9 0
rot v, (z) = a(e(mﬂ) + 21,y2€(:vy2) + 3@) B a_y(e(my2)y3 i a)

— )2 4 9 26) | 9pydel@n?) _ (e(xy%%yzx 4 3y2e<xy2>>

=0.

Daher besitzt v, fiir alle o € R ein Potential.

(b) Fiir ein Potential ® von v; muss gelten: V& = v;. Damit gilt insbesondere
? (@) B / (™ +1) dz = ™y + z + c(y).
Y
Dieser Schritt ist auch im Fall y = 0 giiltig, wie eine Probe zeigt.
Weiter soll gelten

0 d
—d (<x)> = (") 4 20y%e(™) 4 —¢(y) L eley?) 4 2xy2e™’) + 3
dy Y dy
d
& — =3
W
& cly) =3y+d fireindeR

Wir konnen d = 0 wahlen.

Fiir v; ist ein Potential ® auf R? damit gegeben durch

® (@) = oy +x+ 3y.
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Name, Matrikel- Studien-

Vorname: Nummer: gang:

Aufgabe 8 (4 Punkte) - g4 1Im .

(a) In der Gaufischen Zahlenebene sind komplexe 3l 1 |
Zahlen z; und zo gegeben: siehe Skizze.
Zeichnen Sie die Zahlen wu:= z; + 2, und - 21 .
v = 21 - 2o ebenfalls ein. i Z.l W .

(b) Geben Sie die Losungen wy,ws der Gleichung

in der Form a + bi mit a,b € R an:

iw? + (2 + di)w + 4 +4i =0

-2

—2+2i L

Aufgabe 9 (6 Punkte) Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte und Reihenwerte.

(a) lim

n—oo
lim

(b)

(c)

(

In(1 — 3z)

z—0 sin (72)

4dn +1 n_
4n a

3x+7

im —————— =
r—+o0 22 + sin(2x)

DO | o

(d) lim arctan

(£) > (1"

n—oo

2k

(k

3k
-2

(=(2))
_3 (e) g ;3]6 _

9e~3

Aufgabe 10 (3 Punkte) Sei E das Standardkoordinatensystem. Der Punkt P habe im kartesischen

Koordinatensystem [F = ((

(a) Bestimmen Sie den Standardkoordinatenvektor von P:

0
5

M

3

5
4
5

(39

_4
) , < 5>> den Koordinatenvektor ]FP
5

P=
E

)

(

4
12

(b) Bestimmen Sie das Bild von v € R? unter der Koordinatentransformation .

e (V)

1

5

(

S0
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Aufgabe 11 (3 Punkte) Es sei ¢ : R® — R? die Spiegelung an einer Ebene E, welche den Punkt

1 1
P=| 4 | auf den Punkt ¢(P) = | 0 | abbildet.
0 0
1
(a) Bestimmen Sie den Mittelpunkt M € R?® der Strecke von P nach p(P): M = 2
0
0
(b) Bestimmen Sie einen Vektor v € R*\{0}, der senkrecht zur Spiegelebene E steht: v =
0
x
(c) Bestimmen Sie die Spiegelebene: E = y| eR¥| y=2
z

224+2x—1 fallsz < —1
Aufgabe 12 (5 Punkte) Gegeben sei die Funktion f: R — R: z +— ¢ 23 falls -1 <z <1
224+x—1 falsz >1

(a) Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte.

m f(z)=| -1, lim f(z)=| 3 |, lim f'(x)=| 3 |, lim f'(z)=| 3

li
z——1-0 z——140 z—1-0 rz—140

(b) Skizzieren Sie den Graphen von f im Bereich —3 £ = < 2:

= 5..y -

= 4 + -

(c) Fiir welche x € R ist f nicht stetig differenzierbar? T € { -1 }
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