Stroppel Musterlésung 26.02.2024, 180min

Aufgabe 1 (10 Punkte)
Es sei die Quadrik © definiert durch

o={() =¥

Bestimmen Sie eine euklidische Normalform sowie ein kartesisches Koordinatensystem, in dem diese

922 + 622 —dxy20 + 6V5 2, — 8525 — 10:0}.

angenommen wird.

Die Gleichung fiir Q ist gegeben durch z' Az + 24"z + ¢ = 0 mit

(o 2\ (sE
L I A R

Das charakteristische Polynom von A lautet (9 — A\)(6 — A\) —4 = A2 — 15\ 4+ 50 und besitzt die

Nullstellen
15 /225 15 /25 15 5
)\172—?:‘: 7—50—?:‘: Z_7i§’ also)\l—lound)\g—5.

Einen Eigenvektor zum Eigenwert A\; = 10 von A erhalten wir durch Losen des LGS

-1 =210
-2 410

-2
und finden damit zum Beispiel ( . > .

1
Genauso bekommen wir einen Eigenvektor zum Eigenwert Ao =5 von A, etwa <2> :

Wir normieren nun diese Eigenvektoren und betrachten das neue Koordinatensystem

0 1 (-2 1 (1
() 5 50)

Beziiglich F ist die Quadrik gegeben durch die Gleichung

T

1 (10 0 —10 9 9
0=y 0 s Y+ 2 y — 10 = 10y] + 5y; — 20y; — 10y, — 10.

Wir substituieren nun passend, um die linearen Terme verschwinden zu lassen:

10y; — 20y; = 10(y; — 1)* =10 und  5y5 — 10y, = 5(y2 — 1)* — 5.
S~—— N~——

=:z1 =zZ2
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Also gilt fiir den neuen Ursprung P

Sl
ot
VR
[— |
)
[N
~_
VR
—_ =
~_
I
|H
ot
VR
o |
—_
~

1
P= ( ) und damit P= P =
F 1 E

Wir erhalten damit das neue Koordinatensystem

G- L (—=1\ 1 (-2 1 (1
VE\3 ) VB 1) V52
und beziiglich dieses Systems ist die Quadrik gegeben durch die Gleichung

1 {10 0O 9 9
0=z 0 s z — 25 = 1027 + 5z5 — 25.

Zuletzt teilen wir noch durch —25, um die gesuchte euklidische Normalform zu erhalten

(1)

— 0 2 1
O:zT<O 1>z+1:—ng—gz§+l.
5
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Aufgabe 2 (10 Punkte) Berechnen Sie die folgenden Integrale:

v — 8z + 14 .
(a) / 2ze™) da (b) / 2@ 12 dx (c) /sm(4x)(:1:2—|—3) dx
0
(a) Substitution mit u = 2? liefert “ = 2z und damit:

VT 7
/ 2z el da:—/e“ du=[e"]f =¢" —e®=¢" — 1.
0 0

(b) Die Partialbruchzerlegung liefert

/—3x2—8x—l—14 dxi/ A n B n C dx
(x+2)(z—1)2 S r+2 -1 (x—1)2

< —3x2—8x+14;Ax2—2Ax+A+Bx2+Bx—QB+C’x+2C'

e 32— 8r+14=(A+ B+ (-24+ B+ C)z+ A—2B+2C
— A=2 B=-5 C=1

Daher gilt

/—3x2—8:1:+14 d / 2 n -5 n 1 d
T = x
(x+2)(x—1)2 r+2 -1 (x—1)?

Ausfithren der Integration ergibt

2 -5 1
/ + + do = {21n(|x+2|)—51n(|x—1|)—

r+2 -1 (x—1)?2 x—1

(c) Zweimalige partielle Integration liefert:

/ sin(4x)(® + 3) da = —Cos(4x)i(x2+3)1 - / ~ cos(dr) ;2 d

_ —icos(4x)(x2—l—3)] +3 / cos(dz)z da

= —icos(4x)(x2+3) + %sin(élx);lx} — % / sin(4x)i dz
= [~ coslda)(a +3) + ésin(élx)x} - é / sin(dz) dz

! 1 1
=|-3 cos(4x)(x? + 3) + 3 sin(4x)x + 3 COS(4?L‘):|

1 23 1
=2 cos(4x)(z* + g) + 3 sin(4x)m}
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A= o € R?*2,
-1 1

(a) Zeigen Sie durch vollstandige Induktion, dass fiir alle n € N gilt

A — gn1 2n+ 3 4n
-n 3-2n/)

Aufgabe 3 (5 Punkte) Es sei

(b) Bestimmen Sie A3,

(a) Wir zeigen die Aussage fiir n = 1: Es gilt

g (2143 41\ (54,
-1 3-2-1 ~1 1

@Wir nehmen an, dass die Aussage fiir ein n € N gilt.

@Wir zeigen die Aussage fiir n 4+ 1 unter der Annahme der Induktionshypothese fiir n:

e An.A@?,"*l (2n—|—3 4n )(5 4>

—n 3—2n -1 1

_ gl 10n+15—4n 8n+ 12 +4n
- —3+2n —4n+3 —2n

_ g 6n+15 12n+ 12
—3n—3 —-6n+3

_ g1y 2n+5 4n+4
—-n—1 —2n+1

_ g1 2n+1)+3  4(n+1)
- —(n+1) 3-2n+1))

Somit gilt die Aussage fiir n + 1. Nach dem Prinzip der vollstéindigen Induktion gilt die Aussage

somit fir alle n € N.

(b) Nach Aufgabenteil (a) ist
g (20343 43\ (0 12) (81 108
-3 3—2-3 -3 =3 =27 =27
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Aufgabe 4 (6 Punkte)
(a) Bestimmen Sie mit Hilfe des Sandwichsatzes den Grenzwert der Folge (/2" + 3" + 4" + 57),,cn.

(b) Bestimmen Sie die folgenden Funktionsgrenzwerte
3/ 4 4 4%
(i) Tim VIV (ii) lim —
a1 o —1 z—2 sin(mz)

(a) Es gelten
Vo g3 45 > /5 =5 und V2 +3"+47n+ 50 <450 =3/4-5 55

fiir n — oo. Daher gilt lim,,_,o /2" + 3" + 4" + 57 = 5.

(b) (i) Wir kénnen I’'Hospital anwenden und erhalten
lim M ”i lim lx*2/3 _ 19(:73/4
e —1 21 3 4
111
3 412

(ii) Wir konnen I’'Hospital anwenden und erhalten
43 —In(4)4°

x4 - 43; ”%(4
= i
a2 meos(mx)

201~ ).

.

) sin(mx)
1

=—(32—-1In(4)16) = —
Y32~ m(a16) = &
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Aufgabe 5 (4 Punkte) Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz, indem Sie jeweils eine

geeignete Minorante oder Majorante finden.

! = (=54 (—1)m-7)
@ 3 yiro Ora

(a) Die Wurzelfunktion ist monoton und es gilt 33n < 33n3 fiir alle n € N. Daher folgt

! > ! ! L 1 fir all eN
> = — = ~ fiiralle n )
V3n3+33n — v3n3+33n3  V/36n3 V36N

oo 1

Somit bildet die skalierte harmonische Reihe % > 1 eine Minorante von )

o0 1
n=1 {/3n3133n "
Wir wissen, dass erstere divergiert und nach dem Minorantenkriterium divergiert daher auch die

. o0 1
Reihe 357 wo==ss

(b) Es gilt

(54 (DD (=5 DT 120 e e,

n! n! n!

Somit bildet die Exponentialreihe > 7 13—,” = e!? — 1 eine konvergente Majorante fiir die Reihe

n=1
oo — 1"
Zn:l( 5+(n!1) ) :

Nach dem Majorantenkriterium konvergiert somit auch die Reihe >~ %ﬂ
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ee] Tz 2 n
Aufgabe 6 (5 Punkte) Bestimmen Sie die Menge aller x € R, fiir welche die Potenzreihe Z @
n
n=1
konvergiert.

Die Potenzreihe ldsst sich schreiben als

> 0 fiir n =0
Z an(x —4)" mit a, =
n—0 _n;?” sonst.
Wegen
| Qny1 . (n+1)122n+1 1. n? 1. 1 1
lim =lm —F——=-lm — =7 lim —= =
n—oo | Qy, n—00 —om 2 n—oo (n + 1)2 2 n—oo (1 + %) 2

ist der Konvergenzradius der Reihe 2.

Die Reihe konvergiert daher schon mal (absolut) auf dem Interval (2,6) und divergiert auflerhalb von
[2,6].

Wir miissen die Reihe also nur noch untersuchen fiir x =2 und z = 6.

(a) = =2:1In diesem Fall ist Y >, G2 _ S CEU" und diese (alternierende) Reihe konvergiert

n2 n=1 n2

nach dem Leibniz-Kriterium, denn (n—g)neN ist eine monoton fallende Nullfolge.
%

n
-2 . . . . .
S > L und wir wissen bereits, dass diese Reihe
n=1n )

(b) = 6: In diesem Fall ist Z:;l(

konvergent ist.

n2

Insgesamt konvergiert die Reihe also fiir alle x € |2, 6].
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Name, Matrikel- Studien-

Vorname: Nummer: gang:

Aufgabe 7 (4 Punkte) Sei f:R* = R:z = (J!) = 22} + 2z125 + 623 — 102) — 3875

(a) Bestimmen Sie den Gradienten und die Hessematrix von f.

Vi) = <4x1—|—2x2—10> wd Hf(e) = (4 2)

2z1 + 1229 — 38 2 12

(b) Die Funktion f hat eine einzige kritische Stelle z. Bestimmen Sie diese und entscheiden Sie, ob

ein lokales Minimum, lokales Maximum oder ein Sattelpunkt vorliegt.

1
Bei der Stelle z = ( ) handelt es sich um ein lokales Minimum
3

Aufgabe 8 (5 Punkte) Wir definieren a: R?* — R? als die lineare Abbildung, welche

1 —1 0 1 -1 0
afv))=|[11], alva)=] 2 |, alvs)=| =1 erfillt fir v;:=[0], vor=]| 1 |, v3:=] 1
1 2 -3 0 1 —1

(a) Stellen Sie den zweiten und den dritten Standardbasisvektor in R? jeweils als Linearkombination

der Vektoren v, vs und vz dar.

0 1 —1 0

1 = 1 0ol + 1 1|+ 1 11,
2 2 2

0 0 1 —1

0 1 —1 0
1 1 -1

of = = oo a0
2 2 2

1 0 1 -1

(b) Bestimmen Sie die Matrixbeschreibung der Abbildung « beziiglich der Standardbasis E des R?.

I
—_ =
o = o
w N O
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Aufgabe 9 (6 Punkte) Gegeben sei die Funktion f: R — R: z — e* 22,

(a) Geben Sie die folgenden Ableitungen an.

f(x) = 2e% (2% 4 ) f(z) = 227 (227 + 4z + 1)

(b) Geben Sie ein Intervall [a,b] mit @ < b an, das zp = 1 im Innern enthélt und in dem f streng
monoton und differenzierbar ist. Geben Sie die Ableitung der Umkehrfunktion f~* von f an der
Stelle y = f(xg) an.

1 1
a,b] = —.10 4 =1 = -
) {2 ] i/~ ) y=F(z0) Ae?

(c) Geben Sie das Taylorpolynom der Stufe 2 im Entwicklungspunkt zo =1 an.

T(f x, 1) = e +4de?(x — 1) + 7e* (v — 1)?

Aufgabe 10 (3 Punkte) Gegeben sei die Kurve K mit Parametrisierung

C: [0,27] — R?: t > ¢ (Z?jg;)

Bestimmen Sie die Ableitung von C', den Betrag dieser Ableitung und die Lénge der Kurve K.

ORI G ol B B G IS R LK) = VA1)

(sin(t) + cos(t))

Aufgabe 11 (2 Punkte)

Zeichnen Sie die komplexen Losungen der Gleichung w* = —16 in die Gauische Zahlenebene ein.
i 1 1 1 1 4 1 Im I I I I |
- 3 + -
- 2 + -
o (0]
- 1 + -

Re
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