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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H1. Konvergenzkriterien
Untersuchen Sie folgende Reihen auf Konvergenz.

(@) o, (3 (0) X5y ner

(b) 302 (55) (d) > (=" (Vn+1-+n)

2n

L6ésungshinweise hierzu:
(@) Da (—1)" € {—1,1}, gilt fiir alle n:

n+(-1)"z2n-1

und also

1 n+(—1)" 1 n—1
<= (- <(=) =2
si=(a) - 5(a) =2

Die Reihe

>2(3)

konvergiert, da die geometrische Reihe mit ¢ = % konvergiert. Nach dem Majoranten-

kriterium konvergiert somit auch die gegebene Reihe > °°

n=1 \2

Nachbemerkung: Da die Reihe positive Summanden hat, stimmen fiir sie die Begriffe Konvergenz und absolute Konvergenz iiberein.

Alternative I:

Mit a, = (l)n+(*1)n

5 > () erhalten wir

nt(=1)"
J— 1 "
S\ 2

(="
— 1 "
2 \2
Nun bilden wir den Grenzwert:
/N
fim Vlan| = lim 5 - (5) =5 i

Da lim,,_. % = 0 ist, folgt

i Vil =1-(3) =5 <1
im a,l==-(=) == .

Somit konvergiert die Reihe nach dem Wurzelkriterium.
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1. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Alternative Il: Wir unterscheiden ungerade und gerade Indizes.
Fiir n =2k — 1 ist (—1)?*=! = —1, also

B 1 (2/<:—1)—1_ 1 2k—2— 1 k—1
A2k—1 = 5 = 5 = é_l .

Fiir n = 2k ist (—1)%* =1, also

B 12k:+1_1 1k
@k =1\ 73 —o2\1) -

. . o
Damit berechnen wir den Grenzwert von >~ | (%)nﬂ "

S ()Y = T e + 0 am
= ZZL (zl;)k_l + % ZZL (i)k
= Y (B iy, ()
1 1 1

T

1
1

i
[l el

I
D= +
N[

|
Wik =
+

Somit ist die betrachtete Reihe konvergent.
(b) Firn =1 ist

und daher

Fiir den Grenzwert gilt

1 1 1
lim {/|a,| = lim = (1+— ) == < 1.
A lanl £&2(+n> 2

Somit konvergiert die gegebene Reihe nach dem Wurzelkriterium .

(c) Sei a, = ne=""). Wir wenden das Quotientenkriterium an und erhalten unter Verwen-

a
dung des Potenzgesetzes & = e? b

1) o(—+1)2)
— lim (n+1)e

n—o0 n e(_”Q)

an+1
Qp

lim

n—oo

— lim n+1 X e—(nQ—&-Qn—i—l)—ﬁ—n2
n—oo N

1
= lim (1 + —) e 2t
n—oo n

=1-0=0<1.

Somit ist die Reihe nach dem Quotientenkriterium konvergent.
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(d) Sei a, = (—1)"(vVn+1—/n). Es gilt

n+14++/n
0] = (Vi ¥ T - i) - LTV
vVn+1++/n
 n+l-n
vn+1++/n
1
CVnFl+yn
Es ist
1 < 1

= ’anl-

|an+1| =

Vn+24+vn+1 7~ Vn+1+n

Also ist die Folge (|a,|)nen monoton fallend. Ferner ist

1
lim —— =0
n—oo \/n+ 14 +/n

Da weiterhin die Reihe >~ | a,, alternierend ist, konvergiert >~ | a,, nach dem Leibniz-
Kriterium.
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Aufgabe H 2. Konvergenz und absolute Konvergenz

Priifen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz und auf absolute Konvergenz.

(b)

(z) £ x fir € RT verwenden.

Z COS n7T

Lésungshinweise hierzu:

(a)

(b)

Konvergenz priifen: Die Reihe ist alternierend. Wir verwenden das Leibniz-Kriterium:
Fir m = 2 ist

| = =
U | = :
In(m)
Es ist (|am|)m>2 eine Nullfolge, denn
: : 1
lim a,, = lim =0
M—00 m—00 ]n(m)

Es ist (Jam|)m>2 monoton fallend, weil die Logarithmusfunktion fiir z > 1 streng mo-
noton wachst. Damit sind aIIe Voraussetzungen des Leibniz-Kriteriums erfiillt. Somit ist

die gegebene Reihe >~ *_, (1 ) konvergent.

Absolute Konvergenz priifen:
Wir betrachten die Reihe der Absolutbetrage:

Aus In(m) < m fir m = 2 folgt
L1
In(m) = m
Da die harmonische Reihe >, = L divergiert, divergiert nach dem Minorantenkriterium

auch > ln ) . Also ist die gegebene Reihe > >, % nicht absolut konvergent.

Konvergenz priifen: Es gilt

_cos(nm) 1

= = (=1)" it b, = —.
ay, NG (=1)"b, mitb, Tn

Die Reihe ist also eine alternierende Reihe. Da lim,, .., v/n = +00, folgt

Die Folge (b,)nen = (|an|)nen ist somit eine Nullfolge. Da /n + 1 > /n ist, gilt

1 1
b1 = e T

=b,, Vnz=1.
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Die Folge (b,)nen = (Jan|)nen ist somit monoton fallend.

Die gegebene Reihe Y 7 %\/’%ﬂ konvergiert daher nach dem Leibniz-Kriterium.

Absolute Konvergenz priifen: Die Reihe der Absolutbetrage
>
n
n=1
divergiert, da die harmonische Reihe > >° L eine divergente Minorante ist, siehe auch

n=1n
Beispiel 1.9.12.

Die gegebene Reihe Y 7 Coi%“) konvergiert also nicht absolut.

S
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Aufgabe H 3. Majorantenkriterium und Teleskopreihen
(a) Seien 2,y € R} . Folgern Sie aus (y/z — \/y)> 2 0, dass z +y = 2\/zy ist.

(b) Seien (uy)nen und (v,)nen Folgen mit w,,v, € Ry fir n € N. Seien > >°  u, und
> > v, konvergente Reihen. Zeigen Sie, dass Y " | 2v/u,v, eine konvergente Reihe

ist, fiir welche gilt:
22\/%% = Zun + Zvn .

n=1
R 1
(c) Berechnen Sie nz:; nn 1)
> 1
(d) Berechnen Sie nz: nnt2) ) -
7 ter Verwend b, c): Es ist s -
eigen Sie unter Verwendung von (b, c): Es is Z (n+1)n+2)2 =1

Lésungshinweise hierzu:
(a) Esgilt

(Vz =) 20 = (V2)' —2Vafy + (Vy)* 2 0
= r—-2/ry+y=0
= r+y=27y.

(b) Wegen u,,, v, € RS ist mit (a)
0 < 2y, v, < uy + vy,

fir n € N.
Da > 07 (un+vn) =D 0"  up+y o v, als Summe zweier konvergenter Reihen eben-

falls konvergent ist, ist >~ (u,+v,) eine konvergente Majorante von > | 2, /u,vy,.
Daher ist > ° | 2,/u, v, nach dem Majorantenkriterium konvergent. Ferner ist

szgz U, + Un) Zun—i-Zvn
n=1

n=

(c) Die Reihe

- 1 (n +1) -
DT R e s (R )
ist eine Teleskopreihe. Ihr Grenzwert erglbt sich als

N N

g >y = S (-

= lim (
N—>oo

3I'—
+ |~
—_
N——

3

(-
§|'—‘
=z 3
t
S|
~

\/w

1

= lim [ 1—
N—
=1.
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Alternative: Es wird
ZZ‘Ll W
= limyeo Zn 1 (% -
= iy (2 )
+(5-H+ [ -
= limy_eo (1 — ﬁ) =

Siehe auch 2.8.2 aus HM 1.

(d) Ebenso ist die Reihe

oo

1 (n+2)-n 1o
nz:lnn~l—2 ;§'W_§;(__n+2)

eine Teleskopreihe. Ihr Grenzwert ergibt sich als

=z

N
lim 1 zlhmz<l— 1 )
N—yo0 £ n(n+2) 2 N-oo ~\n n+ 2
N N+2
1 1 1
= — lim (Z—— —)
2 N—oo n n
n=1 n=3
1 . 1+1 1 1
= — lim - — —
13
2 2
3
=7
Setze
1 1
Uy = , Uy = .
n(n+1) n(n + 2)
Dann ist
SN 2 2
Uy, Uy, = = .
\/n2(n+1)(n+2) n\/(n+1)(n+2)
Mit (b) und (c) ist
(c) 3 7
= 2\/Up Uy = n =14+-—=-.
e SV DD SIULERE B

n=1
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Aufgabe H 4. Quotientenkriterium

n
Fi Ich R* k iert die Reih —7?
(a) Fiir welche a € onvergiert die Reihe Z e

o) n=1
n n
(b) Kann die Reihe g +2\/_ mittels Quotientenkriteriums auf Konvergenz gepriift
werden? i

L6ésungshinweise hierzu:
(a) Sei b, == fiir n = 1. Dann ist

anrl
bn,

_(n+1)* a”
- an+1 ’ na

B n+1\" 1
N n a

Wir erhalten
1 1\ 1 1\
L := lim _'<n+ ) =~ lim <1+_)
n—oo [ Q n a n—oo n
1 1
:—la:—_
a<) a

e Nach dem Quotientenkriterium konvergiert die Reihe, wenn dieser Grenzwert L
kleiner als 1 ist, d.h. wenn

1
—<lundalsoa>1
a

ist.
e Fiir 0 < a < 1 divergiert die Reihe, da dann L > 1 gilt.

e Im Grenzfall L = 1 liefert das Quotientenkriterium keine Aussage. Einsetzen von
a =1 in die Summenformel liefert die Reihe

0o 0
nl
n=1 n=1

Diese Reihe ist divergent.

Somit konvergiert die Reihe > 0° % fiir a € (1,00). Fiir a € (0,1] divergiert die
Reihe.

(b) Es gilt

U1 n+l+vn+1 n?
(n+1)2 n++/n
n® +n?+n*/n+1
nd+2n2+n+ (n2+2n+1)y/n
14+ 14 votl
I+24+ 54+ +5+5)vn
1+1+4/14+ 5

= 2 1 1 2 T
I+t tantonton

Qn

:W|H|:w|H
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Da sowohl Zahler als auch Nenner im Grenzwert gegen 1 laufen, ist

. An41
lim

n—o0

=1.

Qn

Somit ist keine Aussage mit dem Quotientenkriterium moglich.
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p Frischhaltebox

Aufgabe Hb5. \V\olistindige Induktion
Zeigen Sie mit vollstandiger Induktion, dass fiir n € Ny gilt:

SnH = (c1p 2D

2
k=0

Lésungshinweise hierzu: (I1A): Wir zeigen die Aussage fiir n = 0: Es ist

Z(_Dka —0= (_1>00(0 + 1)

2
k=0

(1S): Sei n = 0. Wir zeigen die Aussage fiir n+1 unter der Hypothese (IH), dass sie fiir n gilt.

> (1R = (Z(—DW) + (=)™ (n+1)?

k=0

81y 2D 1 1y 4y

2
= (-1)""'(n+1) ( 5 >

2

— ()" (n + 1) ((n +1)— 9)

2n + 2 3 ﬁ)
n+1)((n+1)+1)

5 .

— (-1

| Damit ist die Behauptung fir alle n € N, gezeigt.
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