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Lösungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 1. Konvergenzkriterien

Untersuchen Sie folgende Reihen auf Konvergenz.

(a)
∑∞

n=1

(
1
2

)n+(−1)n

(b)
∑∞

n=1

(
n+1
2n

)n (c)
∑∞

n=0 ne
(−n2)

(d)
∑∞

n=1(−1)n(
√
n+ 1−

√
n)

Lösungshinweise hierzu:

(a) Da (−1)n ∈ {−1, 1} , gilt für alle n :

n+ (−1)n ≧ n− 1

und also

0 ≦ |an| =
(
1

2

)n+(−1)n

≦

(
1

2

)n−1

= 2

(
1

2

)n

.

Die Reihe
∞∑
n=1

2

(
1

2

)n

konvergiert, da die geometrische Reihe mit q = 1
2
konvergiert. Nach dem Majoranten-

kriterium konvergiert somit auch die gegebene Reihe
∑∞

n=1

(
1
2

)n+(−1)n
.

Nachbemerkung: Da die Reihe positive Summanden hat, stimmen für sie die Begriffe Konvergenz und absolute Konvergenz überein.

Alternative I:

Mit an =
(
1
2

)n+(−1)n
> 0 erhalten wir

n
√

|an| = n

√√√√∣∣∣∣∣
(
1

2

)n+(−1)n
∣∣∣∣∣

=

(
1

2

)n+(−1)n

n

=
1

2
·
(
1

2

) (−1)n

n

.

Nun bilden wir den Grenzwert:

lim
n→∞

n
√
|an| = lim

n→∞

1

2
·
(
1

2

) (−1)n

n

=
1

2
lim
n→∞

(
1

2

) (−1)n

n

.

Da limn→∞
(−1)n

n
= 0 ist, folgt

lim
n→∞

n
√

|an| =
1

2
·
(
1

2

)0

=
1

2
< 1.

Somit konvergiert die Reihe nach dem Wurzelkriterium.
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Alternative II: Wir unterscheiden ungerade und gerade Indizes.

Für n = 2k − 1 ist (−1)2k−1 = −1 , also

a2k−1 =

(
1

2

)(2k−1)−1

=

(
1

2

)2k−2

=

(
1

4

)k−1

.

Für n = 2k ist (−1)2k = 1 , also

a2k =

(
1

2

)2k+1

=
1

2

(
1

4

)k

.

Damit berechnen wir den Grenzwert von
∑∞

n=1

(
1
2

)n+(−1)n
:∑∞

n=1

(
1
2

)n+(−1)n
=

∑∞
k=1 a2k−1 +

∑∞
k=1 a2k

=
∑∞

k=1

(
1
4

)k−1
+ 1

2

∑∞
k=1

(
1
4

)k
=

∑∞
k=0

(
1
4

)k
+ 1

8

∑∞
k=0

(
1
4

)k
= 1

1− 1
4

+ 1
8
· 1
1− 1

4

= 4
3
+ 1

6
= 3

2
.

Somit ist die betrachtete Reihe konvergent.

(b) Für n ≧ 1 ist

an =

(
n+ 1

2n

)n

> 0

und daher
n
√

|an| =
n+ 1

2n
=

1

2

(
1 +

1

n

)
.

Für den Grenzwert gilt

lim
n→∞

n
√

|an| = lim
n→∞

1

2

(
1 +

1

n

)
=

1

2
< 1.

Somit konvergiert die gegebene Reihe nach dem Wurzelkriterium .

(c) Sei an = ne(−n2) . Wir wenden das Quotientenkriterium an und erhalten unter Verwen-
dung des Potenzgesetzes ea

eb
= ea−b :

lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = lim
n→∞

(n+ 1) e(−(n+1)2)

n e(−n2)

= lim
n→∞

n+ 1

n
· e−(n2+2n+1)+n2

= lim
n→∞

(
1 +

1

n

)
e−2n−1

= 1 · 0 = 0 < 1 .

Somit ist die Reihe nach dem Quotientenkriterium konvergent.
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1. Gruppenübung Höhere Mathematik 2

(d) Sei an = (−1)n(
√
n+ 1−

√
n) . Es gilt

|an| = (
√
n+ 1−

√
n) ·

√
n+ 1 +

√
n√

n+ 1 +
√
n

=
n+ 1− n√
n+ 1 +

√
n

=
1√

n+ 1 +
√
n
.

Es ist

|an+1| =
1√

n+ 2 +
√
n+ 1

≦
1√

n+ 1 +
√
n
= |an|.

Also ist die Folge (|an|)n∈N monoton fallend. Ferner ist

lim
n→∞

1√
n+ 1 +

√
n
= 0 .

Da weiterhin die Reihe
∑∞

n=1 an alternierend ist, konvergiert
∑∞

n=1 an nach dem Leibniz-
Kriterium.

info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel/ Seite 3
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Aufgabe H 2. Konvergenz und absolute Konvergenz

Prüfen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz und auf absolute Konvergenz.

(a)
∞∑

m=2

(−1)m

ln(m)
. Sie dürfen ln(x) ≦ x für x ∈ R+ verwenden.

(b)
∞∑
n=1

cos(nπ)√
n

Lösungshinweise hierzu:

(a) Konvergenz prüfen: Die Reihe ist alternierend. Wir verwenden das Leibniz-Kriterium:
Für m ≧ 2 ist

|am| =
1

ln(m)
.

Es ist (|am|)m≧2 eine Nullfolge, denn

lim
m→∞

am = lim
m→∞

1

ln(m)
= 0.

Es ist (|am|)m≧2 monoton fallend, weil die Logarithmusfunktion für x > 1 streng mo-
noton wächst. Damit sind alle Voraussetzungen des Leibniz-Kriteriums erfüllt. Somit ist
die gegebene Reihe

∑∞
m=2

(−1)m

ln(m)
konvergent.

Absolute Konvergenz prüfen:
Wir betrachten die Reihe der Absolutbeträge:

∞∑
m=2

∣∣∣∣(−1)m

ln(m)

∣∣∣∣ = ∞∑
m=2

1

ln(m)
.

Aus ln(m) ≦ m für m ≧ 2 folgt

1

ln(m)
≧

1

m
.

Da die harmonische Reihe
∑∞

m=2
1
m

divergiert, divergiert nach dem Minorantenkriterium

auch
∑∞

m=2
1

ln(m)
. Also ist die gegebene Reihe

∑∞
m=2

(−1)m

ln(m)
nicht absolut konvergent.

(b) Konvergenz prüfen: Es gilt

an =
cos(nπ)√

n
= (−1)nbn mit bn =

1√
n
.

Die Reihe ist also eine alternierende Reihe. Da limn→∞
√
n = +∞ , folgt

lim
n→∞

1√
n
= 0 .

Die Folge (bn)n∈N = (|an|)n∈N ist somit eine Nullfolge. Da
√
n+ 1 >

√
n ist, gilt

bn+1 =
1√
n+ 1

≦
1√
n
= bn, ∀n ≧ 1.
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Die Folge (bn)n∈N = (|an|)n∈N ist somit monoton fallend.

Die gegebene Reihe
∑∞

n=1
cos(nπ)√

n
konvergiert daher nach dem Leibniz-Kriterium.

Absolute Konvergenz prüfen: Die Reihe der Absolutbeträge

∞∑
n=1

1√
n

divergiert, da die harmonische Reihe
∑∞

n=1
1
n
eine divergente Minorante ist, siehe auch

Beispiel 1.9.12.

Die gegebene Reihe
∑∞

n=1
cos(nπ)√

n
konvergiert also nicht absolut.
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Aufgabe H 3. Majorantenkriterium und Teleskopreihen

(a) Seien x, y ∈ R+
0 . Folgern Sie aus (

√
x−√

y)2 ≧ 0 , dass x+ y ≧ 2
√
xy ist.

(b) Seien (un)n∈N und (vn)n∈N Folgen mit un, vn ∈ R+
0 für n ∈ N . Seien

∑∞
n=1 un und∑∞

n=1 vn konvergente Reihen. Zeigen Sie, dass
∑∞

n=1 2
√
unvn eine konvergente Reihe

ist, für welche gilt:
∞∑
n=1

2
√
unvn ≦

∞∑
n=1

un +
∞∑
n=1

vn .

(c) Berechnen Sie
∞∑
n=1

1

n(n+ 1)
.

(d) Berechnen Sie
∞∑
n=1

1

n(n+ 2)
.

Zeigen Sie unter Verwendung von (b, c): Es ist
∞∑
n=1

2

n((n+ 1)(n+ 2))1/2
≦

7

4
.

Lösungshinweise hierzu:

(a) Es gilt

(
√
x−√

y)2 ≧ 0 ⇐⇒ (
√
x)2 − 2

√
x
√
y + (

√
y)2 ≧ 0

⇐⇒ x− 2
√
x y + y ≧ 0

⇐⇒ x+ y ≧ 2
√
x y .

(b) Wegen un, vn ∈ R+
0 ist mit (a)

0 ≦ 2
√
un vn ≦ un + vn

für n ∈ N .

Da
∑∞

n=1(un+vn) =
∑∞

n=1 un+
∑∞

n=1 vn als Summe zweier konvergenter Reihen eben-
falls konvergent ist, ist

∑∞
n=1(un+vn) eine konvergente Majorante von

∑∞
n=1 2

√
unvn .

Daher ist
∑∞

n=1 2
√
unvn nach dem Majorantenkriterium konvergent. Ferner ist

∞∑
n=1

2
√
unvn ≦

∞∑
n=1

(un + vn) =
∞∑
n=1

un +
∞∑
n=1

vn.

(c) Die Reihe
∞∑
n=1

1

n(n+ 1)
=

∞∑
n=1

(n+ 1)− n

n(n+ 1)
=

∞∑
n=1

(
1

n
− 1

n+ 1

)
ist eine Teleskopreihe. Ihr Grenzwert ergibt sich als

lim
N→∞

N∑
n=1

1

n(n+ 1)
= lim

N→∞

N∑
n=1

(
1

n
− 1

n+ 1

)

= lim
N→∞

(
N∑

n=1

1

n
−

N+1∑
n=2

1

n

)

= lim
N→∞

(
1− 1

N + 1

)
= 1 .
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Alternative: Es wird∑∞
n=1

1
n(n+1)

= limN→∞
∑N

n=1

(
1
n
− 1

n+1

)
= limN→∞

((
1
1
−

�
�1
2

)
+
(
�
�1
2
− A

A
1
3

)
+
(
A
A
1
3
−

�
�1
4

)
+
(
�
�1
4
− A

A
1
5

)
+
(
A
A
1
5
−

�
�1
6

)
+
(
�
�1
6
− A

A
1
7

)
+
(
A
A
1
7
−

�
�1
8

)
+
(
�
�1
8
− A

A
1
9

)
+
(
A
A
1
9
−

�
�1
10

)
+
(
�
�1
10

−S
S
1
11

)
+ · · ·+

(
�
��1

N−1
−S

S
1
N

)
+
(
S
S
1
N
− 1

N+1

))
= limN→∞

(
1− 1

N+1

)
= 1 .

Siehe auch 2.8.2 aus HM 1.

(d) Ebenso ist die Reihe

∞∑
n=1

1

n(n+ 2)
=

∞∑
n=1

1

2
· (n+ 2)− n

n(n+ 2)
=

1

2

∞∑
n=1

(
1

n
− 1

n+ 2

)
eine Teleskopreihe. Ihr Grenzwert ergibt sich als

lim
N→∞

N∑
n=1

1

n(n+ 2)
=

1

2
lim

N→∞

N∑
n=1

(
1

n
− 1

n+ 2

)

=
1

2
lim

N→∞

(
N∑

n=1

1

n
−

N+2∑
n=3

1

n

)

=
1

2
lim

N→∞

(
1 +

1

2
− 1

N + 1
− 1

N + 2

)
=

1

2
· 3
2

=
3

4
.

Setze

un =
1

n(n+ 1)
, vn =

1

n(n+ 2)
.

Dann ist

2
√
un vn =

2√
n2(n+ 1)(n+ 2)

=
2

n
√
(n+ 1)(n+ 2)

.

Mit (b) und (c) ist

∞∑
n=1

2

n((n+ 1)(n+ 2))1/2
=

∞∑
n=1

2
√
un vn

(b)

≦
∞∑
n=1

un +
∞∑
n=1

vn
(c)
= 1 +

3

4
=

7

4
.
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1. Gruppenübung Höhere Mathematik 2

Aufgabe H 4. Quotientenkriterium

(a) Für welche a ∈ R+ konvergiert die Reihe
∞∑
n=1

na

an
?

(b) Kann die Reihe
∞∑
n=1

n+
√
n

n2
mittels Quotientenkriteriums auf Konvergenz geprüft

werden?

Lösungshinweise hierzu:

(a) Sei bn = na

an
für n ≧ 1 . Dann ist∣∣∣∣bn+1

bn

∣∣∣∣ = (n+ 1)a

an+1
· a

n

na

=

(
n+ 1

n

)a

· 1
a
.

Wir erhalten

L := lim
n→∞

∣∣∣∣1a ·
(
n+ 1

n

)a∣∣∣∣ = 1

a
lim
n→∞

(
1 +

1

n

)a

=
1

a
(1)a =

1

a
.

• Nach dem Quotientenkriterium konvergiert die Reihe, wenn dieser Grenzwert L
kleiner als 1 ist, d.h. wenn

1

a
< 1 und also a > 1

ist.

• Für 0 < a < 1 divergiert die Reihe, da dann L > 1 gilt.

• Im Grenzfall L = 1 liefert das Quotientenkriterium keine Aussage. Einsetzen von
a = 1 in die Summenformel liefert die Reihe

∞∑
n=1

n1

1n
=

∞∑
n=1

n .

Diese Reihe ist divergent.

Somit konvergiert die Reihe
∑∞

n=1
na

an
für a ∈ (1,∞) . Für a ∈ (0, 1] divergiert die

Reihe.

(b) Es gilt ∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = n+ 1 +
√
n+ 1

(n+ 1)2
· n2

n+
√
n

=
n3 + n2 + n2

√
n+ 1

n3 + 2n2 + n+ (n2 + 2n+ 1)
√
n
·

1
n3

1
n3

=
1 + 1

n
+

√
n+1
n

1 + 2
n
+ 1

n2 + ( 1
n
+ 2

n2 +
1
n3 )

√
n

=
1 + 1

n
+
√

1
n
+ 1

n2

1 + 2
n
+ 1

n2 +
1

n1/2 +
2

n3/2 +
1

n5/2

.
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Da sowohl Zähler als auch Nenner im Grenzwert gegen 1 laufen, ist

lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = 1 .

Somit ist keine Aussage mit dem Quotientenkriterium möglich.
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Frischhaltebox

Aufgabe H 5. Vollständige Induktion

Zeigen Sie mit vollständiger Induktion, dass für n ∈ N0 gilt:

n∑
k=0

(−1)kk2 = (−1)n
n(n+ 1)

2
.

Lösungshinweise hierzu: (IA): Wir zeigen die Aussage für n = 0 : Es ist

0∑
k=0

(−1)kk2 = 0 = (−1)0
0(0 + 1)

2

(IS): Sei n ≧ 0 . Wir zeigen die Aussage für n+1 unter der Hypothese (IH), dass sie für n gilt.

n+1∑
k=0

(−1)kk2 =

(
n∑

k=0

(−1)kk2

)
+ (−1)n+1(n+ 1)2

IH
=(−1)n

n(n+ 1)

2
+ (−1)n+1(n+ 1)2

= (−1)n+1(n+ 1)
(
(n+ 1)− n

2

)
= (−1)n+1(n+ 1)

(
2n+ 2

2
− n

2

)
= (−1)n+1 (n+ 1)((n+ 1) + 1)

2
.

Damit ist die Behauptung für alle n ∈ N0 gezeigt.
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