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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 6. Stetigkeit und Folgen

2 cos (% —|—7T> fir x #£ 0

t fir x = 0.

(a) Finden Sie eine Folge (a,)nen mit a,, # 0 stets, mit lim a,, = 0 und mit nh_}n;() fi(lan) = 0.

n—oo

Sei t € R ein Parameter. Sei f; : R - R: 2+

(b) Finden Sie eine Folge (b,,)nen mit b, # 0 stets, mit lim b, = 0 und mit lim f;(b,) = 2.
n—oo

n—oo

(c) Gibt es ein t € R, fiir welches f; stetig ist im Punkt xy =07

Lésungshinweise hierzu:
(a) Konstruktion von (a,),en:

Da cos(¥ 4+ m) = — cos(1), kdnnen wir fiir  # 0 vereinfachen zu
2
= -2 — 1.
fi(z) cos (az)
Wir wahlen (a,)nen so, dass fi(a,) = —2cos (%) = 0 ist, also so, dass der Kosinus-

Term gleich 0 ist. Es ist
cos (g + mr) =0

fir n € N und daher erhalten wir die Bedingung

2 o7 n
— = —+n7
a, 2 ’
Wir setzen also
2
a, = .
" Z+nm

Tatsachlich gilt nun a,, # 0 fiir alle n € N und lim a, = 0. AuBerdem ist

n—oo
3
fi(an) = 2cos <g +nm + 7r> = 2cos (g + mr) =0,

also
lim fi(a,) =0.

n—oo

(b) Konstruktion von (b,,),en:
Wie in (a) gilt lim f(b,) = 2 wenn
n—oo

n—o0 n n—0o0 n

2 2
lim —2cos (b_> L 2 ist, also wenn lim cos <b_) L —1 ist .
Da cos((2n+ 1)m) = —1 fiir n € N ist, wahlen wir b, so, dass

2
o= 2n+1)m

info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel / Seite 11




2. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

ist. Also
2

(2n+ )7~
Tatsachlich gilt nun b, # 0 fiir alle n € N und lim b, = 0. Ferner ist

n—oo

fi(by) =2cos((2n+ 1)m +7) =2cos(2(n + 1)m) =2,

n

also
lim f;(b,) =2.

n—o0

(c) Nach (a) ist lim,, oo @, = 0 und lim,, . fi(a,) = 0.
Nach (b) ist lim, o b, = 0 und lim, o fi(by) = 2
Esist f:(0) =t.
Wenn f; im Punkt xq = 0 stetig ware, ware der Funktionswert ¢ an dieser Stelle also

sowohl gleich dem Grenzwert 0 als auch gleich dem Grenzwert 2; vgl. Definition 1.10.3.
Dies ist aber nicht moglich.

Also gibt es kein t € R, fiir welches f; im Punkt zy = 0 stetig ist.

info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel / Seite 12



2. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Aufgabe H7. Stetigkeit und Grenzwerte
Sei o € R ein Parameter. Gegeben seien die Funktionen

cos(mx) fir x £ 2
azr? — 12z +13 firz > 2

(a) Berechnen Sie IEEQO fa(x) und ng—}—O Ja(z).

fa:]R—>R:x>—>{ }undg:R—ﬂR:x»—){

(b) Bestimmen Sie ap € R so, dass f,, in xg = 2 stetig ist.
(c) Bestimmen Sie f,, 0 g.
(d) Ist f,, o g im Punkt 2o = 0 stetig?

Lésungshinweise hierzu:

(a) Wir erhalten

zl_l)IQIlO falz) = xl_1>1[21i0 cos(mx) = cos(2m) = 1,

x firxz <0
2 firz>0

lim f.(z) = lim (ax®— 122+ 13) =4a —12-2+ 13 = 4a — 11.

z—2+0 z—240

(b) Stetigkeit an der Stelle o = 2 erfordert, dass der linksseitige und der rechtsseitige

Grenzwert ilibereinstimmen. Wir suchen oy € R mit
|

1= limofao(x) = lim fo, () =409 —11.

r—2— r—240

Somit folgt
Qp = 3.

cos(mx) fir v < 2 }

(c) Esist ap = 3. Es ist f3:]R—>R:x»—>{3x2_12x+13 fiir 7 = 9

Fir z < 0 gilt g(z) =2 < 2, also
(fs09)(x) = fa(g(x)) = fs(x) = cos(m).
Fir z > 0 gilt g(x) =2 = 2, also

(fs09)(x) = f3(2) = cos(2m) = 1.

L
Somit gilt fs09: R— R : x|—>{ cos(mw) firz <0 }

1 firz >0
(d) Weiterhin ist oy = 3. Wegen

lim (fs0g9)(x) = xggrio cos(mx) =1 = cos(0) = (f30g)(0)

z—0—0

und

Jim (fyog)(2) = lim 1=1=cos(0) = (f309)(0)

folgt, dass f3 o g an der Stelle zy = 0 stetig ist.
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2. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Aufgabe H 8. Funktionsgrenzwerte und Sandwichsatz
Bestimmen Sie die folgenden Funktionsgrenzwerte.

iy Sn(®) (b) lim <e2$ — e’ sin(xQ))
(a) glcll?(l) tan(ﬁ) T——+00
a1 . (1
(€ I s (d) Jimy (z)
Losungshinweise hierzu:
(a) Esist lim sin(z) =i sm(w) = lim cos(z) = cos(0) = 1.
=0 tan(x)  2—0 _Sm((l’% 2—0
: sin(@)  lim 32
T 1
Alternative: Mit Beispiel 1.12.5 ist lim S ") _ Jiyy 2 _ 20 _ i1
x—0 tan(x) z—0 tan(z) lim tan(z) 1
x z—0 ¥

(b) Esist —1 <sin(2?) <1, fiir alle z € R und daher
e — " < e* —e"sin(2?) < ¥ 4 e” .

Mit lim e**+e® = lim e%(e"+1) = +oound lim e* —e® = lim e%(e” — 1) = 400
T—+400 T—r400 T—r400 T—+400

folgt mit einem Sandwich-Argument

lim (e* — e”sin(z?)) = +oc.

T——+00
T 1 T 1
41 . + = x lmoo z | a lmoo 5 0+0
(c) Wir erhalten lim ai——i_S = lim % 1‘15 _ 2t T 1—““ 7 _ ; + D=
z—+oo * + X T—+00 p + lim — +1 +
x—+o00 I

1
(d) Esist —1 < sin (—) <1

T
1 1

x sin <—)‘ = |x| - [sin (—)‘ < x| .
T T

1
—|z| = wsin (—) < Jz|, VxeR
T

Also ist

Somit ist

Mit einem Sandwich-Argument wird also:

. . 1
lim z sin <—> = 0.
x—0 €x
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Aufgabe H9. Umbkehrfunktion
3w

r—1

Gegeben sei die Funktion f: (1,400) — (3, +00): z
(a) Skizzieren Sie den Graphen von f.
(b) Entscheiden Sie anhand des Graphen iiber die Monotonie und die Bijektivitat von f.
(c) Bestimmen Sie die Umkehrfunktion f~!.

Losungshinweise hierzu:
(@) Zunachst analysieren wir das Grenzverhalten der Funktion f. Fir x — 1 + 0 gilt
f(z) — 400, und fir x — 400 gilt f(x) — 3. AnschlieBend bestimmen wir die
Funktionswerte von f(x) an den folgenden Stellen:

z |16 2 3 4 5 7 85

Auf Grundlage dieser Informationen skizzieren wir den Graphen von f.

-f-a.-qu-

—_—

{15 L5 6799

(b) Monotonie: Anhand der Skizze erkennt man, dass f monoton fallend ist.

Nicht verlangt: Dies lasst sich auch wie folgt nachrechnen. Wir schreiben die Funktion um als

3z —3+4+3 3
= =3 .
x—1 +x71

f(@)

Seien nun z1,z2 € (1,+00) mit z1 < z2. Dann gilt

0<z1—1<22—-1 = .
x1 — 1 xo — 1
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Multiplikation mit 3 sowie Addition von 3 liefert

f(:t1)=3+ 3 >3+ 3 Zf(IQ)
x1 — 1 xro — 1

Somit ist f streng monoton fallend auf (1,400).

Bijektivitat: Anhand der Skizze erkennt man zudem, dass die Funktion f bijektiv von
(1,400) nach (3,+o00) ist, da es fiir jedes y, € (3, 4+00) genau ein z; € (1,+00) gibt
mit yo = f(x¢). Mit anderen Worten, fiir jedes yy € (3, +00) schneidet die horizontale

Gerade y = yo den Graphen der Funktion in genau einem Punkt (58)

Wir schreiben f(x) = 32343 — 3 ¢ % =y und I6sen nach = auf. Da y > 3 gilt und

r—1

somit y — 3 # 0, folgt aus

3
y_?):x—l
dass

31:—1:i
y—3

und also 3 y

-1
$:m+1 =, -3 [~ ()

Verwenden wir nun noch die Variable z, so wird

ft s (3,400) = (1,4+00) @ s fl(x) =

info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel / Seite 16



2. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

- Frischhaltebox \

Aufgabe H 10. Eigenwerte und Eigenrdume

3 1 1
Gegeben sei die Matrix A= |0 1 1|. Bestimmen Sie die Eigenwerte von A und die
zugehorigen Eigenrdume. 011

\ J

Lésungshinweise hierzu:
Wir berechnen das charakteristische Polynom wie folgt:

3-A 1 1 N
det(A — AE3) = det 0 1-Xx 1 :(S—A)-det( 1 1_)\>
0 1 1—A

=B-N(1-=X?>-1)
=B=N =) =-D(A=-M)+1)
=B =N (=N)(2—-N).
Damit sind die Eigenwerte die Nullstellen des charakteristischen Polynoms:
M =0, =2 JA3=23.
Eigenrdume:

Fiir Ay = 0 erhalten wir das Gleichungssystem Ax = 0:

3 1 1] 0 47y . 1 0 o] o
0 1 1] 0w 2, 0 1 1/ 0
0 1 1] 0 Zy— Ty 0 0 0| 0

Der Eigenraum zum EW 0 ist also

Fiir Ay = 2 erhalten wir das Gleichungssystem (A — 2E;)z = 0:

1 1 1] O Zi+ 7y 0 2] 0
0 -1 1] 0O ~ — Ty : 0 1 =1 0
0 1 =1 O Zy+ Z3 0 0 0} O
Der Eigenraum zum EW Xy, = 2 ist also
—2
V) =L({ 1 ]).
1
Fiir A3 = 3 erhalten wir das Gleichungssystem (A — 3E3)z = 0:
0 1 1 0 7, 0 1 1] O 2 — 7y 0o 1 0] 0
0 =2 1] 0| 2852, 0 0 1] 0]~ Zy 0O 0 1] 0
0 1 -2/ 0 Ats 0 0 1] 0 Zs— Zy 0 0 0] 0
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Wir erkennen: Diese Matrix hat Rang 2, der Eigenraum ist daher eindimensional.
1

Wir erkennen: (8) ist ein Losungsvektor, also ein Eigenvektor zum Eigenwert 3.

Der Eigenraum zum EW A3 = 3 ist also

1
Vi) =L(|0]).
0

1
Alternative fiir V(\3): Wir erkennen anhand der Bedingung Az = 3z, dass © = (8) ein
Eigenvektor ist. Da ferner A—3E3; = <§,% _i) den Rang 2 hat, ist der Eigenraum zum EW 3

eindimensional. Also ist V' (\3) = L(< ).

OO+
\/
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