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Lösungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 6. Stetigkeit und Folgen

Sei t ∈ R ein Parameter. Sei ft : R → R : x 7→

2 cos

(
2

x
+ π

)
für x ̸= 0

t für x = 0.

(a) Finden Sie eine Folge (an)n∈N mit an ̸= 0 stets, mit lim
n→∞

an = 0 und mit lim
n→∞

ft(an) = 0 .

(b) Finden Sie eine Folge (bn)n∈N mit bn ̸= 0 stets, mit lim
n→∞

bn = 0 und mit lim
n→∞

ft(bn) = 2 .

(c) Gibt es ein t ∈ R , für welches ft stetig ist im Punkt x0 = 0 ?

Lösungshinweise hierzu:

(a) Konstruktion von (an)n∈N :

Da cos(ϑ+ π) = − cos(ϑ) , können wir für x ̸= 0 vereinfachen zu

ft(x) = −2 cos

(
2

x

)
.

Wir wählen (an)n∈N so, dass ft(an) = −2 cos
(

2
an

)
= 0 ist, also so, dass der Kosinus-

Term gleich 0 ist. Es ist

cos
(π
2
+ nπ

)
= 0

für n ∈ N und daher erhalten wir die Bedingung

2

an

!
=

π

2
+ nπ,

Wir setzen also

an =
2

π
2
+ nπ

.

Tatsächlich gilt nun an ̸= 0 für alle n ∈ N und lim
n→∞

an = 0 . Außerdem ist

ft(an) = 2 cos
(π
2
+ nπ + π

)
= 2 cos

(
3π

2
+ nπ

)
= 0,

also
lim
n→∞

ft(an) = 0.

(b) Konstruktion von (bn)n∈N :

Wie in (a) gilt lim
n→∞

ft(bn)
!
= 2 wenn

lim
n→∞

−2 cos

(
2

bn

)
!
= 2 ist, also wenn lim

n→∞
cos

(
2

bn

)
!
= −1 ist .

Da cos((2n+ 1)π) = −1 für n ∈ N ist, wählen wir bn so, dass

2

bn
= (2n+ 1)π
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ist. Also

bn =
2

(2n+ 1)π
.

Tatsächlich gilt nun bn ̸= 0 für alle n ∈ N und lim
n→∞

bn = 0 . Ferner ist

ft(bn) = 2 cos ((2n+ 1)π + π) = 2 cos(2(n+ 1)π) = 2 ,

also
lim
n→∞

ft(bn) = 2 .

(c) Nach (a) ist limn→∞ an = 0 und limn→∞ ft(an) = 0 .

Nach (b) ist limn→∞ bn = 0 und limn→∞ ft(bn) = 2 .

Es ist ft(0) = t .

Wenn ft im Punkt x0 = 0 stetig wäre, wäre der Funktionswert t an dieser Stelle also
sowohl gleich dem Grenzwert 0 als auch gleich dem Grenzwert 2 ; vgl. Definition 1.10.3.
Dies ist aber nicht möglich.

Also gibt es kein t ∈ R , für welches ft im Punkt x0 = 0 stetig ist.
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Aufgabe H 7. Stetigkeit und Grenzwerte

Sei α ∈ R ein Parameter. Gegeben seien die Funktionen

fα : R → R : x 7→
{

cos(πx) für x ≦ 2
αx2 − 12x+ 13 für x > 2

}
und g : R → R : x 7→

{
x für x ≦ 0
2 für x > 0

}
.

(a) Berechnen Sie lim
x→2−0

fα(x) und lim
x→2+0

fα(x) .

(b) Bestimmen Sie α0 ∈ R so, dass fα0 in x0 = 2 stetig ist.

(c) Bestimmen Sie fα0 ◦ g .
(d) Ist fα0 ◦ g im Punkt x0 = 0 stetig?

Lösungshinweise hierzu:

(a) Wir erhalten
lim

x→2−0
fα(x) = lim

x→2−0
cos(πx) = cos(2π) = 1,

lim
x→2+0

fα(x) = lim
x→2+0

(αx2 − 12x+ 13) = 4α− 12 · 2 + 13 = 4α− 11.

(b) Stetigkeit an der Stelle x0 = 2 erfordert, dass der linksseitige und der rechtsseitige
Grenzwert übereinstimmen. Wir suchen α0 ∈ R mit

1 = lim
x→2−0

fα0(x)
!
= lim

x→2+0
fα0(x) = 4α0 − 11 .

Somit folgt
α0 = 3.

(c) Es ist α0 = 3 . Es ist f3 : R → R : x 7→
{

cos(πx) für x ≦ 2
3x2 − 12x+ 13 für x > 2

}
.

Für x ≦ 0 gilt g(x) = x ≦ 2 , also

(f3 ◦ g)(x) = f3(g(x)) = f3(x) = cos(πx).

Für x > 0 gilt g(x) = 2 ≦ 2 , also

(f3 ◦ g)(x) = f3(2) = cos(2π) = 1.

Somit gilt f3 ◦ g : R → R : x 7→
{

cos(πx) für x ≦ 0
1 für x > 0

}
.

(d) Weiterhin ist α0 = 3 . Wegen

lim
x→0−0

(f3 ◦ g)(x) = lim
x→0−0

cos(πx) = 1 = cos(0) = (f3 ◦ g)(0)

und

lim
x→0+0

(f3 ◦ g)(x) = lim
x→0+0

1 = 1 = cos(0) = (f3 ◦ g)(0)

folgt, dass f3 ◦ g an der Stelle x0 = 0 stetig ist.
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Aufgabe H 8. Funktionsgrenzwerte und Sandwichsatz

Bestimmen Sie die folgenden Funktionsgrenzwerte.

(a) lim
x→0

sin(x)

tan(x)
(b) lim

x→+∞

(
e2x − ex sin(x2)

)
(c) lim

x→+∞

x4 + 1

x4 + x5
(d) lim

x→0
x sin

(
1

x

)

Lösungshinweise hierzu:

(a) Es ist lim
x→0

sin(x)

tan(x)
= lim

x→0

sin(x)
sin(x)
cos(x)

= lim
x→0

cos(x) = cos(0) = 1 .

Alternative: Mit Beispiel 1.12.5 ist lim
x→0

sin(x)

tan(x)
= lim

x→0

sin(x)
x

tan(x)
x

=
lim
x→0

sin(x)
x

lim
x→0

tan(x)
x

=
1

1
= 1 .

(b) Es ist −1 ≦ sin(x2) ≦ 1 , für alle x ∈ R und daher

e2x − ex ≦ e2x − ex sin(x2) ≦ e2x + ex .

Mit lim
x→+∞

e2x+ex = lim
x→+∞

ex(ex+1) = +∞ und lim
x→+∞

e2x − ex = lim
x→+∞

ex(ex − 1) = +∞
folgt mit einem Sandwich-Argument

lim
x→+∞

(
e2x − ex sin(x2)

)
= +∞.

(c) Wir erhalten lim
x→+∞

x4 + 1

x4 + x5
= lim

x→+∞

1
x
+ 1

x5

1
x
+ 1

=
lim

x→+∞

1

x
+ lim

x→+∞

1

x5

lim
x→+∞

1

x
+ 1

=
0 + 0

0 + 1
= 0 .

(d) Es ist −1 ≦ sin

(
1

x

)
≦ 1 .

Also ist ∣∣∣∣x sin(1

x

)∣∣∣∣ = |x| ·
∣∣∣∣sin(1

x

)∣∣∣∣ ≦ |x| .

Somit ist

−|x| ≦ x sin

(
1

x

)
≦ |x|, ∀x ∈ R.

Mit einem Sandwich-Argument wird also:

lim
x→0

x sin

(
1

x

)
= 0.
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Aufgabe H 9. Umkehrfunktion

Gegeben sei die Funktion f : (1,+∞) → (3,+∞) : x 7→ 3x

x− 1
.

(a) Skizzieren Sie den Graphen von f .

(b) Entscheiden Sie anhand des Graphen über die Monotonie und die Bijektivität von f .

(c) Bestimmen Sie die Umkehrfunktion f−1 .

Lösungshinweise hierzu:

(a) Zunächst analysieren wir das Grenzverhalten der Funktion f . Für x → 1 + 0 gilt
f(x) → +∞ , und für x → +∞ gilt f(x) → 3 . Anschließend bestimmen wir die
Funktionswerte von f(x) an den folgenden Stellen:

x 1,6 2 3 4 5 7 8,5
f(x) 8 6 4,5 4 3,75 3,5 3,4

Auf Grundlage dieser Informationen skizzieren wir den Graphen von f .

(b) Monotonie: Anhand der Skizze erkennt man, dass f monoton fallend ist.

Nicht verlangt: Dies lässt sich auch wie folgt nachrechnen. Wir schreiben die Funktion um als

f(x) =
3x− 3 + 3

x− 1
= 3 +

3

x− 1
.

Seien nun x1, x2 ∈ (1,+∞) mit x1 < x2 . Dann gilt

0 < x1 − 1 < x2 − 1 ⇒
1

x1 − 1
>

1

x2 − 1
.
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Multiplikation mit 3 sowie Addition von 3 liefert

f(x1) = 3 +
3

x1 − 1
> 3 +

3

x2 − 1
= f(x2).

Somit ist f streng monoton fallend auf (1,+∞) .

Bijektivität: Anhand der Skizze erkennt man zudem, dass die Funktion f bijektiv von
(1,+∞) nach (3,+∞) ist, da es für jedes y0 ∈ (3,+∞) genau ein x0 ∈ (1,+∞) gibt
mit y0 = f(x0) . Mit anderen Worten, für jedes y0 ∈ (3,+∞) schneidet die horizontale
Gerade y = y0 den Graphen der Funktion in genau einem Punkt

(
x0
y0

)
.

(c) Wir schreiben f(x) = 3x−3+3
x−1

= 3 + 3
x−1

= y und lösen nach x auf. Da y > 3 gilt und
somit y − 3 ̸= 0 , folgt aus

y − 3 =
3

x− 1

dass

x− 1 =
3

y − 3
.

und also

x =
3

y − 3
+ 1 =

y

y − 3
= f−1(y) .

Verwenden wir nun noch die Variable x , so wird

f−1 : (3,+∞) → (1,+∞) : x 7→ f−1(x) =
x

x− 3
.
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Frischhaltebox

Aufgabe H 10. Eigenwerte und Eigenräume

Gegeben sei die Matrix A =

3 1 1
0 1 1
0 1 1

 . Bestimmen Sie die Eigenwerte von A und die
zugehörigen Eigenräume.

Lösungshinweise hierzu:
Wir berechnen das charakteristische Polynom wie folgt:

det(A− λE3) = det

3− λ 1 1
0 1− λ 1
0 1 1− λ

 =(3− λ) · det
(
1− λ 1
1 1− λ

)
=(3− λ)

(
(1− λ)2 − 1

)
=(3− λ)((1− λ)− 1)((1− λ) + 1)

=(3− λ)(−λ)(2− λ).

Damit sind die Eigenwerte die Nullstellen des charakteristischen Polynoms:

λ1 = 0, λ2 = 2, λ3 = 3.

Eigenräume:

Für λ1 = 0 erhalten wir das Gleichungssystem Ax = 0 : 3 1 1 0

0 1 1 0

0 1 1 0

⇝ Z1−Z2

3
:

Z2 :
Z3 − Z2 :

 1 0 0 0

0 1 1 0

0 0 0 0

 .

Der Eigenraum zum EW 0 ist also

V (λ1) = L(

 0
−1
1

) .

Für λ2 = 2 erhalten wir das Gleichungssystem (A− 2E3)x = 0 : 1 1 1 0

0 −1 1 0

0 1 −1 0

 ⇝
Z1 + Z2 :

−Z2 :
Z2 + Z3 :

 1 0 2 0

0 1 −1 0

0 0 0 0

 .

Der Eigenraum zum EW λ2 = 2 ist also

V (λ2) = L(

−2
1
1

) .

Für λ3 = 3 erhalten wir das Gleichungssystem (A− 3E3)x = 0 : 0 1 1 0

0 −2 1 0

0 1 −2 0

⇝ Z1 :
2Z1+Z2

3
:

Z1−Z3

3
:

 0 1 1 0

0 0 1 0

0 0 1 0

⇝ Z1 − Z2 :
Z2 :

Z3 − Z2 :

 0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0

 .
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Wir erkennen: Diese Matrix hat Rang 2 , der Eigenraum ist daher eindimensional.

Wir erkennen:
(

1
0
0

)
ist ein Lösungsvektor, also ein Eigenvektor zum Eigenwert 3 .

Der Eigenraum zum EW λ3 = 3 ist also

V (λ3) = L(

1
0
0

) .

Alternative für V (λ3): Wir erkennen anhand der Bedingung Ax = 3x , dass x =
(

1
0
0

)
ein

Eigenvektor ist. Da ferner A−3E3 =
(

0 1 1
0 −2 1
0 1 −2

)
den Rang 2 hat, ist der Eigenraum zum EW 3

eindimensional. Also ist V (λ3) = L(
(

1
0
0

)
) .
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