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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 11. Potenzreihen
Bestimmen Sie den Entwicklungspunkt 2z, € C und den Konvergenzradius p.

(@) > 51”(% +4)" () Y %(12 —2)m

00 k 00
b) 3 <2k;1) (= — i)t (d) Y072 — 4z 4 4y
k=1 n=0

Loésungshinweise hierzu:

Achtung: Die Reihe muss in der Standardform Z an(z — zo)" sein.
n=ngo
(@) Um die Standardform zu erreichen, klammern wir 2 im Term (2z +4)" aus:
2z2+4)"=2(:z+2)"=2"(=+2)".
n-2"
5n

Entwicklungspunkt: z; = —2.
2

Konvergenzradius: Mit a,, =n (5)n verwenden wir die Quotientenhilfsfolge:

1 2n+1
PG L2y (112
n

Die Reihe lautet somit: Z (z42)".
n=1

. An+1
lim

n—oo

= lim NG = lim - =
n—00 n(g) n—oo N 5 n—00 5

—_
(G20 )
[
(G20 )

Qn,

Der Konvergenzradius ist p

g

(b) Mit a;, = (%T“)k fir k = 1 liegt die Reihe bereits in Standardform vor.
Entwicklungspunkt: z; = 1.

Konvergenzradius: Mit a; = (—ngl)k verwenden wir die Wurzelhilfsfolge:
2k +1 1
dim Vlax| = Jim = 13520<2+k) 2

Der Konvergenzradius ist p = %

(c) Um die Standardform zu erreichen, klammern wir i im Term (iz — 2)" aus:
(iz—2)"=(i(z = 2))" =i"(z +21)" .

Die Reihe lautet somit:

s !
Sz i)
n=1 n®

Entwicklungspunkt: zy = —2i.

Konvergenzradius: Mit a,, = "2 verwenden wir die Quotientenhilfsfolge:

nm

‘n n+1)! n
. Apt1 . + (n(_;’_—l‘r)n)+l . . n”(n + 1)' . n . 1 1
lim = lim | —————| = lim [i||————— = lim = lim ——— =-.
n—oo | Qy n—00 1"7% n—00 (n + 1)"+1n! n—oo \ N+ 1 n—00 (]_ -+ E)n e

Der Konvergenzradius ist p = e.
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3. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

(d) Wir erkennen die binomische Formel: 22 — 4z + 4 = (z — 2)?. Daher ist

D9 444 =) (22" =302 -2+ (2 -2 +3' (2 -2 + ... .
n=0 n=0

Die Reihe lautet somit:

N 0 fo de k
Zak(z _ Q)k7 wobei a;, = ) ?r ungerade .
k=0 3% fiir gerade k

Entwicklungspunkt: z5 = 2. o
Konvergenzradius: Wir nutzen die Wurzelhilfsfolge und wollen limy_, ., v/|ax| berech-
nen.

Die Folge ({/|ax|)r hat die konvergente Teilfolge ( %/|azn|)n = (R/I3%*])n = (3)n,

welche Grenzwert 3 hat. Es ist also 3 ein Haufungspunkt von ({/|ax|)s.

Die Folge ({/|ax|)x hat die konvergente Teilfolge ( *"\/|azn+1])n = ( *V/[0])n = (0)n,

welche Grenzwert 0 hat. Es ist also 0 ein Haufungspunkt von ({/|ax|) .
Der Limes superior ist der maximale Haufungspunkt, d.h.

km v |ag| = max{0,3} = 3.
—00

Wir erhalten den Konvergenzradius p = %

Aufgabe H 12. Produkt von Potenzreihen

Seien f(z) =Y 0" 2" und g(z) =Y 7 5=2" fir z € C.
(a) Schreiben Sie das Produkt f(z) - g(z) als Potenzreihe: f(z)-g(z) = .~ cn2™.
(b) Bestimmen Sie den Konvergenzkreis der Potenzreihe aus (a).

(c) Verwenden Sie die Potenzreihendarstellung aus (a) und geometrische Reihen, um
das Produkt f(z) - g(z) in geschlossener Form anzugeben.

(d) Geben Sie f(z) und g(z) in geschlossener Form an unter Verwendung geometrischer
Reihen. Berechnen Sie damit das Produkt f(z) - g(z) erneut in geschlossener Form.
Vergleichen Sie mit dem Ergebnis aus (c).

Losungshinweise hierzu:

(a) Fir die Koeffizienten ¢,, der Produktreihe wird mit a; = 1 und b, = 2%

o= kb = Yrolog = Sr ()"
B+ G R

n k 1-(3 n
= Yio(3) = % =(1-@E"2=2-5.

=0
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3. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

(b) Die Produktreihe hat den Entwicklungspunkt z, = 0.
Mit der Quotientenhilfsfolge wird

Cn+1
Cn

=Z=1.

= lim
2

n—oo

lim

n—o0

1

1
‘2_2W
~ o

Der Konvergenzradius der Potenzreihe fiir f(2) - g(z) ist also ps, = 1. Somit erhalten
wir den Konvergenzkreis U, (z0) = U1(0) = {z € C: |z| < 1}

Nicht verlangt: Wir tiberpriifen nun noch die Punkte auf dem Rand des Konvergenzkreises auf Konvergenz. Sei dazu
z € C mit |z|] =1 gegeben. Wegen

1 1 . 1
lim [(2 - _—)2"|= lim (2—2—)\ z|" = lim (2—27)-1":27£0

n— oo an n— o0 n n— oo

bilden die Summanden der Reihe 9% /(2 — 2%) 2™ fiir |z| = 1 keine Nullfolge. Daher liegt auf dem Rand des Kon-
vergenzkreises Divergenz vor.

(c) Wir nutzen die Darstellung aus (a) und teilen sie in zwei separate Summen auf :

F o) = 3 (2 50) 2%%—2 )

n=0 n= n=

Beide Teilreihen sind geometrische Reihen. Fiir ihre Werte gilt:

QZ fiir |2 < 1

=1 2
—2" = = fu 2.
22 . 5 ur |z] <

n=0 2

Auf dem Konvergenzkreis, also fiir |z| < 1, ist somit:

10 9 =Y (2 5 )
e

-2 2-=z
C2(2-2)—-2(1-2)
S E
_4-22-2+22 2

1-2)2-2) (1-22-2)

(d) Die Potenzreihen f(z) und g(z) sind geometrische Reihen. Fiir |z| < 1 wird in ge-
schlossener Form:

fe) = und g(s) = —— = ==

Das Produkt dieser beiden geschlossenen Formen ist direkt:
1 2 2
J(2)-9(z) = 1—z 2—2 (1-2)(2-2)
Vergleich: Dieses Ergebnis stimmt mit dem aus der miihsameren Herleitung aus Teil-
aufgabe (c) Uberein.
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Aufgabe H 13. Komplexe Trigonometrie und Euler-de Moivre
Losen Sie mithilfe der Formel von Euler-de Moivre:
(a) Schreiben Sie f(z) = (sin(z))? cos(2z) + cos(2z)sin(x) als Linearkombination von
Funktionen der Form sin(mz) und cos(nz), wobei m,n € Z.

(b) Bestimmen Sie alle z € C, fiir welche sin(z) = 0 ist.
Hat die komplexe Sinusfunktion nur reelle Nullstellen?

Loésungshinweise hierzu:

(a) Wir verwenden im folgenden cos(t) = 1(e + ™) und sin(t) = 5 (el — e7¥)

und el + e = 2cos(t) und e — e = 2isin(t), dies fiir t = z, fiir t = 2z etc.

Es ist
) plt _ o—iz 2 p2ir | o—2ix
(sin(x))® cos(2z) = ( 5 ) ( 5 )
i
_ eQiaj -9 + e—Qia} eQim + e—Qiz
B —4 2
— _% (e4i:v + 1— 282i$ - 26—2im + 1 + e—4im)
— _% (e4ix 4 ef4ix o 262im — % —2ix + 2)
= % (2cos(4x) — 4 cos(2x) + 2)
= —1cos(4z) + % cos(2z) — 1 .
Es ist
2ix —2ix ix _ iz
cos(2x) sin(x) = <e —;e ) (e 2.e >
i
— % ( elClZ +e —iz efBix)
— % ( . 3iz ew + e—iac)
=+ (2 sm(3:v) — 2isin(z))
= 1sin(3z) — 1sin(z).
Also wird
f(z) = (sin(z))? cos(2z)+cos(2z) sin(z) = —1 cos(4a)+3 cos(2x)—141 sin(3z)—1 sin(x) .

(b) Um die Gleichung sin(z) = 0 zu lésen, verwenden wir die Formel von Euler-de Moivre.
Es ist

sin(z) =0 <= S =0 <= = = =1

< 2z =2kmifireinke€Z <= z=knfireinkeZ.

Es ist also
{ze€C| sin(z) =0} ={kr| k€ Z} .

Wir schlieBen daraus, dass die komplexe Sinusfunktion nur reellwertige Nullstellen besitzt,
welche mit den Nullstellen der reellwertigen Sinusfunktion {ibereinstimmen.
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Aufgabe H 14. Ableitung und Differentialquotient
(@) Sei f:(—-1/2,400) =Rz f(z)=+22+1.

Berechnen Sie die Ableitung f'(z) fiir # > —3 direkt unter Verwendung des Differen-
tialquotienten f’(z) = lim w
h—0

(b) Sei g : R — R eine Funktion mit g(z) = 1 fiir x < 0 und g(z) = az® + bx + ¢ fiir
x > 0. Bestimmen Sie a,b,c € R so, dass g bei x = 0 differenzierbar ist und g(1) =0
gilt. Skizzieren Sie den Graphen von g.

Loésungshinweise hierzu:
(a) Fir z > —1/2 ist

fla) = hmw/Q(J:—&-h)—}ll—l—\Qx—&—l

h—0

— lim v/ 2(z+h)+1—2z+1 ) v/ 2(z+h)+14++/22+1
 hs0 h V2(@+h)+1++/22+1

2(z+h)+1—(22+1)

h—0 h(\/z(m+h)+1+\/2z+1>
2h

i
o h(\/z(m+h)+1+\/2z+1>
: 2

lim
h—0 \/2(z+h)+1+y/2z+1
2

iV 2:f+1+\/ 2z+1
V2z+1 -

(b) Stetigkeit bei = = 0: Damit die Funktion g differenzierbar sein kann, muss sie zunachst
stetig sein, d.h. der rechtseitige und linksseitige Grenzwert miissen mit dem Funktions-
wert an der Stelle 0 iibereinstimmen. Es ist g(0) = 1 = 1ignog(x). Wir erhalten somit

z—0—

die Bedingung:

1 =¢(0) = lim g(xr) = lim (az®+bx +c) =c.

z—0+0 z—040

Daraus folgt direkt: ¢ = 1.
Differenzierbarkeit bei + = 0: Da g(z) = 1 fir x < 0, gilt fir die linksseitige

: i g(h)—g(0) _ g 1-1 _
Ableitung hggrio - hggrio 3 0.
Fiir die rechtsseitige Ableitung rechnen wir:
h) —g(0 h?+bh+1)—1 h? + bh
i S =90 oy (e bE ) 2L A (ahtb) = b,
h—0+0 h h—0+0 h h—0+0 h h—0+0

Damit g bei x = 0 differenzierbar ist, miissen die einseitigen Ableitungen iibereinstim-
men. Daher folgt b =0.

Bedingung ¢(1) = 0: Mit b =0 und ¢ = 1 folgt fiir x > 0: g(z) = az? + 1. Aus

|

0=g(l)=a-1*>+1

folgt nun a = —1.
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1 firz <0
Die gesuchte Funktion lautet g : R — R : 2 ) ?r r=
—z°+1 firz>0.
Skizze:
9(x)
2 is

He

N

|
w

|
N}

I
—_
—_
[\
w
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p Frischhaltebox

Aufgabe H 15. Grenzwerte von Reihen

Bestimmen Sie den Grenzwert der folgenden Reihen, falls dieser existiert.

(e 9]

ee n 23n
@ > ®) > o

Lésungshinweise hierzu:

(a) Wir vereinfachen den Summanden durch Kiirzen und fiihren eine Indexverschiebung
durch (k=n—1):

o

3

Da die Exponentialreihe e* = Z;‘;O% fir = 1 den Wert ¢ = > 77 & liefert,
berechnen wir:

—e—1—1=e—2.

(b) Es handelt sich hierbei um eine geometrische Reihe. Wir formen den Summanden mithilfe
der Potenzgesetze um, um die Form a - ¢" zu erhalten:

93n @23 1 8¢ 1(8)"

32n+l 31,(32)n 3 ) gn 3

9

Da der Quotient ¢ = % den Betrag |g| < 1 hat, konvergiert die Reihe. Unter Verwendung

der Summenformel 3°°  ¢" = =, ergibt sich:
SN R (8)"
W+l 7 Z 9
n:03 - 3n:0 9
11
— <
3 1-8
11
— . 1=3
1
3 5
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