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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H16. Ableitungen
Berechnen Sie die Ableitung f’.
(@) f:(0,m) = R: z+— f(x) = +/sin(x)

(b) f:R— R: a2+ f(x) = cosh(cos(x ))
(c) f: RN {-1,+1} >Rz~ f(x)=
(d) f:(2,400) > R:z— f(x)=In(v/z* — 16)
Losungshinweise hierzu:
(a) Wir wenden die Kettenregel an:
Fa) = = i)
d 1
= 2 (sina))!
1 1 d
= 5(5111(33)) S sin(x)
1 1
= 5(3111(30)) 2 cos(x)
_ cos(z)
24/sin(x)

(b) Wir wenden die Kettenregel an:

f(z) = % cosh(cos(x))

= sinh(cos(z ))dd

= —sinh(cos(z)) sin(x).

(c) Wir vereinfachen zunichst die Funktion. Es ist

cos(x)

) = o ?+1 2?41
zt—1 (22 —1)(22+1) 22
Nun leiten wir diese einfachere Form mit der Quotientenregel ab:
d e
/ —
flw) = dra?—1
_e"(2® —1) —e*(22)
a (22 — 1)
_ef(a? -2z —1)
GRS

(d) Wir wenden zuerst die Logarithmengesetze an, um den Ausdruck zu vereinfachen. Es

wird

f(z) =In(Va* — 16) = In ((2* — 16)'/*) = %ln(x4 —16) .
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Nun leiten wir diese einfachere Form mit der Kettelregel ab:

d1
f(x) = 123 In(z* — 16)

11 4,

=3 w16 a0
1 1

=—- 4
3 z*—-16

o 4a?

~ 3(at — 16)

Aufgabe H 17. Hobhere Ableitungen
Berechnen Sie die Ableitungen f”, f” und f".
(@) f[fRoR:xw f(z)=2a%""
(b) f:RT - R:x— f(x)=In(x)cos(x)
Losungshinweise hierzu:
(a) Wir benutzen Produkt- und Kettenregel:
fl(x) =2ve™ + 2*(—e™™) = e (20 — 2?)
Fiir die zweite Ableitung wenden wir erneut Produkt- und Kettenregel auf den zusam-
mengefassten Term an:
f'(z) = (—e ™) (2x — %) + e (2 —22x) = e “(2? — 4z + 2) .
Die dritte Ableitung ergibt sich mit Produkt- und Kettenregel als:
() = (—e ™) (2 —dx +2) +e *(2r —4) =e " (-2 + 62— 6) .
(b) Wir wenden die Produktregel an:

cos(x)

— In(x) sin(z)

Flz) = % - cos(z) + In(z) - (—sin(z)) =

Fiir die zweite Ableitung leiten wir beide Summanden separat ab. Fiir den vorderen Bruch
nutzen wir die Quotientenregel, fiir den hinteren Term erneut die Produktregel:

() = (—sin(z)) - @ —cos(z) -1 (l - sin(z) + In(z) - cos(a:))

z2 T

_ _sin(z)  cos(z)  sin(z) In(x) cos(z)

— _Co;gx) — 2sin:£:v) — In(x) cos(x) .

Fiir die dritte Ableitung leiten wir die drei Summanden separat ab. Fiir die Briiche nutzen
wir die Quotientenregel, fiir den hinteren Term die Produktregel:

f”/(ZE) _ Siﬂ({ﬂ) - _3(34_ COS(:C)) 2 B 2(308(1') : (Ex—2 Sil’l(ﬂf) -1 B (é COS(:L‘) B ln(:p) sin(:p))
B <Sin(x) 2COS($)) (_2(:08(1:) 2sin(:v)) _ cos(x) .
s + T ——+ In(z) sin(x)
_ 2 cos(x) N 3sin(z)  3cos(z) + In(x) sin(z)

x3 x? x
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Aufgabe H18. Umbkehrfunktion

Sei
[fR=R": 2~ In(1+¢").

(a) Berechnen Sie die Umkehrfunktion f~': RT — R.
(b) Skizzieren Sie die Graphen von f und von f~! in ein Koordinatensystem.

(c) Berechnen Sie die Ableitung der Umkehrfunktion f~! unter Verwendung der Formel fiir
das Ableiten der Umkehrfunktion.

(d) Berechnen Sie die Ableitung der Umkehrfunktion f~! direkt.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Esgilt

y=In(l+¢") < e/ =1+¢"
— " =¢e"-1
< z=In(e —1).

Die Umkehrfunktion lautet somit
R - Rz In(e” —1).

(b) Skizze der Graphen:

— f(z) =In(l +¢e%)
— f71(x) =In(e® — 1)
- = x:y

(c) Die Ableitung der Umkehrfunktion ergibt sich nach 2.3.1 zu

U@ = 3570 = e
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Mit der Kettenregel ist f'(x) = 1?:; Somit ist die Ableitung der Umkehrfunktion
gegeben durch
- 1 1 14 el @)
(f 1)’(1‘) = Zrr = Ty (g
f1(f(x)) e(f (@) e(f~1(2))

1+e(F 1)

e A e S
- eln(e*—1) - er — 1 - ez — 1 °

(d) In (a) haben wir die Umkehrfunktion f~!(z) = In(e” — 1) bestimmt. Leiten wir diese
mit der Kettenregel ab, erhalten wir

(F) (@) = < (e 1) =

e — 1
Somit erhalten wir erneut das Resultat aus (c).

Aufgabe H 19. Mittelwertsatz
(a) Sei f:R — R: x> arctan(z).
Leiten Sie aus dem Mittelwertsatz her:
Fiir z > 0 gibt es ein & € (0,2) mit f/(§) = {10

xT

(b) Leiten Sie die folgenden Ungleichungen fiir z € Rt aus (a) her:

< arctan(z) £

Skizzieren Sie die drei auftretenden Funktionen in ein Koordinatensystem.

(c) Sei g: (0,5) = R: ¢~ tan(t).
Begriinden Sie unter Verwendung von ¢'(t): Es ist g streng monoton wachsend.
Verwenden Sie dies zusammen mit (b), um folgende Ungleichungen fir =z € (0, %)

2
herzuleiten:
x
tan < x £ tan(z)
1+ 22

Lésungshinweise hierzu:

(a) Mit Beispiel 2.3.4 ist f'(x) = 7. Insbesondere ist die Funktion f differenzierbar

auf R. Damit ist sie auch stetig auf R.

Sei x > 0. Die Funktion f ist auf dem Intervall [0, z] stetig und in (0, z) differenzierbar.
Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gibt es ein £ € (0, 2) mit

f@) = FO) _ fx) = f(0)

e =00 I
(b) Es folgt mit (a), dass
s 1 arctan(z) — arctan(0)  arctan(z)
PO = = - - ae
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ist und also .
arctan(z) =
1+¢&2
gilt.
Esist 0 < & < z. Daher folgt
x x
t = < =
arctan(z) e =110 x
und . .
t = > :
arctan(z) e
Somit ist .
< arctan(z) < x.
1+ a2
(c) Esist
1
g'(t) = (tan(t)) = ———— > 0.

(cos(t))?

Die Funktion g ist also streng monoton wachsend.

Fiir 2 € (0, 5) wenden wir g(z) = tan(x) auf die Ungleichung

T < arctan(z) Sz
T

aus (b) an und erhalten aufgrund der strengen Monotonie:

tan(l fo) < tan(arctan(z)) < tan(z) .
Somit erhalten wir fiir » € (0, 5) die gesuchte Ungleichung
t T ) <1 < tan(a)
an < x < tan(xz).
1+22) = =

Frischhaltebox

Aufgabe H 20. Teilmenge der komplexen Zahlenebene
Bestimmen Sie die Menge M = {2z € C| |[Re ()| = 1}.

Skizzieren Sie die Menge M in der komplexen Zahlenebene.

Losungshinweise hierzu: Schreibe z = a + ib mit a,b € R. Dann ist fiir z # 0:

1 1 z a —ib a
fte (z) = fe (zz) = fe (W) —Re(|a+ib|2) e

Da z = 0 nicht eingesetzt werden darf, gehort dieser Punkt nicht zu M . Somit ist
M = {zeC~{0}] [Re (L) £ 1} ={a+ibe T~ {0}] |2yl <
= {a+ib€C~{0}] |a| £ ZFY .

Y

Wir betrachten die Fille @« =2 0 und a < 0.
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e Falls a = 0 ist, ist |a] = a, und wir erhalten

2 b2
a<? ;L < 0= a®—2a+b <= 0= (a®—2a+1)—1+b <= 1= (a—1)+b° .
e Falls a < 0 ist, ist |a] = —a, und wir erhalten
a’® + b?

—a< o =0 < a*420+0 = 0= (a®+2a+1)—1+0 <= 1< (at+1)* 407 .

Insgesamt ist also

M = {:=a+ibeC~{0}]a=0und1=(a—1)*+0%}
U{z=a+ibeC~{0}| a<0und1= (a+1)*+0b*}.

Skizze:
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