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Lösungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 21. Die Regel von l’Hospital

Bestimmen Sie die folgenden Funktionsgrenzwerte.

(a) lim
x→1

tan
(πx

2

)
ln(x)

(b) lim
x→0

2x − 1− ln(2)x

3x − 1− ln(3)x

(c) lim
x→1+0

ln(ln(x))

ln(x− 1)

(d) lim
x→+∞

x(arctan(x)− π
2
)

Lösungshinweise hierzu:

(a) Es ist

lim
x→1

tan
(πx

2

)
ln(x) = lim

x→1

sin
(
πx
2

)
cos

(
πx
2

) ln(x) = lim
x→1

ln(x)

cos
(
πx
2

) ·lim
x→1

sin
(πx

2

)
= lim

x→1

ln(x)

cos
(
πx
2

) .

Wegen limx→1 ln(x) = ln(1) = 0 und limx→1 cos(
πx
2
) = cos(π

2
) = 0 ist der Grenzwert

limx→1
ln(x)

cos(πx
2 )

von der Form ,, 0
0
“, und wir können die Regel von l’Hospital anwenden.

Es folgt

lim
x→1

tan
(πx

2

)
ln(x) = lim

x→1

ln(x)

cos
(
πx
2

) = lim
x→1

d
dx

ln(x)
d
dx

(
cos

(
πx
2

)) = lim
x→1

1
x

−π
2
sin

(
πx
2

)
=

1

−π
2
sin(π

2
)
= − 2

π
.

(b) Der Grenzwert limx→0
2x − 1− ln(2)x

3x − 1− ln(3)x
ist von der Form ,, 0

0
“, und wir können die Regel

von l’Hospital anwenden:

lim
x→0

2x − 1− ln(2)x

3x − 1− ln(3)x
= lim

x→0

d
dx

(2x − 1− ln(2)x)
d
dx

(3x − 1− ln(3)x)
= lim

x→0

2x ln(2)− ln(2)

3x ln(3)− ln(3)
= lim

x→0

ln(2)(2x − 1)

ln(3)(3x − 1)
.

Der Grenzwert limx→0
ln(2)(2x−1)
ln(3)(3x−1)

ist auch von der Form ,, 0
0
“, und wir können die Regel

von l’Hospital erneut anwenden. Also erhalten wir insgesamt:

lim
x→0

2x − 1− ln(2)x

3x − 1− ln(3)x
= lim

x→0

ln(2)(2x − 1)

ln(3)(3x − 1)
= lim

x→0

d
dx

ln(2)(2x − 1)
d
dx

ln(3)(3x − 1)
= lim

x→0

(ln(2))2 · 2x

(ln(3))2 · 3x
=

(
ln(2)

ln(3)

)2
.

(c) Für x → 1 + 0 gilt ln(x) → 0 + 0 , und da ln(x) eine stetige Funktion ist, folgt
lim

x→1+0
ln(ln(x)) = −∞ . Da außerdem lim

x→1+0
ln(x − 1) = −∞ gilt, ist der Grenzwert

limx→1+0
ln(ln(x))
ln(x−1)

von der Form ,, −∞
−∞ “ und wir können die Regel von l’Hospital anwen-

den:

lim
x→1+0

ln(ln(x))

ln(x− 1)
= lim

x→1+0

d
dx

ln(ln(x))
d
dx

ln(x− 1)
= lim

x→1+0

1
ln(x)

· 1
x

1
x−1

= lim
x→1+0

x− 1

x ln(x)
.

Dies ist nun von der Form ,, 0
0
“, so dass wir die Regel von l’Hospital erneut anwenden

können. Also ist

lim
x→1+0

ln(ln(x))

ln(x− 1)
= lim

x→1+0

x− 1

x ln(x)
= lim

x→1+0

d
dx
(x− 1)

d
dx
(x ln(x))

= lim
x→1+0

1

ln(x) + 1
=

1

ln(1) + 1
= 1 .
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(d) Wir können die Regel von l’Hospital nicht direkt anwenden, daher müssen wir den Aus-
druck zunächst umschreiben:

lim
x→+∞

x
(
arctan(x)− π

2

)
= lim

x→+∞

arctan(x)− π
2

1
x

.

Jetzt liegt die Form ,, 0
0
“ vor, so dass wir die Regel von l’Hospital anwenden können:

lim
x→+∞

x
(
arctan(x)− π

2

)
= lim

x→+∞

arctan(x)− π
2

1
x

= lim
x→+∞

d
dx

(
arctan(x)− π

2

)
d
dx

(
1
x

) = lim
x→+∞

1
1+x2

− 1
x2

= lim
x→+∞

− x2

1 + x2
= lim

x→+∞
− 1

1
x2 + 1

= −1.

Aufgabe H 22. Taylorpolynom und Restglied

Gegeben ist die Funktion f : R → R , f(x) = x2e−x . Siehe auch Aufgabe H 17.(a).

(a) Bestimmen Sie das Taylorpolynom T3(f, x,−1) .

(b) Bestimmen Sie das Restglied R3(f, x,−1) .

(c) Finden Sie ein C > 0 , für welches

|f(x)− T3(f, x,−1)| ≦ C|x+ 1|4

ist für x ∈ [−2, 0] .

Lösungshinweise hierzu: Um das Taylorpolynom T3(f, x,−1) und das Restglied R3(f, x,−1)
zu berechnen, bestimmen wir zunächst die folgenden Ableitungen der Funktion f :

f ′(x) = (2x− x2)e−x, f ′′(x) = (2− 4x+ x2)e−x,

f ′′′(x) = (−6 + 6x− x2)e−x f (4)(x) = (12− 8x+ x2)e−x.

Hierbei können f ′ , f ′′ , f ′′′ auch aus Aufgabe H 17.(a) entnommen werden.

(a) Das Taylorpolynom T3(f, x,−1) ist gegeben durch

T3(f, x,−1) = f(−1) + f ′(−1)(x+ 1) + f ′′(−1)
2!

(x+ 1)2 + f ′′′(−1)
3!

(x+ 1)3

= e− 3e(x+ 1) + 7e
2
(x+ 1)2 − 13e

6
(x+ 1)3 .

(b) Für x ∈ R ist das Restglied nach Lagrange gegeben durch:

R3(f, x,−1) =
f (4)(ξ)

4!
(x+ 1)4 =

(12− 8ξ + ξ2)e−ξ

24
(x+ 1)4

mit ξ = ξx,−1 zwischen x und −1 .

(c) Nach dem Satz von Taylor 2.6.1 ist f(x)− T3(f, x,−1) = R3(f, x,−1) . Wir erhalten

|f(x)− T3(f, x,−1)| = |R3(f, x,−1)| =
∣∣∣∣f (4)(ξ)

24
(x+ 1)4

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣f (4)(ξ)

24

∣∣∣∣ |x+ 1|4 .

Man kann auch |x+ 1|4 = (x+ 1)4 noch anmerken. Das wird aber nicht benötigt.
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Wir suchen also C > 0 so, dass |f
(4)(ξ)
24

| ≦ C ist für x ∈ [−2, 0] . Aus x ∈ [−2, 0] folgt
zunächst ξ ∈ [−2, 0] . Es ist∣∣∣∣f (4)(ξ)

24

∣∣∣∣ = |e−ξ||12− 8ξ + ξ2|
24

≦
e2

24
(12 + 16 + 4) = e2

4

3
.

Wir wählen C := 4e2

3
. Es folgt

|f(x)− T3(f, x,−1)| =
∣∣∣∣f (4)(ξ)

24

∣∣∣∣ |x+ 1|4 ≦ C|x+ 1|4

für x ∈ [−2, 0] .

Aufgabe H 23. Lokale Extrema und Wendepunkte

Sei f : (0,+∞) → R : x 7→ x(ln(x) + ln(x)2) .

(a) Bestimmen Sie alle lokalen Minimalstellen und alle lokalen Maximalstellen von f .

(b) Bestimmen Sie alle Wendepunkte von f .

Lösungshinweise hierzu:

(a) Für die Bestimmung lokaler Extrema müssen wir zunächst die Nullstellen von f ′ bestim-
men. Die erste Ableitung von f ist gegeben durch:

f ′(x) = (ln(x) + ln(x)2) + x ·
(
1

x
+ 2 ln(x) · 1

x

)
= ln(x)2 + 3 ln(x) + 1.

Wir suchen also Werte für x so, dass ln(x)2 + 3 ln(x) + 1 = 0 gilt.

Substituieren wir t = ln(x) , dann erhalten wir die Gleichung t2 + 3t + 1 = 0 , deren
Lösungen gegeben sind durch

t1,2 =
−3±

√
5

2

Mittels Rücksubstitution erhalten wir die Nullstellen von f ′(x) :

x1 = e
−3−

√
5

2 , x2 = e
−3+

√
5

2 .

Wir müssen noch überprüfen, ob dies Extrema sind. Wir benutzen 2.7.3: Mit

f ′′(x) =
2 ln(x) + 3

x

folgt

f ′′(x1) =
−3−

√
5 + 3

x1

= −
√
5

x1

< 0 und f ′′(x2) =
−3 +

√
5 + 3

x2

=

√
5

x2

> 0 .

Somit ist x1 eine lokale Maximalstelle und x2 eine lokale Minimalstelle.
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(b) Es ist f ′′(x) =
2 ln(x) + 3

x
!
= 0 genau dann, wenn 2 ln(x) + 3 = 0 ist, also wenn

ln(x) = −3
2
gilt. Der einzige Kandidat für einen Wendepunkt ist also bei x0 = e−

3
2 .

Es ist

f ′′′(x) =
2
x
· x− (2 ln(x) + 3) · 1

x2
= −2 ln(x) + 1

x2

und also f ′′′(x0) = −
2 ln

(
e−

3
2

)
+ 1(

e−
3
2

)2 = 2e3 > 0 . Somit ist x0 eine Minimalstelle von f ′

und also W1 = (x0, f(x0)) = (e−
3
2 , 3

4
e−

3
2 ) ein Wendepunkt von f .

Skizze von f (nicht verlangt)

1

1

x1 x2

W1

x

y

Aufgabe H 24. Kurvendiskussion

Sei f : (−1,+∞) → R : x 7→ ln(x3 + 1) .

(a) Bestimmen Sie lim
x→−1+0

f(x) und lim
x→+∞

f(x) .

(b) Bestimmen Sie f ′(x) , f
′′
(x) und f ′′′(x) .

(c) Bestimmen Sie alle lokalen Extremstellen und Wendepunkte von f .

(d) Skizzieren Sie den Graphen von f , einschließlich der lokalen Extremstellen und Wende-
punkte.

Lösungshinweise hierzu:

(a) Es ist wegen der Stetigkeit von ln(x) :

lim
x→−1+0

ln(x3 + 1) = lim
t→0+0

ln(t) = −∞

lim
x→+∞

ln(x3 + 1) = lim
t→+∞

ln(t) = +∞; .
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(b) Mit der Kettenregel und der Quotientenregel erhalten wir

f ′(x) =
3x2

x3 + 1

f ′′(x) =
6x(x3 + 1)− 9x4

(x3 + 1)2
=

−3x4 + 6x

(x3 + 1)2

f ′′′(x) =
(−12x3 + 6)(x3 + 1)2 − (−3x4 + 6x)(2(x3 + 1) · 3x2)

(x3 + 1)4

=
6(−2x3 + 1)(x3 + 1)− (−3x4 + 6x)(6x2)

(x3 + 1)3

=
6(x6 − 7x3 + 1)

(x3 + 1)3
.

(c) Lokale Extremstellen: Es ist f ′(x) = 0 , genau dann wenn 3x2

x3+1
= 0 ist, also nur an

der Stelle x0 = 0 .

Es ist f ′′(0) = 0 und f ′′′(0) = 6 ̸= 0 .

Somit liegt in x0 nach 2.7.3 kein lokales Extremum vor.

Folglich hat die Funktion f keine lokalen Extremstellen.

Wendepunkte: Die Nullstellen von f ′′ sind die Nullstellen von

−3x4 + 6x = −3x(x3 − 2) ,

also x1 = 0 und x2 =
3
√
2 .

Es ist f ′′′(0) = 6 ̸= 0 und f ′′′( 3
√
2) = 6(22−7·2+1)

(2+1)3
= −54

27
= −2 ̸= 0 . Somit folgt

mit 2.7.3, dass sowohl in x1 = 0 als auch in x2 =
3
√
2 lokale Extrema von f ′ vorliegen.

Damit erhalten wir die Wendepunkte

W1 = (0, 0) und W2 =
(

3
√
2, ln(3)

)
von f .

(d) Skizze des Graphen der Funktion, einschließlich der beiden Wendepunkte.

1 2

−2

−1

1

2

3

W1

W2
x

y
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Frischhaltebox

Aufgabe H 25. Reihen

Wir betrachten die Reihe
∞∑
n=1

8(−1)n

7n + 1
.

(a) Untersuchen Sie die Konvergenz dieser Reihe mithilfe des Leibniz-Kriteriums.

(b) Untersuchen Sie die Konvergenz dieser Reihe mithilfe des Quotientenkriteriums.

Lösungshinweise hierzu:

(a) Sei an = 8(−1)n

7n+1
. Es gilt

lim
n→∞

|an| = lim
n→∞

8

7n + 1
= 0,

da 7n → ∞ .

Es ist |an+1| = 8
7n+1+1

≦ 8
7n+1

= |an| . Also ist die Folge (|an|)n∈N monoton fallend.

Da weiterhin die Reihe
∑∞

n=1 an alternierend ist, konvergiert
∑∞

n=1 an nach dem Leibniz-
Kriterium.

(b) Sei an = 8(−1)n

7n+1
. Dann ist

lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣∣
8(−1)n+1

7n+1+1

8(−1)n

7n+1

∣∣∣∣∣ = 7n + 1

7n+1 + 1
= lim

n→∞

1
7
+ 1

7n+1

1 + 1
7n+1

=
1

7
.

Da 1
7
< 1 ist, konvergiert die Reihe nach dem Quotientenkriterium.
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