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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:
Aufgabe H 21. Die Regel von I'Hospital
Bestimmen Sie die folgenden Funktionsgrenzwerte.

(a) liqtan(%) In(x) (c) lim 1“(111(%1)

z—140 ln( )

—1—In(2)z (d) xgrfoox(arctan(l”) - %)

50 31’ —1—In(3)x

(b) lim

Loésungshinweise hierzu:
(a) Esist
sm(”—)

. T . 2
alcl—>H{ tan(?) ln(:c) il—% Cos(mg) z—1 COS(%) z—1

In(z) = lim In(z) lim sin(%) = lim In(z)

M oos(5)

Wegen lim,_,; In(z) = In(1) = 0 und lim,_,; cos(%) = cos(3) = 0 ist der Grenzwert

lim,_y C::(‘Z von der Form ,,% “, und wir kénnen die Regel von |'Hospital anwenden.
Es folgt
1 4 1
lim tan<H> In(z) = lim n(x) = lim ddz& = lim —%——
ST S I ) T (eon(7)) ()
B 1 2
- —Isin(3) o«
2% — 1 —1In(2
(b) Der Grenzwert lim, o n(2)x ist von der Form ,,g “, und wir kdnnen die Regel
3* —1—In(3)x
von |'Hospital anwenden:
27 — 1 —1In(2 4 (27 — 1 —1In(2 27 1n(2) — In(2 In(2)(2* — 1
. w2 n@) @) -@) @)@ 1)
2=03% — 1 —1In(3)z 20 - (3* =1 —In(3)x) =-037 In(3) —In(3) 2-01In(3)(3* — 1)

Der Grenzwert lim,_.q % ist auch von der Form ,,% “, und wir kénnen die Regel

von |'Hospital erneut anwenden. Also erhalten wir insgesamt:

p 2o l=@e . W(2)@2°-1) +m(2)2"-1) - (In(2))?-2° <ln(2)
22037 — 1 —In(3)z  2a>0In(3)(3* —1) =0 Lin(3)(3» — 1) =—0(In(3))2-3*  \In(3)

(c) Fir x — 1+ 0 gilt In(z) — 0+ 0, und da In(x) eine stetige Funktion ist, folgt

lim In(In(z)) = —oo. Da auBerdem lim In(z — 1) = —oo gilt, ist der Grenzwert
—140 z—140
lim, 1.9 11 ((1;1(901))) von der Form ,, =>= " und wir kénnen die Regel von I'Hospital anwen-
den:
In(n(2)) - glln() g a1
2140 In(x — 1) 2-1%0 % In(x — 1) B 96—1>r12—0 ﬁ Casirogin(z)

Dies ist nun von der Form ,,% “, so dass wir die Regel von |I'Hospital erneut anwenden
konnen. Also ist

In(ln(x)) . r—1 ;I(:c - 1) ] 1 1

= = 1] = 1] = =
etoln(z — 1) emitozin(z)  e—1+0 L(zpln(z)) esiroin(z)+ 1 In(l)+ 1
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(d) Wir konnen die Regel von I'Hospital nicht direkt anwenden, daher miissen wir den Aus-
druck zundchst umschreiben:

. T . arctan(z) — 2
lim x(arctan(a:) - —> = lim #
xr—+00 T—r—+00 p
Jetzt liegt die Form ,,% “vor, so dass wir die Regel von I'Hospital anwenden kénnen:
_ T ~ arctan(z) — Z 4 (arctan(z) — Z !
lim x(arctan(:c) — —) = lim # = lim e (z) —3) = lim 1+ﬁ2
T—r+00 2 T—+00 = T—+00 4 (l) r—=+o00 — =
T dr \z x
x? . 1

=—1.

= lim — = lim ——
z—+oo 1 4+ 2 T—~400 pol +1

Aufgabe H 22. Taylorpolynom und Restglied
Gegeben ist die Funktion f: R — R, f(z) = z%¢™*. Siehe auch Aufgabe H 17.(a).

(a) Bestimmen Sie das Taylorpolynom T5(f,z,—1).
(b) Bestimmen Sie das Restglied Rs(f,z,—1).
(c) Finden Sie ein C' > 0, fiir welches

f(2) = T5(f,2,-1)] = Clo+1*
ist fir = € [—2,0].

Lésungshinweise hierzu: Um das Taylorpolynom T5( f, , —1) und das Restglied R3(f,z, —1)
zu berechnen, bestimmen wir zunachst die folgenden Ableitungen der Funktion f:

fl(x) =2z —2He ™, f'(z)=(2— 4z +2%)e ",

f(x) = (=6 + 6z —2%)e™® fW(z)=(12 -8z + 2?)e "

Hierbei konnen f’, f”, f"” auch aus Aufgabe H 17.(a) entnommen werden.
(a) Das Taylorpolynom T3(f,z,—1) ist gegeben durch

Ty(f,z,—1) = f(=1)+ f(~)(x+1) + L@+ 1)2 + LDz 4 1)3
e—3e(z+ 1)+ Z(x+1)2 - (z+1)%.

(b) Fiir z € R ist das Restglied nach Lagrange gegeben durch:
“) 12 -8 et

R3(f,l’,—1) = 24

mit § = &, 1 zwischen = und —1.
(c) Nach dem Satz von Taylor 2.6.1 ist f(x) — T3(f,z,—1) = R3(f,z,—1). Wir erhalten

f(4) (5 f(4)
e = |58

[f (@) = T5(f, 2, =1)] = [Rs(f, 2, = 1) = (@ +1)* o+ 11

Man kann auch |z + 1|* = ( 4+ 1)* noch anmerken. Das wird aber nicht benétigt.
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Wir suchen also C' > 0 so, dass |%| < Cist fir x € [-2,0]. Aus = € [—2,0] folgt
zuniachst £ € [—2,0]. Es ist

fOE| _letlnz—se+€ _ &
24 | 24 =24

4
(12+16+4):e2§.

Wir wahlen C' := % Es folgt

()
24

F(&) = Ty(fo2,~1) :\ ‘|x+1|4 < Cle 1!

fur x € [-2,0].
Aufgabe H 23. Lokale Extrema und Wendepunkte
Sei f:(0,+00) — R: z + x(In(x) + In(z)?).
(a) Bestimmen Sie alle lokalen Minimalstellen und alle lokalen Maximalstellen von f.

(b) Bestimmen Sie alle Wendepunkte von f.

Lésungshinweise hierzu:

(a) Fiir die Bestimmung lokaler Extrema miissen wir zunachst die Nullstellen von f’ bestim-
men. Die erste Ableitung von f ist gegeben durch:

F(2) = (Inz) + In(@)?) + o - (i +2In(z) 1) — In(2)’ + 31n(z) + 1.

T

Wir suchen also Werte fiir = so, dass In(z)? 4+ 31In(z) + 1 = 0 gilt.

Substituieren wir ¢ = In(x), dann erhalten wir die Gleichung 2 +3t+1 =0, deren
Losungen gegeben sind durch
—3++5

2
Mittels Riicksubstitution erhalten wir die Nullstellen von f(x):

t12 =

—3-V5 —34+V5
rL=€e 2 , Tg=€ 2 .

Wir miissen noch iiberpriifen, ob dies Extrema sind. Wir benutzen 2.7.3: Mit

_ 2In(x)+3
B T

f'(z)

#'(z1) :_?’_—\/m:_é <0 und  f"(22) :_3+—\/5+3:\/_§ ~0.

X1 X1 X2 X2

Somit ist x; eine lokale Maximalstelle und x4 eine lokale Minimalstelle.
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21 3
(b) Es ist f"(z) = 2n(z) +3 = 0 genau dann, wenn 2In(z) + 3 = 0 ist, also wenn
In(z) = —% gilt. Der einzige Kandidat fiir einen Wendepunkt ist also bei zy = e~2.
Es ist
" 2.z—(2In(z)+3)-1 2In(z) +1
f(z) = ) - 2

und also f"(xg) = ————%— = 2¢® > 0. Somit ist xy eine Minimalstelle von f

und also Wy = (zo, f(z0)) = (e~ ,%e_%) ein Wendepunkt von f.
Skizze von f (nicht verlangt)

Y

W,
‘ ‘ i

7 \522/1

Aufgabe H 24. Kurvendiskussion
Sei f:(—1,+00) > R: x> In(z® +1).

(a) Bestimmen Sie x—1>1—r?+of(x) und xll)riloof(x)

(b) Bestimmen Sie f'(z), f (x) und f"(z).
(c) Bestimmen Sie alle lokalen Extremstellen und Wendepunkte von f.

(d) Skizzieren Sie den Graphen von f, einschlieBlich der lokalen Extremstellen und Wende-
punkte.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Es ist wegen der Stetigkeit von In(z):

lim In(2*+1) = lim In(t) = —co
2——140 t—0+0
lim In(z®+1) = lim In(t) = 4o0;.
T—+00 t——+oo
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(b) Mit der Kettenregel und der Quotientenregel erhalten wir

)=y
" 6z(z3 +1) — 92 =3z + 62
fia) = @B +1)2 (a4 1)
() = (—122% + 6) (23 + 1)2 — (=32* + 62)(2(z3 + 1) - 32?)
(3 + 1)
_6(—22% 4+ 1)(2® 4+ 1) — (—=32" + 62)(62?)
(@11
_6(a® =T +1)
(:C3 + 1)3 ’

(c) Lokale Extremstellen: Es ist f'(x) = 0, genau dann wenn 32— — ( ist, also nur an
der Stell o
er Stelle o = 0.

Esist f7(0) =0 und f”(0) =6 #0.
Somit liegt in xg nach 2.7.3 kein lokales Extremum vor.

Folglich hat die Funktion f keine lokalen Extremstellen.

Wendepunkte: Die Nullstellen von f” sind die Nullstellen von
—32* + 62 = —3x(2® - 2) ,
also ;1 =0 und 25 = V/2.

Es ist f(0) = 6 # 0 und f”(3/2) = % = -3 = 2 # 0. Somit folgt

mit 2.7.3, dass sowohl in ; = 0 als auch in 2o = /2 lokale Extrema von f’ vorliegen.
Damit erhalten wir die Wendepunkte

Wy = (0,0) und W, = <\/§ 1n(3))

von f.

(d) Skizze des Graphen der Funktion, einschlieBlich der beiden Wendepunkte.
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- Frischhaltebox \

Aufgabe H 25. Reihen
Wir betrachten die Reihe

= T +1
(a) Untersuchen Sie die Konvergenz dieser Reihe mithilfe des Leibniz-Kriteriums.

(b) Untersuchen Sie die Konvergenz dieser Reihe mithilfe des Quotientenkriteriums.

Losungshinweise hierzu:

(a) Sei a, = 52" Es gilt

8
lim |a,| = lim =0,
n—o00 n—oo (" 4 1

da 7 — 0.

Es ist |an11]| = 7rrg = 707 = |anl| - Also ist die Folge (|a,|), ey monoton fallend.
Da weiterhin die Reihe Y | a,, alternierend ist, konvergiert >~ >°  a,, nach dem Leibniz-

Kriterium.
(b) Sei a, = 87(;131”. Dann ist
8(—1)nt!
Tt B L = e B OSSN e u S|
lim = lim | ——=| = = lim ——F— = .
n—oo | Gy, n—00 (=1 7+l +1 n—oo 1 4 =TT 7
7 +1 7

Da % < 1 ist, konvergiert die Reihe nach dem Quotientenkriterium.
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