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Lösungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 26. Stammfunktionen

(a) Bestimmen Sie alle Funktionen f : R → R : x → f(x) , für welche f ′(x) = (cos(x))2

und f(0) = −1 ist.

(b) Bestimmen Sie alle Funktionen f : R → R : x → f(x) , für welche f ′′(x) = (cos(x))2

und f(0) = −1 ist.

(c) Sei f : R → R : x → f(x) = exp(x2) . Bestimmen Sie f ′′(x) .

Bestimmen Sie
∫ 1

0
f ′′(x) dx .

Lösungshinweise hierzu:

(a) Gesucht sind die Stammfunktionen f von cos(x)2 , für die f(0) = −1 ist. Mit 1.14.21

ist cos(x)2 =
1 + cos(2x)

2
(was auch direkt mit Euler-deMoivre folgt). Es ist∫

f ′(x) dx =

∫
cos(x)2 dx =

∫
1 + cos(2x)

2
dx =

[x
2

]
+
1

2

∫
cos(2x) dx =

[
x

2
+

1

4
sin(2x)

]
.

Die gesuchte Funktion f ist also von der Form

f(x) =
x

2
+

1

4
sin(2x) + C

mit C ∈ R .

Es soll −1
!
= f(0) = 0

2
+ 1

4
sin(0) + C = C gelten. Somit ist die durch

f(x) =
x

2
+

1

4
sin(2x)− 1

gegebene Funktion die eindeutige Funktion, die die gewünschten Eigenschaften erfüllt.

Alternativ: Es ist mit Hilfe von partieller Integration∫
cos(x)2 dx =

∫
cos(x) cos(x) dx

= [cos(x) sin(x)]−
∫
sin(x)(− sin(x)) dx

= [sin(x) cos(x)] +
∫
sin(x)2 dx

= [sin(x) cos(x)] +
∫
1− cos(x)2 dx

= [sin(x) cos(x)] + [x]−
∫
cos(x)2 dx .

Somit wird

2 ·
∫

cos(x)2 dx = [x+ sin(x) cos(x)]

und also ∫
cos(x)2 dx =

[
x

2
+

sin(x) cos(x)

2

]
.

Die gesuchte Funktion f ist also von der Form

f(x) =
x

2
+

sin(x) cos(x)

2
+ C
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mit C ∈ R . Es soll −1
!
= f(0) = 0

2
+ sin(0) cos(0)

2
+ C = C gelten. Somit ist die

durch f(x) = x
2
+ sin(x) cos(x)

2
− 1 gegebene Funktion die eindeutige Funktion, die die

gewünschten Eigenschaften erfüllt.
Mit 1.14.21 ist

sin(x) cos(x)

2
=

1

4
sin(2x) .

Wir erhalten also auf beide Weisen dieselbe Funktion.

(b) Alle Stammfunktionen von cos(x)2 sind nach (a) von der Form x
2
+ 1

4
sin(2x) + C

mit C ∈ R . Die nun gesuchte Funktion f ist eine Stammfunktion einer solchen. Wir
erhalten für C ∈ R :∫

x

2
+

1

4
sin(2x) + C dx =

[
x2

4
− 1

8
cos(2x) + Cx

]
.

Die gesuchte Funktion f ist also von der Form

f(x) =
x2

4
− 1

8
cos(2x) + Cx+D

mit C,D ∈ R .

Aus der Bedingung f(0) = −1 folgt −1
!
= −1

8
+ D und somit ist D = −7

8
. Alle

gesuchten Funktionen sind daher von der Form

f(x) =
x2

4
− 1

8
cos(2x) + Cx− 7

8
,

wobei C ∈ R eine beliebige Konstante ist.

(c) Es gilt f ′(x) = 2x exp(x2) , und daher

f ′′(x) = 2 exp(x2) + 2x · (2x exp(x2)) = (2 + 4x2) exp(x2).

Nach 3.1.5 gilt∫ 1

0

(2 + 4x2) exp(x2) dx =

∫ 1

0

f ′′(x) dx = f ′(1)− f ′(0) = 2 exp(1)− 0 = 2e .
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Aufgabe H 27. Partielle Integration

Berechnen Sie die folgenden Integrale.

(a)

∫ e

1

x2(ln(x))2 dx (b)

∫ 1

0

ln(x2 + 1) dx

Lösungshinweise hierzu:

(a) Mit partieller Integration bekommen wir∫ e

1

x2(ln(x))2 dx =

[
x3

3
(ln(x))2

]e
1

−
∫ e

1

x3

3
·
(
2 · ln(x) · 1

x

)
dx

=

[
x3

3
(ln(x))2

]e
1

− 2

3

∫ e

1

x2 · ln(x) dx

=

[
x3

3
(ln(x))2

]e
1

− 2

3

([
1

3
x3 ln(x)

]e
1

−
∫ e

1

1

3
x3 · 1

x
dx

)
=

[
x3

3
(ln(x))2

]e
1

− 2

9

(
[x3 ln(x)]e1 −

∫ e

1

x2 dx

)
=

[
x3

3
(ln(x))2

]e
1

− 2

9

(
[x3 ln(x)]e1 −

[
1

3
x3

]e
1

)
=

e3(ln(e))2

3
− 1

3
(ln(1))2 −

(
2

9
e3 ln(e)− 2

9
ln(1)

)
+

2

27
e3 − 2

27

=
e3 · 12

3
− 1

3
· 02 − 2

9
e3 · 1 + 2

9
· 0 + 2

27
e3 − 2

27

=
5e3 − 2

27
.

(b) Mit partieller Integration bekommen wir∫ 1

0

ln(x2 + 1) dx =

∫ 1

0

1 · ln(x2 + 1) dx

=
[
x ln(x2 + 1)

]1
0
−
∫ 1

0

x · 1

x2 + 1
· 2x dx

=
[
x ln(x2 + 1)

]1
0
− 2

∫ 1

0

x2

x2 + 1
dx

=
[
x ln(x2 + 1)

]1
0
− 2

∫ 1

0

(x2 + 1)− 1

x2 + 1
dx

=
[
x ln(x2 + 1)

]1
0
− 2

∫ 1

0

1− 1

x2 + 1
dx

=
[
x ln(x2 + 1)

]1
0
+ [−2x+ 2arctan(x)]10

= ln(2)− 0− 2 + 2 arctan(1) + 0− 2 arctan(0) = ln(2)− 2 +
π

2
.
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Aufgabe H 28. Integration durch Substitution

Berechnen Sie die folgenden Integrale.

(a)

∫ 2

1

1 + 2x2

x3(1 + x2)
dx . Verwenden Sie hierzu die Substitution u = x2 .

(b)

∫
1

x
√

1− (ln(x))2
dx

(c)

∫ ln(2)

0

1

ex + 2
dx

Lösungshinweise hierzu:

(a) Mit der Substitution u = x2 ist du
dx

= 2x und also du = 2x dx . Damit erhalten wir∫ 2

1

1 + 2x2

x3(1 + x2)
dx =

∫ 2

1

1 + 2x2

x3(1 + x2)
· 1

2x
· 2x dx

=
1

2

∫ 2

1

1 + 2x2

x4(1 + x2)
· 2x dx

=
1

2

∫ u(2)=4

u(1)=1

1 + 2u

u2(1 + u)
du

Wir wenden Partialbruchzerlegung an. Wir machen den Ansatz

1 + 2u

u2(1 + u)
=

A

u2
+

B

u
+

C

1 + u

mit zu bestimmenden Konstanten A,B,C ∈ R . Nach Multiplikation mit dem Nenner
u2(1 + u) und Kürzen erhalten wir die Bedingung

1 + 2u
!
= A(1 + u) +B(u(1 + u)) + Cu2 = A+ u(A+B) + u2(B + C) .

Koeffizientenvergleich liefert das LGS A = 1 , 2 = A+B und 0 = B + C . Als Lösung
erhalten wir also A = 1 , B = 1 und C = −1 .

Somit wird 1+2u
u2(1+u)

= 1
u2 +

1
u
− 1

1+u
. Damit erhalten wir∫ 2

1

1 + 2x2

x3(1 + x2)
dx =

1

2

∫ u(2)=4

u(1)=1

1 + 2u

u2(1 + u)
du

=
1

2

∫ 4

1

1

u2
+

1

u
− 1

1 + u
du

=
1

2

[
−1

u
+ ln(|u|)− ln(|1 + u|)

]4
1

=
1

2

(
−1

4
+ ln(4)− ln(5)− (−1 + ln(1)− ln(2))

)
=

3

8
+

3

2
ln(2)− 1

2
ln(5)

(
=

3

8
+

1

2
ln

(
8

5

) )
.
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Alternative Bestimmung von A,B,C : Wir betrachten

1 + 2u
!
= A(1 + u) +B(u(1 + u)) + Cu2

mit der Einsetzmethode.

Für u = −1 erhalten wir

1− 2
!
= A · 0 +B · 0 + C = C

und also C = −1 .

Für u = 0 erhalten wir
1

!
= A+B · 0 + C · 0 = A

und also A = 1 .

Mit A = 1 und C = −1 erhalten wir für u = 1

1 + 2
!
= 2A+ 2B + C = 1 + 2B

und also B = 1 .

(b) Wir substituieren y = ln(x) . Dann ist dy
dx

= 1
x
und also dy = 1

x
dx . Damit erhalten wir∫

1

x
√

1− (ln(x))2
dx =

∫
1√

1− y2
dy = [arcsin(y)] = [arcsin(ln(x))] .

(c) Wir substituieren y = ex . Dann ist dy
dx

= ex und also dy = ex dx . Damit erhalten wir∫ ln(2)

0

1

ex + 2
dx =

∫ ln(2)

0

1

ex + 2
· 1

ex
· ex dx =

∫ eln(2)=2

e0=1

1

y(y + 2)
dy.

Nun verwenden wir Partialbruchzerlegung: wir machen den Ansatz

1

y(y + 2)
=

A

y
+

B

y + 2

mit zu bestimmenden Konstanten A,B ∈ R . Nach Multiplikation mit dem Nenner
y(y + 2) und Kürzen erhalten wir die Bedingung

1
!
= A(y + 2) +By = 2A+ y(A+B) .

Koeffizientenvergleich liefert das LGS 1 = 2A und 0 = A + B , dessen Lösung A = 1
2

und B = −1
2
ist. Also ist

1

y(y + 2)
=

1

2y
− 1

2(y + 2)
.
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Wir erhalten ∫ ln(2)

0

1

ex + 2
dx =

∫ 2

1

1

y(y + 2)
dy

=

∫ 2

1

1

2y
− 1

2(y + 2)
dy

=

[
1

2
ln(|y|)− 1

2
ln(|y + 2|)

]2
1

=
1

2
(ln(2)− ln(4)− ln(1) + ln(3))

=
1

2
(ln(2)− 2 ln(2)− 0 + ln(3))

=
1

2
(ln(3)− ln(2))

(
=

1

2
ln

(
3

2

) )
.

Alternative Bestimmung von A,B : Wir betrachten

1
!
= A(y + 2) +By

mit der Einsetzmethode.

Für x = −2 erhalten wir
1

!
= A · 0− 2B = −2B

und also B = −1
2
.

Für x = 0 erhalten wir
1

!
= 2A+B · 0 = 2A

und also A = 1
2
.
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Aufgabe H 29. Integration durch Partialbruchzerlegung

Berechnen Sie die folgenden Integrale.

(a)

∫
x3

x2 − 3x+ 2
dx (b)

∫ 0

−1

x2

(x− 1)2(x− 2)
dx

Lösungshinweise hierzu:

(a) Da der Grad des Nenners x2 − 3x + 2 kleiner ist als der Grad des Zählers x3 wenden
wir zunächst Polynomdivision an. Es ist

x3 = (x2 − 3x+ 2) · (x+ 3) + (7x− 6)
−(x3 − 3x2 + 2x)

3x2 − 2x
−(3x2 − 9x+ 6)

7x− 6

und also
x3

x2 − 3x+ 2
= x+ 3 +

7x− 6

x2 − 3x+ 2
.

Wir bestimmen nun die Nullstellen des Nenners x2 − 3x+ 2 . Es ist

x1,2 =
3±

√
9− 8

2
=

3± 1

2

und also x1 = 1 und x2 = 2 . Somit ist x2 − 3x+ 2 = (x− 1)(x− 2) .

Wir erhalten

x3

x2 − 3x+ 2
= x+ 3 +

7x− 6

x2 − 3x+ 2
= x+ 3 +

7x− 6

(x− 1)(x− 2)
.

Nun verwenden wir Partialbruchzerlegung, um den Bruch 7x−6
(x−1)(x−2)

zu zerlegen. Wir
machen den Ansatz

7x− 6

(x− 1)(x− 2)
=

A

x− 1
+

B

x− 2

mit zu bestimmenden Konstanten A,B ∈ R .

Nach Multiplikation mit dem Nenner (x − 1)(x − 2) und Kürzen erhalten wir die Be-
dingung

7x− 6
!
= A(x− 2) +B(x− 1) = −2A−B + x(A+B) .

Mittels Koeffizientenvergleich ergibt sich das LGS

{
A+B = 7

−2A−B = −6
.

Hieraus folgt A = −1 und B = 8 .

Nun ist

x3

x2 − 3x+ 2
= x+ 3 +

7x− 6

(x− 1)(x− 2)
= x+ 3− 1

x− 1
+

8

x− 2
.
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Insgesamt ergibt sich somit∫
x3

x2 − 3x+ 2
dx =

∫
x+3− 1

x− 1
+

8

x− 2
dx =

[
x2

2
+ 3x− ln(|x− 1|) + 8 ln(|x− 2|)

]
.

Alternative Bestimmung von A,B : Wir betrachten

7x− 6
!
= A(x− 2) +B(x− 1)

mit der Einsetzmethode.

Für x = 2 erhalten wir
7 · 2− 6

!
= A · 0 +B = B

und also B = 8 .

Für x = 1 erhalten wir
7 · 1− 6

!
= −A+B · 0 = −A

und also A = −1 .

(b) Wir verwenden Partialbruchzerlegung, um
x2

(x− 1)2(x− 2)
zu zerlegen. Wir machen

den Ansatz

x2

(x− 1)2(x− 2)
=

A

x− 1
+

B

(x− 1)2
+

C

x− 2

mit zu bestimmenden Konstanten A,B,C ∈ R .

Nach Multiplikation mit dem Nenner (x − 1)2(x − 2) und Kürzen erhalten wir die
Bedingung

x2 !
= A(x−1)(x−2)+B(x−2)+C(x−1)2 = 2A−2B+C+x(−3A+B−2C)+x2(A+C) .

Koeffizientenvergleich liefert das LGS


A+ C = 1

−3A+B − 2C = 0

2A− 2B + C = 0

.

Wir wenden den Gauß-Algorithmus an: 1 0 1 1
−3 1 −2 0
2 −2 1 0

 →

 1 0 1 1
0 1 1 3
0 −2 −1 −2

 →

 1 0 1 1
0 1 1 3
0 0 1 4

 →

 1 0 0 −3
0 1 0 −1
0 0 1 4

 .

Somit folgt C = 4 , B = −1 und A = −3 . Daher ist

x2

(x− 1)2(x− 2)
= − 3

x− 1
− 1

(x− 1)2
+

4

x− 2
.

Damit wird

∫ 0

−1

x2

(x− 1)2(x− 2)
dx =

∫ 0

−1

−3

x− 1
− 1

(x− 1)2
+ 4

1

x− 2
dx

=
[
−3 ln(|x− 1|) + (x− 1)−1 + 4 ln(|x− 2|)

]0
−1

= 0− 1 + 4 ln(2) + 3 ln(2) +
1

2
− 4 ln(3) = −1

2
+ 7 ln(2)− 4 ln(3) .
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6. Gruppenübung Höhere Mathematik 2

Alternative Bestimmung von A,B,C : Wir betrachten

x2 !
= A(x− 1)(x− 2) +B(x− 2) + C(x− 1)2

mit der Einsetzmethode.

Für x = 1 erhalten wir
1

!
= A · 0−B + C · 0 = −B .

Für x = 2 erhalten wir
4

!
= A · 0 +B · 0 + C = C .

Mit B = −1 und C = 4 erhalten wir für x = 0

0
!
= 2A− 2B + C = 2A+ 2 + 4 = 2A+ 6

und daraus A = −3 .

Frischhaltebox

Aufgabe H 30. Umkehrfunktion

(a) Sei y ∈ R . Bestimmen Sie t ∈ R+ mit t2 − 2yt− 1 = 0 .

(b) Lösen Sie y = sinh(x) nach x auf, unter Verwendung von (a).
Bestätigen Sie damit: Für y ∈ R ist arsinh(y) = ln(y +

√
y2 + 1) .

Lösungshinweise hierzu:

(a) Die Nullstellen von t2 − 2yt− 1 sind gegeben durch

t1,2 =
2y ±

√
4y2 + 4

2
= y ±

√
y2 + 1.

Da
√
y2 + 1 >

√
y2 = |y| ≧ y gilt, folgt t2 = y −

√
y2 + 1 < 0 und also t2 ̸∈ R+ .

Somit ist t = t1 = y +
√

y2 + 1 die eindeutige Lösung von t2−2yt−1 = 0 mit t ∈ R+ .

(b) Es ist

y = sinh(x) =
ex − e−x

2
.

und daher
2y = ex − e−x ,

d.h.
0 = ex − 2y − e−x ,

d.h.
0 = e2x − 2yex − 1 .

Wir setzen t = ex ∈ R+ . Dann wird die Gleichung zu

0 = t2 − 2yt− 1 .

Nach (a) hat diese die Lösung t = y +
√

y2 + 1 . Aus ex = t = y +
√
y2 + 1 erhalten

wir nun x = ln(y +
√

y2 + 1) .

Somit folgern wir, dass die Funktion y 7→ ln(y +
√

y2 + 1) die Umkehrfunktion von
x 7→ sinh(x) ist. Mit anderen Worten, es ist

arsinh(y) = ln(y +
√

y2 + 1) .
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