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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 26. Stammfunktionen

(a) Bestimmen Sie alle Funktionen f: R — R :x — f(x), fiir welche f’'(x) = (cos(z))?
und f(0) = —1 ist.

(b) Bestimmen Sie alle Funktionen f: R — R : x — f(x), fiir welche f”(z) = (cos(r))?
und f(0) = —1 ist.

(c) Sei f:R—R:x— f(x)=exp(z?). Bestimmen Sie f”(z).
Bestimmen Sie fol f"(x)dx

Losungshinweise hierzu:

(a) Gesucht sind die Stammfunktionen f von cos(x)?, fiir die f(0) = —1 ist. Mit 1.14.21

, 14 cos(2x)

ist cos(x)* = 5 (was auch direkt mit Euler-de Moivre folgt). Es ist

/f/(ﬂf) dzr = /COS(HU)Q dw Z/H#S(%)dx = [g}%/cos(%) dr = [%+isin(2x)] )

Die gesuchte Funktion f ist also von der Form

flz) = g + isin(2x) +C

mit ¢ € R.
Es soll —1 = f(0) =2+ 1sin(0) + C = C gelten. Somit ist die durch

f(z) = g + isin(Qx) -1

gegebene Funktion die eindeutige Funktion, die die gewiinschten Eigenschaften erfiillt.
Alternativ: Es ist mit Hilfe von partieller Integration

[cos(z)*dz = [ cos(x) COS(ZL‘) dz

= [Cos(a:) sin(z)] — [ sin(z)(—sin(z)) dz
COS(CL’)] + [sin(z)*dx
os(z)] + f 1 — cos(z)?dx

cos(z)] + [x] — [ cos(z)? dx .

Il
.—\?.—|
-
=
—~ o~
s
~— — —
Q

Somit wird
2. /cos(az)2 dx = [z + sin(z) cos(x)]

und also

2 2

Die gesuchte Funktion f ist also von der Form

/ cos(x)? dx = F . sin(z) cos(x)

x  sin(z) cos(z)

f(x):§+#+0
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(b)

mit C € R. Es soll —1 = f(0) =9+ w + C = C gelten. Somit ist die

_ sin(z) cos(x) . . . . . . .
durch f(z) = % + === — 1 gegebene Funktion die eindeutige Funktion, die die
gewiinschten Eigenschaften erfiillt.

Mit 1.14.21 ist
sin(z) cos(x)

1
= —sin(2z) .
5 7 5in(22)

Wir erhalten also auf beide Weisen dieselbe Funktion.

Alle Stammfunktionen von cos(z)? sind nach (a) von der Form % + 1sin(2z) + C
mit C' € R. Die nun gesuchte Funktion f ist eine Stammfunktion einer solchen. Wir
erhalten fir C' € R:

1 21
/§+ ZSin(Qx) +Cdz = % - gcos(Qx) +Cx

Die gesuchte Funktion f ist also von der Form

2

x
4

flz) = % cos(2z) + Cx + D
mit C, D € R.

Aus der Bedingung f(0) = —1 folgt —1 = —%+ D und somit ist D = —Z. Alle
gesuchten Funktionen sind daher von der Form

[E2

1 7
=—-3 2z) + - =
f(x) 1 3 cos(2z) + Cx 3

wobei C' € R eine beliebige Konstante ist.
Es gilt f'(x) = 2z exp(z?), und daher

f"(z) = 2exp(2?) + 2z - (2w exp(2?)) = (2 + 42?) exp(z?).

Nach 3.1.5 gilt

/0 (2 + 42?) exp(z?) dw = /0 f"(z)dz = f'(1) = f(0) = 2exp(1) — 0 = 2e..
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Aufgabe H 27.
Berechnen Sie die folgenden Integrale.

(a) /1 " (In(2))? da

Lésungshinweise hierzu:

Partielle Integration

(a) Mit partieller Integration bekommen wir

e

e ) ) 1133 ) exS 1
z*(In(z))*der = |=—(In(z))*| — | —-(2-In(z)-—-) dz
1 | 3 14 ) x
- 1 9 e
= x—(ln(x))Q — —/ z® - In(r) dx
L3 I 34
23 1° 2 1 ¢ °1
:_1 2 _ = _31 —/—3'—d
@y -3 ([5ene] - [ 5
- 9 .
= x—(ln(w))Q - = ([xg In(x)]] —/ 7 dm)
L 3 I 9 1
r .3 e 2 1 €
- _%(ln(x))Q_ 1 -3 ([x3 In(x)]] — [gx‘g} 1)
e3(In(e))? 1 2 2 2 2
= — —(In(1))? = | Ze’In(e) — = In(1 e
3 ) - (36 me) - S () + e -
e3-12 1 2 2 2 2
= S e S [ iy ety
3 3 R R T AT
_ bet —2
27
(b) Mit partieller Integration bekommen wir
1 1
/ In(z? 4+ 1)dz = / 1-In(2? +1)dz
0 0 1
= [zIn(z? —i—l)} /:c 2+1~2:cdx
= [z In( z? + 1)] /
7?2+ 1)
= [x In(2? + 1 / T dx
_ 2
= [zIn(z +1)}0—2/0 l- g de
= [zIn(z” + 1)}(1] + [~22 + 2arctan(z)];
= In(2) — 0 — 2 + 2arctan(1) + 0 — 2 arctan(0) = In(2) — 2 + g .
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Aufgabe H 28. Integration durch Substitution
Berechnen Sie die folgenden Integrale.

1+2
(a) / 3 :——l—x dx. Verwenden Sie hierzu die Substitution u = z2.
T

b dz
(b) /ac\/l—(ln(x))2

© [

Losungshinweise hierzu:

(a) Mit der Substitution u = 2? ist 9“ = 2z und also du = 2z dz. Damit erhalten wir

21+ 222 2 14222 1
o= | mare w2
L 231+ x?) L 231 +22) 2z
1 (% 1+2
:_/ l-?xdx
2 ), z*(1+2?)

1 /“@):4 1+ 2u
S — du
2 Juy=1 u (1+w)

Wir wenden Partialbruchzerlegung an. Wir machen den Ansatz

1+ 2u A+B+ C
u?(1 4 u) T2 u 14w

mit zu bestimmenden Konstanten A, B,C' € R. Nach Multiplikation mit dem Nenner
u?(1 + u) und Kiirzen erhalten wir die Bedingung

14 2u=A(1+u) + Bu(l +u)) + Cu® = A+ u(A+ B) + u*(B+C) .

Koeffizientenvergleich liefert das LGS A =1, 2= A+ B und 0 = B+ C. Als Losung
erhalten wiralso A =1, B=1 und C=-1.

Somit wird uzlai“u) = # + % — 1+ . Damit erhalten wir
/2 1+ 222 1 u@=t 1 49y 1
——dx = ——du
L 231+ 2?) (1)=1 u(1+u)

du

/ 1
w2 ou 1+u
4

1

( ~+1In(4) —In(5) — (=1 +In(1) — ln(2))>
+

g (2)—%111(5) (=§+%m(§) )
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Alternative Bestimmung von A, B, C': Wir betrachten

1+ 2u = A(1 +u) + B(u(1 + u)) + Cu?

mit der Einsetzmethode.
Fir w = —1 erhalten wir

1-22A4.0+B-0+C=C

und also C = —1.

Fir «w = 0 erhalten wir '
1=A4+B-0+C-0=A4

und also A =1.
Mit A =1 und C = —1 erhalten wir fir u =1

1+22924+2B+C=1+2B

und also B=1.

(b) Wir substituieren y = In(x). Dann ist % = 1 und also dy = 1 dz. Damit erhalten wir

de = dy = [arcsin(y)] = [arcsin(In(x))] .

v el e

(c) Wir substituieren y = ¢®. Dann ist S = ¢® und also dy = e® dz. Damit erhalten wir

In(2) 1 In(2) 1 1 en(2) =2 1
/ d:v:/ -—-exd$:/ —dy.
0o e +2 0o €' +2 e w=1  Yly+2)

Nun verwenden wir Partialbruchzerlegung: wir machen den Ansatz

1 A B

- _+—
yy+2) y  y+2

mit zu bestimmenden Konstanten A, B € R. Nach Multiplikation mit dem Nenner
y(y + 2) und Kiirzen erhalten wir die Bedingung

1=A(y+2)+By=2A+y(A+B) .

Koeffizientenvergleich liefert das LGS 1 = 2A und 0 = A + B, dessen Losung A = %

und B = —% ist. Also ist

11 1
yy+2) 2y 2y+2)°
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Wir erhalten

In(2)
|

!
2
1
2
1
2

2
/1 yy+2
- [
1 2y
1 1

In(jy) — 1n<\y+2\>]

(In(2) —

(In(2) — 21In(2) — 0+ In(3))

(In(3) — In(2)) <:

_ d
y+2) Y

2

1

In(4) — In(1) 4+ In(3))

()

Alternative Bestimmung von A, B: Wir betrachten

1= A(y +2) + By

mit der Einsetzmethode.
Fir £ = —2 erhalten wir

12 A.0-2B=—-9B

und also B = —%.

Fir £ = 0 erhalten wir

1424+ B-0=24

und also A = %
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Aufgabe H 29. Integration durch Partialbruchzerlegung
Berechnen Sie die folgenden Integrale.

@ | R (b) / o= 1;;; —5 ¥

Lésungshinweise hierzu:

(a) Da der Grad des Nenners x? — 3z + 2 kleiner ist als der Grad des Zihlers x® wenden
wir zunachst Polynomdivision an. Es ist

23 = (2> -3z +2) (v +3)+ (7Tx — 6)
— (2% — 32% + 22)

3x? — 2w
—(32% — 9z + 6)
Tr —6
und also
3 Lag Tx —6
- =7 _
x? =3z +2 x? —3x+2
Wir bestimmen nun die Nullstellen des Nenners 22 — 32 + 2. Es ist
3£v9-8 341
[L’LQ _= =
2 2
und also x; =1 und x5 = 2. Somit ist 2> — 3z +2 = (z — 1)(z — 2).
Wir erhalten
3 . Tr —6 L Tr —6
- =7 —— == .
2?2 — 3z + 2 x? — 3z +2 (x —1)(z —2)
Nun verwenden wir Partialbruchzerlegung, um den Bruch % zu zerlegen. Wir

machen den Ansatz
Txr — 6 B A B

@-D@-2) z-1 z-2

mit zu bestimmenden Konstanten A, B € R.

Nach Multiplikation mit dem Nenner (x — 1)(x — 2) und Kiirzen erhalten wir die Be-
dingung
Tx—6=Alx—2)+Bz—1)=-2A—B+z(A+B) .

A+ B =
Mittels Koeffizientenvergleich ergibt sich das LGS + !

—2A—-B=-6
Hieraus folgt A= —1 und B = 8.

Nun ist
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Insgesamt ergibt sich somit

/ A /+3 Lo oo [ s (e — 1) + 8ln(lz — 2)
——de = | z+3— r=|—+43x —In(jz — n(|lx —
2 — 3z +2 x—1 z—2 2

Alternative Bestimmung von A, B: Wir betrachten

7$—6;A(IB—2)—|—B($—1)

mit der Einsetzmethode.

Fir = 2 erhalten wir '
7-2—-6=A-0+B=2B

und also B = 8.

Fir £ = 1 erhalten wir '
7-1-6=—A+B-0=-A

und also A = —
2
(b) Wir verwenden Partialbruchzerlegung, um ( 1;( %) zu zerlegen. Wir machen
x — x —
den Ansatz
x? A B C

(m—l)Q(x—Q):x—1+(x—1)2+x—2

mit zu bestimmenden Konstanten A, B, C € R.

Nach Multiplikation mit dem Nenner (z — 1)*(z — 2) und Kiirzen erhalten wir die
Bedingung

22 = A(z—1)(2—2)+B(z—2)+C(2—1)* = 2A—2B+C+1(—3A+B—20)+2*(A+C) .

A+C=1
Koeffizientenvergleich liefert das LGS ¢ —3A+ B —2C =0

2A-2B+C =0
Wir wenden den GauB-Algorithmus an:

1 0 1]1 1 0 1 1 1 0 11 1 0 0y -3
-3 1 =2(0f(—=10 1 1 31 —101 13| —=1010| -1
2 =2 110 0 -2 —1| -2 0 0 114 0 01 4

Somit folgt C =4, B=—1 und A = —3. Daher ist

x? B 3 1 4
(r—12(z—-2) 2—-1 (-1 x-2°

Damit wird

0 z? 0 _3 1 1
/_1 (x—l)Q(x—2)dx:/_1x—1_ RS
= [-3In(lz — 1))+ (z — 1) +4ln(|x—2|)}(il

1 1
=0~ 1+4m(2) +3In(2) + 5 —4In(3) = —5 +7n(2) ~ 4In(3) .
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Alternative Bestimmung von A, B, C': Wir betrachten
2= A(x —1)(z—2)+ Bz —2) + C(z — 1)

mit der Einsetzmethode.

Fir x = 1 erhalten wir '
1=A-0-B+C-0=-B.

Fir x = 2 erhalten wir '
4=A-0+B-0+C=C".

Mit B = —1 und C =4 erhalten wir fir x =0
0=24—-2B+C =2A+2+4=2A+6
und daraus A = —3 .

- Frischhaltebox

Aufgabe H 30. Umbkehrfunktion
(a) Sei y € R. Bestimmen Sie ¢t € R mit t* — 2yt — 1 = 0.

(b) Lbésen Sie y = sinh(x) nach x auf, unter Verwendung von (a).
Bestatigen Sie damit: Fir y € R ist arsinh(y) = In(y + \/y?> + 1).

Lésungshinweise hierzu:
(a) Die Nullstellen von #* — 2yt — 1 sind gegeben durch

2y & /4y? + 4
y 2y =y+y?+ 1
Da Vy2+1> /y?2 =yl =y gilt, folgt t2 =y — /y>+1 <0 und also ¢, & RT.

Somitist t = t; =y + /9% + 1 die eindeutige Lésung von t2—2yt—1 = 0 mit t € R*.
(b) Esist

t1p =

x —x

y = sinh(z) = ¢ _26
und daher
2y =¢e"—e "
d.h.
0=e¢"—2y—e ",
d.h.

0=e* —2ye” — 1.
Wir setzen ¢t = ¢* € R*. Dann wird die Gleichung zu
0=1t>—2yt—1.
Nach (a) hat diese die Losung t =y + \/ﬁ Aus e =t =y+ \/ﬁ erhalten
wir nun z = In(y + /42 + 1).

Somit folgern wir, dass die Funktion y — In(y + /y? + 1) die Umkehrfunktion von
x +— sinh(z) ist. Mit anderen Worten, es ist

arsinh(y) = In(y + v/y2 + 1) .
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