
T. Cruz, R. Ismail,
N. Krauß, R. Lainez-Reyes,
L. Remke, R. Schmähl,
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7. Gruppenübung zur Vorlesung

Höhere Mathematik 2
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Sommersemester 2026

Lösungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 31. Partialbruchzerlegung

Berechnen Sie die folgenden Integrale.

(a)

∫
x2 + 2x+ 4

(x+ 1)(x2 + 4)
dx (b)

∫
2x3 + x2 + 3x+ 1

(x− 1)2(x2 + x+ 1)
dx

Lösungshinweise hierzu:

(a) Wir verwenden den Ansatz

x2 + 2x+ 4

(x+ 1)(x2 + 4)
=

A

x+ 1
+

Bx+ C

x2 + 4

mit zu bestimmenden Konstanten A,B,C ∈ R . Nach Multiplikation mit dem Nenner
(x+ 1)(x2 + 4) und Kürzen erhalten wir die Bedingung

x2 + 2x+ 4
!
= A(x2 + 4) + (Bx+ C)(x+ 1) = x2(A+B) + x(B + C) + 4A+ C .

Koeffizientenvergleich liefert das LGS

(i) A+B = 1, (ii) B + C = 2, (iii) 4A+ C = 4 .

Aus (i)− (ii) erhalten wir die Gleichung A− C = −1 , also C = A + 1 . Einsetzen in
(iii) liefert 5A + 1 = 4 also A = 3

5
. Aus (i) folgt nun B = 1 − A = 2

5
und aus (ii)

folgt damit C = 2−B = 8
5
.

Daher gilt
x2 + 2x+ 4

(x+ 1)(x2 + 4)
=

3

5(x+ 1)
+

2x

5(x2 + 4)
+

8

5(x2 + 4)
.

Es ist also∫
x2 + 2x+ 4

(x+ 1)(x2 + 4)
dx =

∫
3

5(x+ 1)
+

2x

5(x2 + 4)
+

8

5(x2 + 4)
dx .

Wir integrieren jeden Summanden separat. Es wird∫
3

5(x+ 1)
dx =

[
3

5
ln (|x+ 1|)

]
Wir substituieren u = x2 + 4 . Dann ist du = 2x dx . Damit erhalten wir

1

5

∫
2x

x2 + 4
dx =

1

5

∫
1

u
du =

[
1

5
ln(|u|)

]
=

[
1

5
ln(|x2 + 4|)

]
=

[
1

5
ln(x2 + 4)

]
Wir substituieren u =

x

2
. Dann ist du =

1

2
dx . Damit erhalten wir

8

5

∫
1

x2 + 4
dx =

8

5

∫
1

4(
(
x
2

)2
+ 1)

dx =
2

5

∫
2

u2 + 1
du =

[
4

5
arctan(u)

]
=

[
4

5
arctan

(x
2

)]
.

Insgesamt erhalten wir∫
x2 + 2x+ 4

(x+ 1)(x2 + 4)
dx =

[
3

5
ln(|x+ 1|) + 1

5
ln(x2 + 4) +

4

5
arctan

(x
2

)]
.

info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel/ Seite 47
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(b) Wir verwenden den Ansatz

2x3 + x2 + 3x+ 1

(x− 1)2(x2 + x+ 1)
=

A

x− 1
+

B

(x− 1)2
+

Cx+D

x2 + x+ 1
.

mit zu bestimmenden Konstanten A,B,C,D ∈ R . Nach Multiplikation mit dem Nenner
(x− 1)2(x2 + x+ 1) und Kürzen erhalten wir die Bedingung

2x3 + x2 + 3x+ 1
!
= A(x− 1)(x2 + x+ 1) +B(x2 + x+ 1) + (Cx+D)(x− 1)2

= A(x3 − 1) +B(x2 + x+ 1) + (Cx+D)(x2 − 2x+ 1)

= (A+ C)x3 + (B − 2C +D)x2 + (B + C − 2D)x+ (−A+B +D) .

Koeffizientenvergleich liefert das LGS

A+ C = 2,

B − 2C +D = 1,

B + C − 2D = 3,

−A+B +D = 1.

Wir wenden den Gauß-Algorithmus an:


1 0 1 0 2
0 1 −2 1 1
0 1 1 −2 3

−1 1 0 1 1

→


1 0 1 0 2
0 1 −2 1 1
0 1 1 −2 3
0 1 1 1 3

→


1 0 1 0 2
0 1 −2 1 1
0 0 3 −3 2
0 0 3 0 2

→


1 0 0 0 4

3

0 1 0 0 7
3

0 0 0 1 0

0 0 1 0 2
3

 .

Somit folgt

A =
4

3
, B =

7

3
, C =

2

3
, D = 0 .

Also ist

2x3 + x2 + 3x+ 1

(x− 1)2(x2 + x+ 1)
=

4

3(x− 1)
+

7

3(x− 1)2
+

2x

3(x2 + x+ 1)
.

Es ist∫
2x3 + x2 + 3x+ 1

(x− 1)2(x2 + x+ 1)
dx =

∫
4

3(x− 1)
+

7

3(x− 1)2
+

2x

3(x2 + x+ 1)
dx .

Wir integrieren jeden Summanden separat.∫
4

3(x− 1)
dx =

[
4

3
ln (|x− 1|)

]
∫

7

3(x− 1)2
dx =

[
− 7

3(x− 1)

]
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7. Gruppenübung Höhere Mathematik 2

Für das letzte Integral gilt
d

dx
(x2 + x+ 1) = 2x+ 1 . Wir schreiben daher∫

2x

3(x2 + x+ 1)
dx =

1

3

∫
2x+ 1

x2 + x+ 1
dx− 1

3

∫
1

x2 + x+ 1
dx

=

[
1

3
ln(x2 + x+ 1)

]
− 1

3

∫
1

x2 + x+ 1
dx.

Mit 3.4.9 folgt unter Verwendung von β = 1 , γ = 1 und ∆ = γ − β2

4
= 3

4∫
1

x2 + x+ 1
dx =

 1√
3
4

arctan

x+ 1
2√

3
4

 =

[
2√
3
arctan

(
2x+ 1√

3

)]
.

Durch Zusammenfassen aller Terme erhalten wir∫
2x3 + x2 + 3x+ 1

(x− 1)2(x2 + x+ 1)
dx =

[
4

3
ln (|x− 1|)− 7

3(x− 1)
+

1

3
ln(x2 + x+ 1)− 2

3
√
3
arctan

(
2x+ 1√

3

)]
.

Alternative zu
∫

1
x2+x+1

dx: Quadratische Ergänzung liefert

x2 + x+ 1 = (x+ 1
2
)2 + 3

4
.

Also wird ∫
1

x2+x+1
dx =

∫
1

(x+ 1
2
)2+ 3

4

dx

= 4
3

∫
1

4
3
(x+ 1

2
)2+1

dx

= 4
3

∫
1

( 2√
3
x+ 1√

3
)2+1

dx

= . . .

Mit der Substitution u = 2√
3
x+ 1√

3
und du = 2√

3
dx , also dx =

√
3
2
du setzen wir fort

mit
. . . = 4

3

∫
1

u2+1

√
3
2
du

= 4
3
[arctan(u)

√
3
2
]

=
[

2√
3
arctan( 2√

3
x+ 1√

3
)
]

=
[

2√
3
arctan

(
2x+1√

3

)]
.
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7. Gruppenübung Höhere Mathematik 2

Aufgabe H 32. Unter- und Obersummen

Sei f : [1, 2] → R : x 7→ f(x) =
sin(x)

x
. Es ist f monoton fallend auf [1, 2] .

Betrachten Sie die Partition Pn =

{
1, 1 +

1

n
, 1 +

2

n
, . . . , 1 +

n− 1

n
, 2

}
, wobei n ∈ N .

(a) Bestimmen Sie die Untersumme S(f, Pn) und die Obersumme S(f, Pn) .

(b) Bestimmen Sie lim
n→∞

S(f, Pn)− S(f, Pn) .

(c) Zeigen Sie, dass lim
n→∞

S(f, Pn) =

∫ 2

1

f(x) dx = lim
n→∞

S(f, Pn) ist.

Lösungshinweise hierzu:

(a) Ausgehend von der Partition Pn erhalten wir die Teilintervalle

[
1 +

k − 1

n
, 1 +

k

n

]
für

k ∈ {1, . . . , n} , die jeweils die Länge 1

n
haben. Da f auf [1, 2] monoton fallend ist, wird

das Maximum von f auf jedem Teilintervall am linken Randpunkt und das Minimum
am rechten Randpunkt angenommen. Daher gilt

S(f, Pn) =
1

n

n∑
k=1

f

(
1 +

k − 1

n

)
=

1

n

n∑
k=1

sin
(
1 + k−1

n

)
1 + k−1

n

,

und

S(f, Pn) =
1

n

n∑
k=1

f

(
1 +

k

n

)
=

1

n

n∑
k=1

sin
(
1 + k

n

)
1 + k

n

.

(b) Wir erhalten mit (a)

lim
n→∞

S(f, Pn)− S(f, Pn) = lim
n→∞

(
1

n

n∑
k=1

sin
(
1 + k−1

n

)
1 + k−1

n

− 1

n

n∑
k=1

sin
(
1 + k

n

)
1 + k

n

)

= lim
n→∞

(
1

n

n−1∑
k=0

sin
(
1 + k

n

)
1 + k

n

− 1

n

n∑
k=1

sin
(
1 + k

n

)
1 + k

n

)

= lim
n→∞

(
1

n

sin
(
1 + 0

n

)
1 + 0

n

− 1

n

sin
(
1 + n

n

)
1 + n

n

)

= lim
n→∞

1

n

(
sin(1)− sin(2)

2

)
= 0 .

(c) Für jedes n ∈ N gilt

S(f, Pn) ≦
∫ 2

1

f(x) dx ≦ S(f, Pn).

Also ist zum einen

0 ≦
∫ 2

1

f(x) dx− S(f, Pn) ≦ S(f, Pn)− S(f, Pn) .
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Dank (b) ist lim
n→∞

S(f, Pn)− S(f, Pn) = 0 . Mit Sandwich folgt

lim
n→∞

∫ 2

1

f(x) dx− S(f, Pn) = 0 ,

also

lim
n→∞

S(f, Pn) =

∫ 2

1

f(x) dx .

Zum anderen ist

0 ≦ S(f, Pn)−
∫ 2

1

f(x) dx ≦ S(f, Pn)− S(f, Pn) .

Dank (b) ist lim
n→∞

S(f, Pn)− S(f, Pn) = 0 . Mit Sandwich folgt

lim
n→∞

S(f, Pn)−
∫ 2

1

f(x) dx = 0 ,

also

lim
n→∞

S(f, Pn) =

∫ 2

1

f(x) dx .
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Aufgabe H 33. Uneigentliche Integrale

Bestimmen Sie den Wert des uneigentlichen Integrals, falls es konvergiert. Andernfalls be-
gründen Sie die Divergenz.

(a)

+∞∫
0

x e−x dx (b)

+∞∫
1

1

1 + x2
dx (c)

+∞∫
1

1√
x
dx (d)

1∫
0

1√
x
dx

Lösungshinweise hierzu:

(a) Wir erhalten mittels partieller Integration

+∞∫
0

xe−x dx = lim
b→+∞

∫ b

0
xe−x dx

= lim
b→+∞

(
[x · (−e−x)]

b
0 −

∫ b

0
−e−x dx

)
= lim

b→+∞

(
−be−b − 0 + [−e−x]

b
0

)
= lim

b→+∞

(
−be−b − e−b + 1

)
= 1 .

(b) Wir erhalten

+∞∫
1

1

1 + x2
dx = lim

b→+∞

b∫
1

1

1 + x2
dx = lim

b→+∞
[arctan(x)]b1

= lim
b→+∞

arctan(b)− arctan(1) =
π

2
− π

4
=

π

4
.

(c) Wir erhalten∫ +∞

1

1√
x
dx = lim

b→+∞

∫ b

1

x− 1
2 dx = lim

b→+∞

[
2
√
x
]b
1
= lim

b→+∞
2
√
b− 2 = +∞

Daher divergiert dieses uneigentliche Integral.

(d) Da der Integrand bei x = 0 nicht definiert ist, schreiben wir das uneigentliche Integral
als ∫ 1

0

1√
x
dx = lim

a→0+0

∫ 1

a

x− 1
2 dx = lim

a→0+0

[
2
√
x
]1
a
= lim

a→0+0
2− 2

√
a = 2.
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Aufgabe H 34. Potenzreihen und Integrale

Sei f(x) :=
∞∑
k=0

2k(k + 1)

k!
xk . Weiter seien F (x) :=

∫ x

0

f(t) dt und g(x) :=

∫ x

0

F (t) dt .

(a) Bestimmen Sie F (x) als Potenzreihe.

(b) Finden Sie eine geschlossene Darstellung für F (x) .

(c) Verwenden Sie das Ergebnis aus (b), um eine geschlossene Darstellung für f(x) herzu-
leiten.

(d) Verwenden Sie die Ergebnisse aus (a) und (b), um eine Potenzreihendarstellung und
eine geschlossene Darstellung für g(x) herzuleiten.

Lösungshinweise hierzu:

(a) Wir integrieren gliedweise:

F (x) =

∫ x

0

∞∑
k=0

2k(k + 1)

k!
tk dt =

∞∑
k=0

2k(k + 1)

k!

∫ x

0

tk dt =
∞∑
k=0

2k(k + 1)

k!

[
tk+1

k + 1

]x
0

=
∞∑
k=0

2k(k + 1)

k!

xk+1

k + 1
=

∞∑
k=0

2k

k!
xk+1.

(b) Aus Teil (a) erhalten wir

F (x) =
∞∑
k=0

2k

k!
xk+1 = x

∞∑
k=0

(2x)k

k!︸ ︷︷ ︸
= e2x

= xe2x.

(c) Da F (x) =
∫ x

0
f(t) dt gilt, haben wir F ′(x) = f(x) . Daher folgt aus Teil (b)

f(x) = F ′(x) =
d

dx

(
xe2x

)
= e2x + 2xe2x = (1 + 2x)e2x.

(d) Zunächst erhalten wir mithilfe der Potenzreihendarstellung aus Teil (a)

g(x) =

∫ x

0

F (t) dt =

∫ x

0

∞∑
k=0

2k

k!
tk+1 dt =

∞∑
k=0

2k

k!

∫ x

0

tk+1 dt =
∞∑
k=0

2k

(k + 2)k!
xk+2.

Für die geschlossene Darstellung verwenden wir das Ergebnis aus Teil (b). Mittels par-
tieller Integration ergibt sich:

g(x) =
∫ x

0
F (t) dt =

∫ x

0
te2t dt

=
[
t · 1

2
e2t
]x
0
−
∫ x

0
1
2
e2t dt

= x
2
e2x −

[
1
2
· 1
2
e2t
]x
0

= x
2
e2x − 1

4
(e2x − 1)

= x
2
e2x − 1

4
e2x + 1

4
.
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7. Gruppenübung Höhere Mathematik 2

Frischhaltebox

Aufgabe H 35. Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Sei f : [0, 3] → R : x 7→ x3 − 6x2 + 8x .

(a) Bestimmen Sie eine Stelle ξ ∈ (0, 3) , für welche f ′(ξ) =
f(3)− f(0)

3− 0
ist.

(b) Skizzieren Sie den Graphen der Funktion f . Fügen Sie die Sekante, die die Punkte
(0, f(0)) und (3, f(3)) verbindet, hinzu. Fügen Sie die Tangente an der Stelle ξ hinzu.

Lösungshinweise hierzu:

(a) Es ist f ′(x) = 3x2 − 12x+ 8 und daher

f ′(ξ) = 3ξ2 − 12ξ + 8
!
=

f(3)− f(0)

3− 0
=

(27− 6 · 9 + 8 · 3)− 0

3− 0
= −1 .

Aus dieser Gleichung folgt die Bedingung

3(ξ2 − 4ξ + 3) = 3(ξ − 1)(ξ − 3)
!
= 0,

was ξ = 1 oder ξ = 3 nach sich zieht. Da ξ ∈ (0, 3) zu gelten hat, folgt ξ = 1 .

(b) Um den Graphen zu skizzieren, werten wir f an den folgenden Stellen aus.

x 0 0,5 1 1,5 2 2,5 3
f(x) 0 2,625 3 1,875 0 −1,875 −3

Aus Teil (a) wissen wir, dass die Tangente an der Stelle ξ die Steigung −1 hat und
durch den Punkt (1, 3) verläuft. Somit ist die Tangente durch y = −x+4 gegeben. Auf
Grundlage dieser Informationen zeichnen wir den Graphen. Dies zeigt, dass die Tangente
an der Stelle ξ parallel zur Sekante ist.
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