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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 36. Integration

4 4
(a) Fiihren Sie eine Partialbruchzerlegung von JU(OCSZ—J—T—ZL)Q durch.
4 4
(b) Berechnen Sie /m(;—:’;élydx :

Lésungshinweise hierzu:
(a) Da x? + 4 keine reellen Nullstellen hat, machen wir den Ansatz

dr+4 A Bx+C Dzx+FE
r(z?+4)2 E+ 2+ 4 - (24 4)2
A(z* + 827 + 16) + (Bx + C)(2* + 4x) + Da® + Ex
x(x? +4)2
_ (A+B)a'*+Ca® 4+ (8BA+ 4B+ D)2 + (4C + E)x + 16A
B x(x? +4)2

mit zu bestimmenden Konstanten A, B,C, D, E € R. Wir erhalten durch Koeffizien-
tenvergleich
(i) A+ B=0
(i) C=0
(i) 844+4B+D =0
(iv) 4C+E =4

(v) 16A=4
Aus (v) erhalten wir sofort A = Wahrend (i) in (iv) eingesetzt E = 4 liefert. Aus (i)
erhalten wir folglich B = —A = —, womit aus (iii)
D=—4B—8A=—
folgt. Es gilt also
dr +4 1 1 x r—4

(22 +4)2 4z 4 2244 (22 +4)?

(b) Mit (a) ist

/ 4o + 4 1 1 T z—4
_— dx .

x(x? 4 4)? = dr 4 22+4 (22 +4)?

Wir verwenden die Substitutionen v = z? + 4 (also du = 2zdz) und v = £ (also
dv = 1 dz) sowie 3.4.9 und erhalten:

/ dr+4 / . / 2 /1 20 +/ 4
r= | —doex— [ = — [ = ——dx —
2(22 + 4)2 8 22+4 2 (22 1 4)2 (22 + 4)?
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8. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

_ im(m)_ —%/%du—%/%dlﬂr/ 21 5 do
_ _ 1(5+1)
_ :%lln(]a:\) SR L] +%/(U2i1)2 dv
= 3] - |gmo] + [3m] 3 ((1-3) [ omir ot [ )
= [1map] - [amn] + [3u] + [Favetancey + 352
= i In(|z]) — = In(z® +4) + 20?7 4) + iarctan(%) + %xgiéj
= i In(|z|) — —ln(x2 +4) + % : ;2—:_14 + iarctan(gﬂ

Aufgabe H 37. Stetigkeit in R>

2.2
LTy

wE falls 2 # (9)
0 falls 2 = (¢)
Hierbei ist « = (31) und f(z) = f((1)) = f(z1,22).
(a) Zeigen Sie fiir x € R\ {(0)}: Esist 22323 < (23+23)? und daher f(z) < (23+43).
(b) Sei zo = (§). Sei £ > 0. Finden Sie unter Verwendung von (a) ein & > 0, fiir welches
gilt: Fiir alle 7 € R? mit |x — x| < & ist |f(z) — f(z0)] < €.
Hierbei darf  von ¢ abhangen.

(c) Entscheiden Sie mittels (b), ob f stetig in 2 = (§) ist.
Entscheiden Sie nun, ob f stetig ist.

Sei f:]R2—>R:x»—>f(:c):

Loésungshinweise hierzu:

(a) Es gilt:
200} < af + 2003 4 o) = (af 4 43)"
mithin
2,.2 1/,..2 2\2

(b) Wegen f(x) = 0 fiir alle = gilt nach (a):
(@) = f(zo)l = [ (&) = 0] = f(z) £ %

o = = o — o
2 o
Setzen wir nun § := /2 > 0, so folgt aus |z — | < ¢, dass

1 1 1
F@) = fa) < Slo—mf* < 52 =520 =c
ist.
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(c) Nach (b) ist f stetigin (p). Nach 4.2.10.(2) ist f stetig in z € R~ {(9)}.
Also ist f stetig.

Aufgabe H 38. Reihen und Integrale
Sei f:R—R:t+— f(t) = (e —1) . (cos (mt) ).
Sei g: R — R: ¢t — g(t) = e " cos(mt).
(a) Bestimmen Sie die Werte der Reihen > f(k) und > g(k).
k=0

k=1 oo

(b) Untersuchen Sie die uneigentlichen Integrale [ f(¢)d¢ und f g(t) dt auf Konvergenz.
1

Loésungshinweise hierzu:
(a) Wir setzen ein und erhalten wegen e¥"(™) = 0 = 1

Zf Z sin(mk) (cos(ﬂk)w):Z():()‘

k=1 k=1 k=1

Wegen cos(mk) = (—1)" und |—1| <1 ist

gog(/ﬂ)—ze cos(mk) ; kk_ki;o(_%)k

1 e
1—(-1) e+1’

(b) Fiir u(t) := sin(nt) gilt u'(t) = mcos(nt) und somit f(t) = (e*® —1) - /(¢). Wir
erhalten mit Hilfe dieser Substitution folglich

/f dt—/ -1)- (t)dt:/e“—ldu

= [e" —u] = [e™™) —sin(nt)] .

Fiir das uneigentliche Integral erhalten wir daher

B—+o0 B—+o0

+00 B

/f(t)dtzﬁlilf /f(t)dt: lim [esm(”t)—sin(ﬂt)}f: lim e _sin(76)—1
—400

1 1

Da das Einsetzen der Folge (n),en fiir

lim esin(Trn)
n—00

—sin(mn) —1=0

=1-0
ergibt, wohingegen das Einsetzen der Folge (2n + %)REN fir 0

) 1
lim esm(”(z’”%)) — sin <7r (Qn + —>) —1=e—-2
n—oo 2

-

=e—1
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ergibt, existiert der Grenzwert

B—~+o0 B—+o0

B
lim /f(t) dt = lim (esm(ﬂﬁ) — sin(73) — 1)
1

+oo
nicht, das Integral [ f(t)dt divergiert.
1

Denn wiirde der Grenzwert existieren, dann miisste nach Einsetzen jeder Folge (bn)nen mit

lim b, = 4oo fiir 8 eine Folge entstehen, die gegen diesen Grenzwert konvergiert — es sind aber
n—oo

schon beim Einsetzen der beiden Folgen (n),en und (2n + %)neN fiir 8 zwei Folgen entstanden, die

gegen verschiedene Grenzwerte konvergierten.

Wir haben |g(t)| = |e " cos(mt)| < et

Es ist
+oo s
/etdt: lim /etdt
r—-+00
0 0
T 1T 9 —r .
=t o=t (Cem ) =1
mithin ist dies ein konvergentes Integral. oo

Nach Majorantenkriterium ist damit auch das Integral [ g¢(¢) d¢ konvergent (und sogar
absolut konvergent). 0

Aufgabe H 39. Maxima und Minima
Sei f:[—4,4] x [-4,4] = R: () = flz,y) = V16— 22 /16 — y*- (1 — 2%) (4 — y?).
Erinnerung: Sei M € [—4,4] x [—4,4]. Es nimmt die eingeschrankte Funktion f|y, auf M
ein Maximum an, falls es eine Stelle (;f,g) € M gibt mit f(xg,y0) = f(x,y) fir (“5) e M.
Analog fiir die Annahme eines Minimums.
(a) Skizzieren Sie die Niveaumenge N = { () € [4,4] x [-4,4]| f(z,y) =0} sowie
die Vorzeichenverteilung von f.
(b) Sei U := (—1,1)x(—2,2). Nimmt die eingeschrinkte Funktion f|; auf U ein Maximum
und ein Minimum an? Nimmt die eingeschrankte Funktion f|y auf U ein Maximum an?
(c) Sei V:=(1,4) x (—2,2). Nimmt die eingeschrankte Funktion f|;, auf V' ein Minimum
an?

Lésungshinweise hierzu:
(a) Die Funktion f wird genau dann 0, wenn einer der Faktoren 0 wird. Hierbei gilt:

V16 —22=0<x € {—4,4}
V16 —y? =0y e {—4,4}
l-2*=0&z¢e{-1,1}
4—y*=0eyc{-22}
Die Niveaumenge besteht also aus den Schnitt von [—4,4]*> mit den durch x = —4,

r=4, x=—-1,x=1,y=—-4, y=4, y= —2, y =2 gegebenen Geraden. Wir
erhalten folgende Skizze:
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(b)

(c)

.I_iﬁz@_f

Fiir die Vorzeichenverteilung beachten wir, dass bei

f(xl,xg):\/16—x%-\/16—x§~(1—x%)(4—x§)

die Faktoren /16 — 22 und /16 — 3 stets = 0 sind, wohingegen (1 — z%) = 0 nur
fir z; € [—1,1] gilt, und (4 — 23) = 0 nur fiir 2o € [-2,2] gilt.

Die Vorzeichenverteilung kann zur Probe durch Einsetzen von Punkten bestatigt werden. So z.B. ist
£(0,0) = 64 tatsichlich positiv, und f(2,0) = —961/3 tatsichlich negativ.

In der Skizze aus (@) ist U das mittlere Rechteck ohne Rand, und U das mittlere
Rechteck mit Rand.

Da U beschrinkt ist, ist U kompakt. Also nimmt f|; an mindestens einer Stelle in U
ein Minimum an. Ferner nimmt f|; an mindestens einer Stelle in U ein Maximum an.

Nach der Skizze aus (@) nimmt die eingeschrankte Funktion f|; auf dem Inneren U
des Rechtecks nur positive Werte an und auf dem Rand OU = U ~. U des Rechtecks nur
den Wert 0 an. Daher kénnen die Stellen in U, an denen flg ein Maximum annimmt,
nicht auf dem Rand OU liegen. Folglich miissen sie in U liegen. Dort nimmt dann f|
ein Maximum an.

In der Skizze aus (a) ist V das Rechteck rechts in mittlerer Hdhe ohne Rand, und V'
dieses Rechteck mit Rand.

Da V beschrankt ist, ist V kompakt. Also nimmt f|;> an mindestens einer Stelle in V'
ein Minimum an. Ferner nimmt f|;> an mindestens einer Stelle in ' ein Maximum an.

Nach der Skizze aus (@) nimmt die eingeschriankte Funktion f|;> auf dem Inneren V/
des Rechtecks nur negative Werte an und auf dem Rand 0V = V \. V' des Rechtecks nur
den Wert 0 an. Daher kdnnen die Stellen in V', an denen fly7 ein Minimum annimmt,
nicht auf dem Rand 0V liegen. Folglich miissen sie in V' liegen. Dort nimmt dann f|y
ein Minimum an.
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Frischhaltebox

Aufgabe H 40. MaBgeschneiderte Reihen

Bestimmen Sie die Taylorreihe der Funktion f: R — R: 2 — — cos(2x) im Entwicklungs-
punkt zog =2

Loésungshinweise hierzu: Es gelten

FOx) =
fO(z) = 2sin(2z)
f@(x) = 4 cos(2x)
(z) =
(z) =

— cos(27)

O (x) = —8sin(2x)
fO(x 2% cos(2z) = 2 f ()

Damit ergibt sich wegen cos(2z) = cos(Z) = 0 und sin(2z,) = sin(Z) =1

f(n)(l‘): 0 fir n = 2k mitkENO
Y (DR 2 firn =2k + 1 mit k€ Ny .

Wir erhalten durch Einsetzen:

© F0) (g
T(f,x,xo)zzf ( )(x—xo)"

1 o I CR I (R I R

T\ T\ Ty T\t Ty a\" ) T
0 22k+1 7\ 2k+1

_ _ 1\ = 0

=2 (-1 2k + 1)! (x 4)

Bemerkung. In letzterem ldsst sich eine Sinusreihe erkennen:

22k+1

S (1) =)

Dies entspricht der Phasenverschiebung — cos(t) = sin(t — g) , die man mit dem Additionstheorem bestatigen

kann.
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