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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 41. Partielle Ableitungen

Sei f:R? = R: (7) = f(z,y) = sin(z + y) cos(2y).
(a) Berechnen Sie die partiellen Ableitungen f,, f,, fow, foy, fye und fy,.
(b) Berechnen Sie 3f,, +2f., — fyy -
(c) Berechnen Sie D@0 f fiir n > 0.

Loésungshinweise hierzu:

(a) Partielle Ableitungen erster Ordnung
Wir leiten nach x ab: Mit der Kettenregel wird

fo(z,y) = cos(z 4+ y) - 1 - cos(2y) = cos(z + y) cos(2y).
Wir leiten nach y ab. Mit Produkt- und Kettenregel wird
fy(x,y) = cos(x + y) cos(2y) + sin(z + y) (—sin(2y)) - 2
= cos(z + y) cos(2y) — 2sin(z + y) sin(2y).

Partielle Ableitungen zweiter Ordnung
Wir leiten f, nach z ab:

Joz(z,y) = {% (cos(x +y) Cos(2y))
= —sin(z + y) cos(2y).

Wir leiten f, nach y ab:

fay(z,y) = % (cos(x + ) cos(2y)>
= —sin(z + y) cos(2y) — 2 cos(z + y) sin(2y).

Wir leiten f, nach z ab:

fye(z,y) = % (cos(x + y) cos(2y) — 2sin(x + y) sin(2y)>
= —sin(x + y) cos(2y) — 2 cos(z + y) sin(2y).
Wir haben in diesem Fall die Aussage von 4.3.10 (Satz von Schwarz) durch direkte Rechnung bestitigt:
Joy = Fya -

Wir leiten f, nach y ab:
0 . .
funla) = 5 (cos(a + y) cos(2y) — 2sin(z + y) sin(2y)

= (— sin(z + y) cos(2y) — 2 cos(z + y) sin(2y))

+ (~2cos(w +y) sin(2y) — 4sin(z + y) cos(2y))

= —5sin(x + y) cos(2y) — 4 cos(x + y) sin(2y).
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(b) Mit den Ergebnissen aus Teilaufgabe (a) gilt:

3fox + 2fuy — fyy = 3(—sin(z + y) cos(2y)) + 2(— sin(z + y) cos(2y) — 2 cos(z + y) sin(2y))
— (=5sin(z + y) cos(2y) — 4 cos(z + y) sin(2y))

(=3 =24 5)sin(z + y) cos(2y) + (—4 + 4) cos(x + y) sin(2y)
0.

(c) Der Multiindex (2n,0) bezeichnet die 2n-te partielle Ableitung beziiglich z:

a?n
(ax)Zn

D(Zn,(]) f _ f

Es ist
2n ) aQn '
D (sin(z + y) cos(2y)) = cos(2y) - OB sin(z +y) ,

da cos(2y) beziiglich = konstant ist. Somit geniigt es, sin(z + y) mit der Kettenregel
zu betrachen:
Das iterierte Ableiten von sin(t) zeigt ein periodisches Verhalten, mit Periode vier:

DO f(z,y) =

Daher gilt

AuBerdem gilt fiir die innere Ableitung = (z + y) = 1. Wir erhalten somit
D@0 (g 4)) = (—1)"sin(x + y) cos(2y) fir n 2 0.

Aufgabe H 42. Gradient, Gleichungssysteme und Einsetzverfahren
Gegeben sei die Funktion f: R3 — R : @) 2?4 y? 22 4 2ayz.

) st.
) ist.

(a) Bestimmen Sie alle Stellen @) € R?, an denen Vf(z,y,2) = (

NOO OO0

(b) Bestimmen Sie alle Stellen (é) € R?, an denen Vf(z,y,2) = (

Losungshinweise hierzu: Wir berechnen zunachst den Gradienten:

2r + 2yz
Vf(z,y,z)=|2y+2zz
2z + 2xy
(a) Wir erhalten die Bedingung
2z + 2yz ' 0
Vilx,y,z)=[2y+2zz | = |0
22 4+ 2xy 0
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und daher das Gleichungssystem
r4+yz = 0 (1)
y+azz = 0 (2)
z4+zy = 0 (3).
Aus (1) folgt x = —yz. Einsetzen in (2) und (3) liefert

S =0 (@)
2(1—-9%) = 0 (3).

Gleichung (2') ist erfiillt, falls y = 0 ist. Wir machen daher eine Fallunterscheidung:

Fall 1: y =0. 0
Es folgt aus (1), dass = 0 ist. Aus (3') folgt z = 0. Somit ist | 0 | eine Losung.
Fall 2: y # 0. 0

Aus (2') folgt 1 — 22 =0, d.h. z = +1.

Subfall 2.1: 2z =1.

Aus (1) folgt z = —y. Aus (3') erhalten wir 1 —y?> =0, d.h. y = +1.
Wir erhalten also die weiteren Lésungen:

~1 1
1|, -1
1 1

Subfall 2.2: > = —1.
Aus (1) folgt z =y. Aus (3') erhalten wir 1 —y*> =0, d.h. y = +1.
Wir erhalten also die weiteren Lésungen:

1 —1
1|, -1
—1 —1

Insgesamt ist also

fir
x 0 -1 1 1 -1
y | € 01, 11, -1 1, 11, -1
z 0 1 1 -1 -1

(b) Wir erhalten die Bedingung

2r + 2yz ' 0
Vf(r,y,2)=|2y+222] = 1[0
2z + 2zy 2
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und daher das Gleichungssystem
r4+yz = 0 (1)
y+azz = 0 (2)
24y = 1 (3).
Aus (1) folgt x = —yz. Einsetzen in (2) und (3) liefert

yi-2) = 0 (2)
2(1—9y?) =1 (3').

Gleichung (2') ist erfiillt, falls y = 0 ist. Wir machen daher eine Fallunterscheidung:

Fall 1: y =0. 0
Es folgt aus (1), dass = 0 ist. Aus (3') folgt z = 1. Somit ist | 0 | eine Losung.
Fall 2: y # 0. 1

Aus (2') folgt 1 — 22 =0, d.h. z = +1.

Subfall 2.1: 2z =1.

Aus (1) folgt z = —y. Aus (3') erhalten wir 1 —y?> =1, d.h. y = 0.
Wir erhalten also die weitere Losung:

Subfall 2.2: z = —1.
Aus (1) folgt * = y. Aus (3') erhalten wir —(1 —y?) = 1, d.h. > = 2 und also

yz:l:ﬂ.

Wir erhalten also die weiteren Losungen:

V2 V2
V2oL V2
-1 -1
Insgesamt ist also
0
Vfi(x,y,z) =10
2
fuir
x 0 V2 —V2
y | e o], v2].| -2
z 1 -1 —1
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Aufgabe H 43. Gradient zeigt in Richtung des gréBten Anstiegs

Sei f: R > R: (7)) V322 +2zy +y>. Sei p= (). Sei v, = (::E;;) fur ¢ € [0, 27].

(a) Berechnen Sie den Gradienten V f(x,y) und den Gradienten V f(p).
Berechnen Sie die Richtungsableitung 0, f(p) in Abhangigkeit von ¢.

(b) Bestitigen Sie: Es ist sin(¢ + %) = 3 sin(y) + */73 cos(yp) fir ¢ € [0, 27].
(c) Verwenden Sie (b), um das ¢ € [0, 27| zu bestimmen, fiir welches die Richtungsablei-

tung 0, f(p) maximal wird.
Bestimmen Sie fiir dieses ¢ ein ¢t > 0 mit Vf(p) =tv,.

Losungshinweise hierzu:
(a) Wir berechnen zunichst den Gradienten:

Vi(z,y) = (2\2/§i;y2y) .
An der Stelle p = () erhalten wir
csir- ()

Die Richtungsableitung in Richtung v, ist gegeben durch

B, f(p) = V(D) e vy = (2\2/3) . (COS(so))

sin(ep)
= 2v/3 cos(¢p) + 2sin(y).
(b) Mit einem Additionstheorem aus 0.4.3 folgt
sin(p+ %) = sin(p)cos(%) + cos(y) sin(%)
= Zsin(yp) + \/75 cos(yp) .

(c) Aus (a, b) erhalten wir

Ov, f(p) = 2v/3 cos(p) + 2sin(p) = 4 <§ cos(p) + %sin(gp)) = 4sin <g0 + %) ,

' r

. . ) v .
Das Maximum wird angenommen, wenn sm(gp + %) =1 ist, also wenn ¢ + % = 3 ist.
Damit folgt

Fiir diesen Wert von ¢ erhalten wir

AuBerdem gilt

Damitist t =4.
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Aufgabe H 44. Folgen in R"
Finden Sie alle Haufungspunkte der Folge (ax)ken-

k n
(@) ( sin(k%) ) (b) Donet i
a ap = T s ax = cos(nm cos((n T
cos(k% + %) 2221 ( fl L (51:11) ))

Lésungshinweise hierzu:
(a) Esist

e () () (0, ) e

Die Folge (ay)ken ist periodisch mit Periode 4. Somit stimmt die Menge der Haufungs-
punkte mit der Menge der innerhalb einer Periode angenommenen Punkte iiberein.

Wir berechnen:
v = (o) = (Cg)
" (Sm;;))
s = (i) - (3)
o= () - (2)

Damit ist die Menge der Haufungspunkte gegeben durch:

1 0 -1 0
V2 o\ V2 )\ V2 o\ V2 ) (e
2 2 2 2
(b) Erste Komponente: Es ist
k k 1 =1y ©
fim >0 0=l > —k:%oZ; “2 e

Zweite Komponente.
Dies ist eine Teleskopsumme. Somit gilt

lim cos(nm)  cos((n+1)m) — i cos(m)  cos((k+1)m)
k—o00 ] n n -+ 1 k—o0 1 k + 1
— 1 Im cos((k + 1))
Da cos((k + 1)) beschréankt ist, ist limy o, W =0.
Somit folgt limy,_, Zﬁzl (COSS‘”) — COS(E::T)“)> =—1.

Damit konvergiert diese Folge (ay)gen. Die Menge der Haufungspunkt enthilt also nur

den Grenzwert:
e
{ (—1> } '
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p Frischhaltebox

Aufgabe H 45. Die Formel von Euler und de Moivre
Sei f:R— R:z~ sin(22) (COS(3$))2.

(a) Verwenden Sie die Formel von Euler und de Moivre, um f(z) als Linearkombination von
Funktionen der Form sin(maz) und cos(nz) mit m,n € N darzustellen.

(b) Berechnen Sie [ f(z)dz.

Losungshinweise hierzu:
(a) Die Formel von Euler und de Moivre 1.14.18 gibt

sin(2z) = £(e® — ™), cos(3z) = (e 7).

Einsetzen in f(z) liefert

f(z) = sin(22) (COS(3$))2

el?a} _ e—12x) . (
1

7123:)

—_

L((e)? 4 9aie e 4 (o7iB0y2)
o2 (60% |9 4 o0
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(b) Mit (a) folgt
/f(:v) der = /sin(2x)(cos(3x))2 dz
= / (4 sin(8z) — Lsin(4z) + Lsin(2z)) dz

= [—3; cos(8z) + 15 cos(4x) — 1 cos(2z)] .
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