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Lösungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 41. Partielle Ableitungen

Sei f : R2 → R :
(
x
y

)
7→ f(x, y) = sin(x+ y) cos(2y) .

(a) Berechnen Sie die partiellen Ableitungen fx , fy , fxx , fxy , fyx und fyy .

(b) Berechnen Sie 3fxx + 2fxy − fyy .

(c) Berechnen Sie D(2n,0)f für n ≧ 0 .

Lösungshinweise hierzu:

(a) Partielle Ableitungen erster Ordnung
Wir leiten nach x ab: Mit der Kettenregel wird

fx(x, y) = cos(x+ y) · 1 · cos(2y) = cos(x+ y) cos(2y).

Wir leiten nach y ab. Mit Produkt- und Kettenregel wird

fy(x, y) = cos(x+ y) cos(2y) + sin(x+ y) (− sin(2y)) · 2
= cos(x+ y) cos(2y)− 2 sin(x+ y) sin(2y).

Partielle Ableitungen zweiter Ordnung
Wir leiten fx nach x ab:

fxx(x, y) =
∂

∂x

(
cos(x+ y) cos(2y)

)
= − sin(x+ y) cos(2y).

Wir leiten fx nach y ab:

fxy(x, y) =
∂

∂y

(
cos(x+ y) cos(2y)

)
= − sin(x+ y) cos(2y)− 2 cos(x+ y) sin(2y).

Wir leiten fy nach x ab:

fyx(x, y) =
∂

∂x

(
cos(x+ y) cos(2y)− 2 sin(x+ y) sin(2y)

)
= − sin(x+ y) cos(2y)− 2 cos(x+ y) sin(2y).

Wir haben in diesem Fall die Aussage von 4.3.10 (Satz von Schwarz) durch direkte Rechnung bestätigt:

fxy = fyx .

Wir leiten fy nach y ab:

fyy(x, y) =
∂

∂y

(
cos(x+ y) cos(2y)− 2 sin(x+ y) sin(2y)

)
=
(
− sin(x+ y) cos(2y)− 2 cos(x+ y) sin(2y)

)
+
(
−2 cos(x+ y) sin(2y)− 4 sin(x+ y) cos(2y)

)
= −5 sin(x+ y) cos(2y)− 4 cos(x+ y) sin(2y).
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(b) Mit den Ergebnissen aus Teilaufgabe (a) gilt:

3fxx + 2fxy − fyy = 3
(
− sin(x+ y) cos(2y)

)
+ 2
(
− sin(x+ y) cos(2y)− 2 cos(x+ y) sin(2y)

)
−
(
−5 sin(x+ y) cos(2y)− 4 cos(x+ y) sin(2y)

)
= (−3− 2 + 5) sin(x+ y) cos(2y) + (−4 + 4) cos(x+ y) sin(2y)

= 0 .

(c) Der Multiindex (2n, 0) bezeichnet die 2n-te partielle Ableitung bezüglich x :

D(2n,0)f =
∂ 2n

(∂x)2n
f.

Es ist

D(2n,0)f(x, y) =
∂ 2n

(∂x)2n
(sin(x+ y) cos(2y)) = cos(2y) · ∂ 2n

(∂x)2n
sin(x+ y) ,

da cos(2y) bezüglich x konstant ist. Somit genügt es, sin(x + y) mit der Kettenregel
zu betrachen:

Das iterierte Ableiten von sin(t) zeigt ein periodisches Verhalten, mit Periode vier:

sin(t)
d
dt⇝ cos(t)

d
dt⇝ − sin(t)

d
dt⇝ − cos(t)

d
dt⇝ sin(t).

Daher gilt
∂ 2n

(∂t)2n
sin(t) = (−1)n sin(t) .

Außerdem gilt für die innere Ableitung ∂
∂x
(x+ y) = 1 . Wir erhalten somit

D(2n,0)f(x, y) = (−1)n sin(x+ y) cos(2y) für n ≧ 0 .

Aufgabe H 42. Gradient, Gleichungssysteme und Einsetzverfahren

Gegeben sei die Funktion f : R3 → R :
(

x
y
z

)
7→ x2 + y2 + z2 + 2xyz .

(a) Bestimmen Sie alle Stellen
(

x
y
z

)
∈ R3 , an denen ∇f(x, y, z) =

(
0
0
0

)
ist.

(b) Bestimmen Sie alle Stellen
(

x
y
z

)
∈ R3 , an denen ∇f(x, y, z) =

(
0
0
2

)
ist.

Lösungshinweise hierzu: Wir berechnen zunächst den Gradienten:

∇f(x, y, z) =

2x+ 2yz
2y + 2xz
2z + 2xy

 .

(a) Wir erhalten die Bedingung

∇f(x, y, z) =

2x+ 2yz
2y + 2xz
2z + 2xy

 !
=

0
0
0


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und daher das Gleichungssystem

x+ yz = 0 (1)
y + xz = 0 (2)
z + xy = 0 (3).

Aus (1) folgt x = −yz . Einsetzen in (2) und (3) liefert

y(1− z2) = 0 (2′)
z(1− y2) = 0 (3′).

Gleichung (2′) ist erfüllt, falls y = 0 ist. Wir machen daher eine Fallunterscheidung:

Fall 1: y = 0.
Es folgt aus (1) , dass x = 0 ist. Aus (3′) folgt z = 0 . Somit ist

0
0
0

 eine Lösung.

Fall 2: y ̸= 0.

Aus (2′) folgt 1− z2 = 0 , d.h. z = ±1 .

Subfall 2.1: z = 1.

Aus (1) folgt x = −y . Aus (3′) erhalten wir 1− y2 = 0 , d.h. y = ±1 .

Wir erhalten also die weiteren Lösungen: −1
1
1

 ,

 1
−1
1


Subfall 2.2: z = −1.

Aus (1) folgt x = y . Aus (3′) erhalten wir 1− y2 = 0 , d.h. y = ±1 .

Wir erhalten also die weiteren Lösungen: 1
1

−1

 ,

 −1
−1
−1


Insgesamt ist also

∇f(x, y, z) =

0
0
0


für  x

y
z

 ∈


 0

0
0

 ,

 −1
1
1

 ,

 1
−1
1

 ,

 1
1

−1

 ,

 −1
−1
−1

 .

(b) Wir erhalten die Bedingung

∇f(x, y, z) =

2x+ 2yz
2y + 2xz
2z + 2xy

 !
=

0
0
2


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und daher das Gleichungssystem

x+ yz = 0 (1)
y + xz = 0 (2)
z + xy = 1 (3).

Aus (1) folgt x = −yz . Einsetzen in (2) und (3) liefert

y(1− z2) = 0 (2′)
z(1− y2) = 1 (3′).

Gleichung (2′) ist erfüllt, falls y = 0 ist. Wir machen daher eine Fallunterscheidung:

Fall 1: y = 0.
Es folgt aus (1) , dass x = 0 ist. Aus (3′) folgt z = 1 . Somit ist

0
0
1

 eine Lösung.

Fall 2: y ̸= 0.

Aus (2′) folgt 1− z2 = 0 , d.h. z = ±1 .

Subfall 2.1: z = 1.

Aus (1) folgt x = −y . Aus (3′) erhalten wir 1− y2 = 1 , d.h. y = 0 .

Wir erhalten also die weitere Lösung:  0
0
1


Subfall 2.2: z = −1.

Aus (1) folgt x = y . Aus (3′) erhalten wir −(1 − y2) = 1 , d.h. y2 = 2 und also
y = ±

√
2 .

Wir erhalten also die weiteren Lösungen: √
2√
2

−1

 ,

 −
√
2

−
√
2

−1


Insgesamt ist also

∇f(x, y, z) =

0
0
2


für  x

y
z

 ∈


 0

0
1

 ,

 √
2√
2

−1

 ,

 −
√
2

−
√
2

−1

 .
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Aufgabe H 43. Gradient zeigt in Richtung des größten Anstiegs

Sei f : R2 → R :
(
x
y

)
7→

√
3x2 + 2xy + y2 . Sei p =

(
1
0

)
. Sei vφ =

(
cos(φ)

sin(φ)

)
für φ ∈ [0, 2π] .

(a) Berechnen Sie den Gradienten ∇f(x, y) und den Gradienten ∇f(p) .
Berechnen Sie die Richtungsableitung ∂vφf(p) in Abhängigkeit von φ .

(b) Bestätigen Sie: Es ist sin(φ+ π
3
) = 1

2
sin(φ) +

√
3
2
cos(φ) für φ ∈ [0, 2π] .

(c) Verwenden Sie (b), um das φ ∈ [0, 2π] zu bestimmen, für welches die Richtungsablei-
tung ∂vφf(p) maximal wird.
Bestimmen Sie für dieses φ ein t > 0 mit ∇f(p) = t vφ .

Lösungshinweise hierzu:

(a) Wir berechnen zunächst den Gradienten:

∇f(x, y) =

(
2
√
3x+ 2y

2x+ 2y

)
.

An der Stelle p =
(
1
0

)
erhalten wir

∇f(p) =

(
2
√
3

2

)
.

Die Richtungsableitung in Richtung vφ ist gegeben durch

∂vφf(p) = ∇f(p) • vφ =

(
2
√
3

2

)
•

(
cos(φ)
sin(φ)

)
= 2

√
3 cos(φ) + 2 sin(φ).

(b) Mit einem Additionstheorem aus 0.4.3 folgt

sin
(
φ+ π

3

)
= sin(φ) cos

(
π
3

)
+ cos(φ) sin

(
π
3

)
= 1

2
sin(φ) +

√
3
2
cos(φ) .

(c) Aus (a, b) erhalten wir

∂vφf(p) = 2
√
3 cos(φ) + 2 sin(φ) = 4

(√
3

2
cos(φ) +

1

2
sin(φ)

)
= 4 sin

(
φ+

π

3

)
.

Das Maximum wird angenommen, wenn sin
(
φ+ π

3

) !
= 1 ist, also wenn φ+ π

3

!
= π

2
ist.

Damit folgt

φ =
π

6
.

Für diesen Wert von φ erhalten wir

vπ
6
=

(√
3
2
1
2

)
.

Außerdem gilt

∇f(p) =

(
2
√
3

2

)
= 4

(√
3
2
1
2

)
= 4 vπ

6
.

Damit ist t = 4 .
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Aufgabe H 44. Folgen in Rn

Finden Sie alle Häufungspunkte der Folge (ak)k∈N .

(a) ak =

(
sin(k π

2
)

cos(k π
2
+ π

4
)

)
(b) ak =

 ∑k
n=1

n
n!∑k

n=1

(
cos(nπ)

n
− cos((n+1)π)

n+1

)
Lösungshinweise hierzu:

(a) Es ist

ak =

(
sin(k π

2
)

cos(k π
2
+ π

4
)

)
=

(
sin(k π

2
+ 2π)

cos(k π
2
+ π

4
+ 2π)

)
=

(
sin((k + 4)π

2
)

cos((k + 4)π
2
+ π

4
)

)
= ak+4 .

Die Folge (ak)k∈N ist periodisch mit Periode 4 . Somit stimmt die Menge der Häufungs-
punkte mit der Menge der innerhalb einer Periode angenommenen Punkte überein.

Wir berechnen:

a1 =

(
sin(π

2
)

cos(3π
4
)

)
=

(
1

−
√
2
2

)
a2 =

(
sin(π)

cos(5π
4
)

)
=

(
0

−
√
2
2

)
a3 =

(
sin(3π

2
)

cos(7π
4
)

)
=

(
−1√

2
2

)
a4 =

(
sin(2π)

cos(9π
4
)

)
=

(
0√
2
2

)
Damit ist die Menge der Häufungspunkte gegeben durch:{(

1

−
√
2
2

)
,

(
0

−
√
2
2

)
,

(
−1√

2
2

)
,

(
0√
2
2

)}
.

(b) Erste Komponente: Es ist

lim
k→∞

k∑
n=1

n

n!
= lim

k→∞

k∑
n=1

1

(n− 1)!
= lim

k→∞

k−1∑
m=0

1

m!
=

∞∑
m=0

1

m!
= e .

Zweite Komponente:

Dies ist eine Teleskopsumme. Somit gilt

lim
k→∞

k∑
n=1

(
cos(nπ)

n
− cos((n+ 1)π)

n+ 1

)
= lim

k→∞

(
cos(π)

1
− cos((k + 1)π)

k + 1

)
= −1− lim

k→∞

cos((k + 1)π)

k + 1

Da cos((k + 1)π) beschränkt ist, ist limk→∞
cos((k+1)π)

k+1
= 0 .

Somit folgt limk→∞
∑k

n=1

(
cos(nπ)

n
− cos((n+1)π)

n+1

)
= −1 .

Damit konvergiert diese Folge (ak)k∈N . Die Menge der Häufungspunkt enthält also nur
den Grenzwert: {(

e
−1

)}
.
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Frischhaltebox

Aufgabe H 45. Die Formel von Euler und de Moivre

Sei f : R → R : x 7→ sin(2x)
(
cos(3x)

)2
.

(a) Verwenden Sie die Formel von Euler und deMoivre, um f(x) als Linearkombination von
Funktionen der Form sin(mx) und cos(nx) mit m,n ∈ N darzustellen.

(b) Berechnen Sie
∫
f(x) dx .

Lösungshinweise hierzu:

(a) Die Formel von Euler und de Moivre 1.14.18 gibt

sin(2x) = 1
2i
(ei2x − e−i2x), cos(3x) = 1

2
(ei3x + e−i3x).

Einsetzen in f(x) liefert

f(x) = sin(2x)
(
cos(3x)

)2
= 1

2i
(ei2x − e−i2x) ·

(
1
2
(ei3x + e−i3x)

)2
= 1

2i
(ei2x − e−i2x) · 1

4
((ei3x)2 + 2ei3xe−i3x + (e−i3x)2)

= 1
8i
(ei2x − e−i2x)(ei6x + 2 + e−i6x)

= 1
8i
((ei8x + 2ei2x + e−i4x)− (ei4x + 2e−i2x + e−i8x))

= 1
8i
((ei8x − e−i8x)− (ei4x − e−i4x) + 2(ei2x − e−i2x))

= 1
8i
(2i sin(8x)− 2i sin(4x) + 2 · 2i sin(2x))

= 1
4
sin(8x)− 1

4
sin(4x) + 1

2
sin(2x) .

(b) Mit (a) folgt ∫
f(x) dx =

∫
sin(2x)

(
cos(3x)

)2
dx

=

∫ (
1
4
sin(8x)− 1

4
sin(4x) + 1

2
sin(2x)

)
dx

=
[
− 1

32
cos(8x) + 1

16
cos(4x)− 1

4
cos(2x)

]
.
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