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Lösungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 46. Extrema ohne Nebenbedingung

Sei f : R2 → R :
(
x
y

)
7→ (x2 + y2 − 1)(x− y2 − 1) .

(a) Bestimmen Sie ∇f und Hf . Überprüfen Sie: Es sind P :=
(
1
0

)
und Q :=

(−1/3
0

)
kritische Stellen von f .

(b) Skizzieren Sie die Nullstellenmenge und die Vorzeichenverteilung von f . Tragen Sie P
und Q in die Skizze ein. Es sei bekannt, dass dies die einzigen kritischen Stellen sind.

(c) Bestimmen Sie den Typ der kritischen Stelle Q von f unter Verwendung der Hesse-
Matrix. Kann dies auch anhand der Skizze entschieden werden?

(d) Bestimmen Sie den Typ der kritischen Stelle P von f . Kann dies auch anhand der
Hesse-Matrix entschieden werden?

Lösungshinweise hierzu:

(a) Es gelten:

∇f

(
x

y

)
=

(
2x (x− y2 − 1) + (x2 + y2 − 1)
2y(x− y2 − 1)− 2y(x2 + y2 − 1)

)
=

(
3x2 − 2xy2 + y2 − 2x− 1

−4y3 − 2x2y + 2xy

)

Hf

(
x

y

)
=

(
6x− 2y2 − 2 −4xy + 2y
−4xy + 2y −12y2 − 2x2 + 2x

)
Insbesondere gilt:

∇f(P ) =

(
3− 0 + 0− 2− 1

0

)
=

(
0
0

)
∇f(Q) =

(
3 · 1

9
− 0 + 0 + 2

3
− 1

0

)
=

(
0
0

)
P und Q sind also in der Tat kritische Stellen.

(b) Es wird f genau dann 0 , wenn einer der Faktoren 0 wird, also wenn x2+y2−1 = 0 oder
x = y2 + 1 gelten. Ersteres beschreibt einen Kreis mit Mittelpunkt

(
0
0

)
und Radius 1 ,

zweiteres ist eine Parabel mit Scheitel in
(
1
0

)
. Wir erhalten die folgende Skizze:
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Zur Vorzeichenverteilung:

f(x, y) = (x2 + y2 − 1)(x− y2 − 1)

Im Inneren des Kreises x2 + y2 = 1 ist der Faktor (x2 + y2 − 1) < 0 , außerhalb des
Kreises ist (x2 + y2 − 1) > 0 .

Es ist (x − y2 − 1) < 0 links von der Parabel und (x − y2 − 1) > 0 rechts von der
Parabel.

Zusammenmultipliziert ist f(x, y) rechts von der Parabel positiv. Es ist f(x, y) links
von der Parabel, aber außerhalb des Kreises negativ. Es ist f(x, y) innerhalb des Kreises
positiv.
Die Vorzeichenverteilung kann zur Probe durch Einsetzen von Punkten bestätigt werden. So ist z.B.

f(0, 0) = 1 > 0 ,

f(−2, 0) = 3 · (−3) = −9 < 0 ,

f(2, 0) = 3 > 0 .

(c) Es gilt

Hf

(
−1/3

0

)
=

(
−2− 0− 2 0

0 −2
9
− 2

3

)
=

(
−4 0
0 −8

9

)
Die Eigenwerte der Hesse-Matrix an der Stelle Q sind −4 und −8

9
. Sie sind beide

negativ, die Hesse-Matrix ist also negativ definit. In Q liegt daher ein lokales Maximum
vor.

In der Skizze erkennen wir, dass Q die einzige kritische Stelle im Inneren der Kreisscheibe
U1(0) ist. Es ist U1(0) kompakt. Es nimmt f im Inneren der Kreisscheibe nur positive
Werte an und auf dem Rand ∂U1(0) nur den Wert 0 an. Daher können die Stellen in
U1(0) , an denen f |U1(0)

ein Maximum annimmt, nicht auf dem Rand ∂U1(0) liegen.

Folglich muss das Maximum von f |U1(0)
in U1(0) angenommen werden, also bei einer

kritischen Stelle angenommen werden, und also bei Q angenommen werden. Wir sehen
erneut: es ist Q eine lokale Maximalstelle.

(d) Es gilt

Hf

(
1

0

)
=

(
4 0
0 0

)
.

Die Determinante der Hesse-Matrix ist dort gleich 0 . Also kann der Typ der kritischen
Stelle P nicht anhand der Hesse-Matrix entschieden werden.

Die Nullstellenverteilung in der Skizze zeigt: um die Stelle P herum nimmt f(x, y)
positive und negative Werte an. Folglich liegt bei P ein Sattelpunkt vor.
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Aufgabe H 47. Extremalstellen unter Nebenbedingung

Gegeben seien die Funktionen f, g : R2 → R mit

f(x, y) := 1
2
(x− 1)2 + 1

4
(y − 2)2 ,

g(x, y) :=
〈(

4
2

) ∣∣ (x
y

)〉
− 1 .

Wir suchen nach Extrema der Einschränkung f |M von f auf M := {
(
x
y

)
∈ R2 | g(x, y) = 0} .

(a) Geben Sie eine Parametrisierung C : R → R2 : t 7→ C(t) von M an. An welcher Stelle
nimmt f(C(t)) seinen minimalen Wert an? Bestimmen Sie min f(M) .

(b) Bestimmen Sie alle kritischen Stellen von f |M mittels der Multiplikatormethode nach
Lagrange. Vergleichen Sie mit (a).

(c) Ist M kompakt? Muss es unter den kritischen Stellen aus (b) eine Maximalstelle geben?

Lösungshinweise hierzu:

(a) Es ist g(x, y) =
〈(

4
2

) ∣∣ (x
y

)〉
−1 = 4x+2y−1 . Bei M = {

(
x
y

)
∈ R2 | 4x+ 2y − 1 = 0}

handelt es sich also um die durch y = −2x+ 1
2
gegebene Gerade der Steigung −2 . Ein

Richtungsvektor ist zum Beispiel v =
(

1
−2

)
, als Stützpunkt können wir

(
0

1/2

)
wählen.

Dies liefert die folgende Parametrisierung der Geraden M :

C(t) =

(
0
1/2

)
+ t

(
1
−2

)
=

(
t

1/2− 2t

)
(t ∈ R)

f(C(t)) = 1
2
(t− 1)2 + 1

4

(
−2t− 3

2

)2
= 1

2
t2 − t+ 1

2
+ t2 + 3

2
t+ 9

16
= 3

2
t2 + 1

2
t+ 17

16

Ableiten nach t ergibt somit

d
dt
f(C(t)) = 3t+ 1

2
.

Als Nullstelle erhalten wir die kritische Stelle t = −1
6
.

Da die Funktion t 7→ f(C(t)) = 3
2
t2 + 1

2
t + 17

16
eine nach oben geöffnete Parabel

beschreibt, nimmt f(C(t)) in der Tat einen minimalen Wert an, der nur an der einzigen
kritischen Stelle t = −1

6
angenommen werden kann. Wir erhalten:

min f(M) = min {f(C(t)) | t ∈ R} = 3
2
·
(
−1

6

)2
+ 1

2
·
(
−1

6

)
+ 17

16

= 1
24

− 1
12

+ 17
16

= 2−4+51
48

= 49
48

.

(b) Das Gleichungssystem nach Lagrange lautet:

(I) x− 1 + 4λ = 0
(II) 1

2
(y − 2) + 2λ = 0

(III) 4x + 2y − 1 = 0

und lässt sich daher in das LGS1 0 4
0 1

2
2

4 2 0

x
y
λ

 =

1
1
1


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überführen. Wir nutzen den Gaußalgorithmus und erhalten: 1 0 4 1
0 1

2
2 1

4 2 0 1



2Z2 :
Z3 − 4Z1 :

 1 0 4 1
0 1 4 2
0 2 −16 −3



Z3 − 2Z2 :

 1 0 4 1
0 1 4 2
0 0 −24 −7


Z1 + 1/6Z3 :
Z2 + 1/6Z3 :

−1/24Z3 :

 1 0 0 −1
6

0 1 0 5
6

0 0 1 7
24



Folglich ist die Lösung des Lagrange-Systems gegeben durch die einzige kritische Stelle:(
x

y

)
=

(
−1/6
5/6

)
, λ =

7

24

Dies deckt sich mit unserem Ergebnis aus (a) , da dort

C(−1
6
) =

(
−1/6
5/6

)
ist.

(c) Die Menge M ist als Gerade unbeschränkt, also nicht kompakt. Die Existenz von Ma-
ximalstellen ist also nicht garantiert.

Und tatsächlich ist die einzige kritische Stelle
(
−1/6
5/6

)
von f |M aus (c) keine Maximalstelle, sondern

vielmehr eine Minimalstelle. Es hat f |M keine Maximalstelle.
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10. Gruppenübung Höhere Mathematik 2

Aufgabe H 48. Kritische Stellen

Sei f : R2 → R :
(
x
y

)
7→ f(x, y) = x2 + y3 − 1 gegeben.

(a) Bestimmen Sie die kritischen Stellen von f .

(b) Sei G :=
{(

x
y
z

)
∈ R3

∣∣∣ z = f(x, y)
}
der Graph von f . Sei Exz die durch y = 0 gegebe-

ne Koordinatenebene, sowie Eyz die durch x = 0 gegebene. Skizzieren Sie die Schnitte
von G mit den Koordinatenebenen Exz und Eyz in ein gemeinsames Koordinatensystem.

(c) Welche Art von kritischer Stelle liegt im Ursprung vor?

Lösungshinweise hierzu:

(a) Es gilt

∇f
(
x
y

)
=

(
2x
3y2

)
!
=

(
0
0

)
nur für

(
x
y

)
=

(
0
0

)
. Dies ist also die einzige kritische Stelle.

(b) Wir berechnen die Schnitte:(
x
y
z

)
∈ G ∩ Exz ⇔ y = 0 ∧ z = f(x, y) ⇔ y = 0 ∧ z = x2 − 1(

x
y
z

)
∈ G ∩ Eyz ⇔ x = 0 ∧ z = f(x, y) ⇔ x = 0 ∧ z = y3 − 1

Hieraus ergibt sich die in Abb. 1 befindliche Skizze. Man beachte hierbei, dass zur

Abbildung 1: Skizze zu H48(b)

besseren Darstellbarkeit verschiedene Achsenskalierungen verwendet wurden. In einem
solchen Falle ist es äußerst empfehlenswert, Hilfstangenten – dies sind die mit Bleistift
angedeuteten Geraden – zu verwenden.

(c) Für y > 0 gilt f(0, y) = y3−1 > −1 = f(0, 0) , für y < 0 hingegen f(0, y) = y3−1 <
−1 . Somit liegt ein Sattelpunkt vor.

Die Hessematrix ist übrigens gegeben durch Hf
(
x
y

)
=

(
2 0
0 6y

)
, an der Stelle

(
x
y

)
=

(
0
0

)
also durch

Hf
(
0
0

)
=

(
2 0
0 0

)
. Ihre Determinante ist gleich 0 . Somit erhalten wir vermittels Hesse-Matrix keine

Aussage über der Typ der kritischen Stelle
(
x
y

)
=

(
0
0

)
. Der Skizze und nachfolgender Überlegung in

(c) konnten wir jedoch entnehmen: es liegt dort ein Sattelpunkt vor.
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Aufgabe H 49. Taylorpolynom

Sei f : R4 → R : x =

(
x1
x2
x3
x4

)
7→ f(x) = x1 + x2 + x2

2x
2
4 − (x3 − x1)

2 .

(a) Bestimmen Sie grad f und Hf .

(b) Berechnen Sie das Taylorpolynom der Stufe 2 um den Entwicklungspunkt a :=

(
1

−1
0
0

)
.

Lösungshinweise hierzu:

(a) Es gilt ∇f(x) =


1 + 2(x3 − x1)
1 + 2x2x

2
4

−2(x3 − x1)
2x2

2x4

 , mithin ist Hf (x) =


−2 0 2 0
0 2x2

4 0 4x2x4

2 0 −2 0
0 4x2x4 0 2x2

2

 .

(b) Es gilt mit Bemerkung 4.4.14(3):

T (f, x, a) = f(a) +∇f(a) • (x− a) +
1

2
(x− a)

⊺
Hf (a) (x− a)

= −1 +

〈(
−1
1
2
0

) ∣∣∣∣ ( x1−1
x2+1
x3
x4

)〉
+

1

2

(
x1−1
x2+1
x3
x4

)⊺ ( −2 0 2 0
0 0 0 0
2 0 −2 0
0 0 0 2

)(
x1−1
x2+1
x3
x4

)
= −1− (x1 − 1) + (x2 + 1) + 2x3 − (x1 − 1)2 + 2(x1 − 1)x3 − x2

3 + x2
4
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Frischhaltebox

Aufgabe H 50. Potenzreihen

Bestimmen Sie den Konvergenzkreis Uρ(z0) der Potenzreihe
∞∑
n=1

((1 + 2i)z − 1)n
√
n+ 1 3

√
5n

.

Lösungshinweise hierzu: Es ist

∞∑
n=1

((1 + 2i)z − 1)n
√
n+ 1 3

√
5n

=
∞∑
n=1

(1 + 2i)n
(
z − 1

1+2i

)n
√
n+ 1 3

√
5n

woraus wir den Entwicklungspunkt z0 = 1
1+2i

= 1
5
− 2

5
i erhalten. Für den Konvergenzradius

berechnen wir mit |1 + 2i| =
√
5 :

|an+1|
|an|

=

∣∣∣∣∣ (1 + 2i)n+1

√
n+ 2 · 5(n+1)/3

·
√
n+ 1 · 5n/3

(1 + 2i)n

∣∣∣∣∣
=

|1 + 2i|√
n+ 2 · 51/3

·
√
n+ 1

=
51/2

51/3
·

√
n ·

√
1 + 1

n

√
n ·

√
1 + 2

n

= 51/6 ·

√
1 + 1

n√
1 + 2

n︸ ︷︷ ︸
n→∞−→ 1

n→∞−→ 6
√
5

Wir erhalten daher

ρ =
1
6
√
5
.
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