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11. Gruppenübung zur Vorlesung

Höhere Mathematik 2
M. Künzer

M. Stroppel

Sommersemester 2026

Lösungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 51. Extrema unter Nebenbedingung

Sei f : R2 → R : x =
(
x1
x2

)
7→ ln (1 + x2

1)−x1 . Sei g : R2 → R : x =
(
x1
x2

)
7→ x3

1(x1−2)+x2
2 .

Wir suchen Extremalstellen von f(x) unter der Nebenbedingung g(x) = 0 .

(a) Stellen Sie das Gleichungssystem nach Lagrange auf. Bestimmen Sie dessen Lösungen.

(b) Es ist M :=
{
x ∈ R2

∣∣ g(x) = 0
}
kompakt.

Berechnen Sie den maximalen und den minimalen Wert der Einschränkung f |M .

Lösungshinweise hierzu:

(a) Es ist ∇f(x) =

( 2x1

1+x2
1
− 1

0

)
und ∇g(x) =

(
4x3

1 − 6x2
1

2x2

)
. Das Lagrange-System lautet

daher

(I)
2x1

1 + x2
1

− 1 + λ (4x3
1 − 6x2

1) = 0

(II) 0 + 2λx2 = 0
(III) x3

1(x1 − 2) + x2
2 = 0

Aus (II) folgt: Es ist λ = 0 oder x2 = 0 .

Fall λ = 0 : Aus (I) folgt

2x1

1 + x2
1

= 1 ⇔ 2x1 = 1 + x2
1 ⇔ (x1 − 1)2 = 0,

d.h. x1 = 1 . Einsetzen in (III) liefert die Bedingung x2
2 = 1 , d.h. x2 = ±1 .

Wir erhalten somit die Lösung x1 = 1 , x2 = 1 , λ = 0 , sowie die Lösung x1 = 1 ,
x2 = −1 , λ = 0 .

Fall x2 = 0 : Aus (III) folgt

x3
1(x1 − 2) = 0 ,

also x1 = 0 oder x1 = 2 . Da x1 = 0 in (I) eingesetzt zu −1 = 0 führt, muss
x1 = 2 gelten. Gleichung (I) wird damit zu

4

1 + 4
− 1 + λ(4 · 8− 6 · 4) = 0 ⇔ λ =

1

(8− 6) · 4
·
(
1− 4

5

)
=

1

40
.

Wir erhalten die Lösung x1 = 2 , x2 = 0 , λ = 1
40
.

(b) Da M kompakt ist, erhalten wir jeweils den minimalen und maximalen Wert der Ein-
schränkung durch Vergleich der Funktionswerte von f in den kritischen Stellen. Diese
ergeben sich aus den in (a) berechneten Lösungen sowie aus den Punkten x ∈ M , an
denen ∇g verschwindet. Aus

∇g(x) =

(
4x3

1 − 6x2
2

2x2

)
!
=

(
0
0

)

info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel/ Seite 75
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folgt x2 = 0 und damit dann auch 4x3
1 = 0 , d.h. x1 = 0 . Wir müssen also zusätzlich den

Punkt
(
0
0

)
als kritische Stelle auffassen. Insgesamt haben wir die folgenden kritischen

Stellen erhalten: (
1
1

)
,
(

1
−1

)
,
(
2
0

)
,
(
0
0

)
.

Wir berechnen die Werte:

f(0, 0) = ln(1)− 0 = 0

f(2, 0) = ln(5)− 2

f(1, 1) = ln(2)− 1

f(1,−1) = ln(2)− 1

Es ist ln(2)− 1 < 0 , da ln(2) < 1 , da 2 < e1 .

Es ist ln(5)− 2 < 0 , da ln(5) < 2 , da 5 < e2 .

Bleiben noch ln(2)− 1 und ln(5)− 2 zu vergleichen: Es ist (ln(5)− 2)− (ln(2)− 1) =
ln(5

2
)− 1 < 0 , da 5

2
< e1 . Also ist ln(5)− 2 < ln(2)− 1 .

In
(
0
0

)
nimmt f |M den maximalen Wert f(0, 0) = 0 an. In

(
2
0

)
nimmt f |M den

minimalen Wert f(2, 0) = ln(5)− 2 an.

Tatsächlich ist ln(5)− 2 ≈ −0,39056 und ln(2)− 1 ≈ −0,30685 .

Graph von f (nicht verlangt):

Abbildung 2: 3D-Plot zu H 51: Graph von f (orange), Nullstel-
lenmenge M von g (blau) sowie der Graph der Einschränkung von
f auf M (rot).

Hinweis: In einem geeigneten 3D-fähigen PDF-Betrachter können Sie die Grafik

drehen:

Bemerkung:

• Die vorgegebene Kompaktheit ließe sich in diesem Falle wie folgt begründen: Für x1 /∈ [0, 2]
gilt g(x) = x31(x1 − 2) + x22 ≧ x31(x1 − 2) > 0 , somit folgt x1 ∈ [0, 2] . Für festes x1 gilt
hingegen g(x) = 0 genau dann, wenn x2 ∈ {−

√
−x31(x1 − 2),

√
−x31(x1 − 2)} ist. Da die
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////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
//
// (C) 2012--today, Alexander Grahn
//
// 3Dmenu.js
//
// version 20140923
//
////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
//
// 3D JavaScript used by media9.sty
//
// Extended functionality of the (right click) context menu of 3D annotations.
//
//  1.) Adds the following items to the 3D context menu:
//
//   * `Generate Default View'
//
//      Finds good default camera settings, returned as options for use with
//      the \includemedia command.
//
//   * `Get Current View'
//
//      Determines camera, cross section and part settings of the current view,
//      returned as `VIEW' section that can be copied into a views file of
//      additional views. The views file is inserted using the `3Dviews' option
//      of \includemedia.
//
//   * `Cross Section'
//
//      Toggle switch to add or remove a cross section into or from the current
//      view. The cross section can be moved in the x, y, z directions using x,
//      y, z and X, Y, Z keys on the keyboard, be tilted against and spun
//      around the upright Z axis using the Up/Down and Left/Right arrow keys
//      and caled using the s and S keys.
//
//  2.) Enables manipulation of position and orientation of indiviual parts and
//      groups of parts in the 3D scene. Parts which have been selected with the
//      mouse can be scaled moved around and rotated like the cross section as
//      described above. To spin the parts around their local up-axis, keep
//      Control key pressed while using the Up/Down and Left/Right arrow keys.
//
// This work may be distributed and/or modified under the
// conditions of the LaTeX Project Public License.
// 
// The latest version of this license is in
//   http://mirrors.ctan.org/macros/latex/base/lppl.txt
// 
// This work has the LPPL maintenance status `maintained'.
// 
// The Current Maintainer of this work is A. Grahn.
//
// The code borrows heavily from Bernd Gaertners `Miniball' software,
// originally written in C++, for computing the smallest enclosing ball of a
// set of points; see: http://www.inf.ethz.ch/personal/gaertner/miniball.html
//
////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
//host.console.show();

//constructor for doubly linked list
function List(){
  this.first_node=null;
  this.last_node=new Node(undefined);
}
List.prototype.push_back=function(x){
  var new_node=new Node(x);
  if(this.first_node==null){
    this.first_node=new_node;
    new_node.prev=null;
  }else{
    new_node.prev=this.last_node.prev;
    new_node.prev.next=new_node;
  }
  new_node.next=this.last_node;
  this.last_node.prev=new_node;
};
List.prototype.move_to_front=function(it){
  var node=it.get();
  if(node.next!=null && node.prev!=null){
    node.next.prev=node.prev;
    node.prev.next=node.next;
    node.prev=null;
    node.next=this.first_node;
    this.first_node.prev=node;
    this.first_node=node;
  }
};
List.prototype.begin=function(){
  var i=new Iterator();
  i.target=this.first_node;
  return(i);
};
List.prototype.end=function(){
  var i=new Iterator();
  i.target=this.last_node;
  return(i);
};
function Iterator(it){
  if( it!=undefined ){
    this.target=it.target;
  }else {
    this.target=null;
  }
}
Iterator.prototype.set=function(it){this.target=it.target;};
Iterator.prototype.get=function(){return(this.target);};
Iterator.prototype.deref=function(){return(this.target.data);};
Iterator.prototype.incr=function(){
  if(this.target.next!=null) this.target=this.target.next;
};
//constructor for node objects that populate the linked list
function Node(x){
  this.prev=null;
  this.next=null;
  this.data=x;
}
function sqr(r){return(r*r);}//helper function

//Miniball algorithm by B. Gaertner
function Basis(){
  this.m=0;
  this.q0=new Array(3);
  this.z=new Array(4);
  this.f=new Array(4);
  this.v=new Array(new Array(3), new Array(3), new Array(3), new Array(3));
  this.a=new Array(new Array(3), new Array(3), new Array(3), new Array(3));
  this.c=new Array(new Array(3), new Array(3), new Array(3), new Array(3));
  this.sqr_r=new Array(4);
  this.current_c=this.c[0];
  this.current_sqr_r=0;
  this.reset();
}
Basis.prototype.center=function(){return(this.current_c);};
Basis.prototype.size=function(){return(this.m);};
Basis.prototype.pop=function(){--this.m;};
Basis.prototype.excess=function(p){
  var e=-this.current_sqr_r;
  for(var k=0;k<3;++k){
    e+=sqr(p[k]-this.current_c[k]);
  }
  return(e);
};
Basis.prototype.reset=function(){
  this.m=0;
  for(var j=0;j<3;++j){
    this.c[0][j]=0;
  }
  this.current_c=this.c[0];
  this.current_sqr_r=-1;
};
Basis.prototype.push=function(p){
  var i, j;
  var eps=1e-32;
  if(this.m==0){
    for(i=0;i<3;++i){
      this.q0[i]=p[i];
    }
    for(i=0;i<3;++i){
      this.c[0][i]=this.q0[i];
    }
    this.sqr_r[0]=0;
  }else {
    for(i=0;i<3;++i){
      this.v[this.m][i]=p[i]-this.q0[i];
    }
    for(i=1;i<this.m;++i){
      this.a[this.m][i]=0;
      for(j=0;j<3;++j){
        this.a[this.m][i]+=this.v[i][j]*this.v[this.m][j];
      }
      this.a[this.m][i]*=(2/this.z[i]);
    }
    for(i=1;i<this.m;++i){
      for(j=0;j<3;++j){
        this.v[this.m][j]-=this.a[this.m][i]*this.v[i][j];
      }
    }
    this.z[this.m]=0;
    for(j=0;j<3;++j){
      this.z[this.m]+=sqr(this.v[this.m][j]);
    }
    this.z[this.m]*=2;
    if(this.z[this.m]<eps*this.current_sqr_r) return(false);
    var e=-this.sqr_r[this.m-1];
    for(i=0;i<3;++i){
      e+=sqr(p[i]-this.c[this.m-1][i]);
    }
    this.f[this.m]=e/this.z[this.m];
    for(i=0;i<3;++i){
      this.c[this.m][i]=this.c[this.m-1][i]+this.f[this.m]*this.v[this.m][i];
    }
    this.sqr_r[this.m]=this.sqr_r[this.m-1]+e*this.f[this.m]/2;
  }
  this.current_c=this.c[this.m];
  this.current_sqr_r=this.sqr_r[this.m];
  ++this.m;
  return(true);
};
function Miniball(){
  this.L=new List();
  this.B=new Basis();
  this.support_end=new Iterator();
}
Miniball.prototype.mtf_mb=function(it){
  var i=new Iterator(it);
  this.support_end.set(this.L.begin());
  if((this.B.size())==4) return;
  for(var k=new Iterator(this.L.begin());k.get()!=i.get();){
    var j=new Iterator(k);
    k.incr();
    if(this.B.excess(j.deref()) > 0){
      if(this.B.push(j.deref())){
        this.mtf_mb(j);
        this.B.pop();
        if(this.support_end.get()==j.get())
          this.support_end.incr();
        this.L.move_to_front(j);
      }
    }
  }
};
Miniball.prototype.check_in=function(b){
  this.L.push_back(b);
};
Miniball.prototype.build=function(){
  this.B.reset();
  this.support_end.set(this.L.begin());
  this.mtf_mb(this.L.end());
};
Miniball.prototype.center=function(){
  return(this.B.center());
};
Miniball.prototype.radius=function(){
  return(Math.sqrt(this.B.current_sqr_r));
};

//functions called by menu items
function calc3Dopts () {
  //create Miniball object
  var mb=new Miniball();
  //auxiliary vector
  var corner=new Vector3();
  //iterate over all visible mesh nodes in the scene
  for(i=0;i<scene.meshes.count;i++){
    var mesh=scene.meshes.getByIndex(i);
    if(!mesh.visible) continue;
    //local to parent transformation matrix
    var trans=mesh.transform;
    //build local to world transformation matrix by recursively
    //multiplying the parent's transf. matrix on the right
    var parent=mesh.parent;
    while(parent.transform){
      trans=trans.multiply(parent.transform);
      parent=parent.parent;
    }
    //get the bbox of the mesh (local coordinates)
    var bbox=mesh.computeBoundingBox();
    //transform the local bounding box corner coordinates to
    //world coordinates for bounding sphere determination
    //BBox.min
    corner.set(bbox.min);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    //BBox.max
    corner.set(bbox.max);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    //remaining six BBox corners
    corner.set(bbox.min.x, bbox.max.y, bbox.max.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.min.x, bbox.min.y, bbox.max.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.min.x, bbox.max.y, bbox.min.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.max.x, bbox.min.y, bbox.min.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.max.x, bbox.min.y, bbox.max.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.max.x, bbox.max.y, bbox.min.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
  }
  //compute the smallest enclosing bounding sphere
  mb.build();
  //
  //current camera settings
  //
  var camera=scene.cameras.getByIndex(0);
  var res=''; //initialize result string
  //aperture angle of the virtual camera (perspective projection) *or*
  //orthographic scale (orthographic projection)
  if(camera.projectionType==camera.TYPE_PERSPECTIVE){
    var aac=camera.fov*180/Math.PI;
    if(host.util.printf('%.4f', aac)!=30)
      res+=host.util.printf('\n3Daac=%s,', aac);
  }else{
      camera.viewPlaneSize=2.*mb.radius();
      res+=host.util.printf('\n3Dortho=%s,', 1./camera.viewPlaneSize);
  }
  //camera roll
  var roll = camera.roll*180/Math.PI;
  if(host.util.printf('%.4f', roll)!=0)
    res+=host.util.printf('\n3Droll=%s,',roll);
  //target to camera vector
  var c2c=new Vector3();
  c2c.set(camera.position);
  c2c.subtractInPlace(camera.targetPosition);
  c2c.normalize();
  if(!(c2c.x==0 && c2c.y==-1 && c2c.z==0))
    res+=host.util.printf('\n3Dc2c=%s %s %s,', c2c.x, c2c.y, c2c.z);
  //
  //new camera settings
  //
  //bounding sphere centre --> new camera target
  var coo=new Vector3();
  coo.set((mb.center())[0], (mb.center())[1], (mb.center())[2]);
  if(coo.length)
    res+=host.util.printf('\n3Dcoo=%s %s %s,', coo.x, coo.y, coo.z);
  //radius of orbit
  if(camera.projectionType==camera.TYPE_PERSPECTIVE){
    var roo=mb.radius()/ Math.sin(aac * Math.PI/ 360.);
  }else{
    //orthographic projection
    var roo=mb.radius();
  }
  res+=host.util.printf('\n3Droo=%s,', roo);
  //update camera settings in the viewer
  var currol=camera.roll;
  camera.targetPosition.set(coo);
  camera.position.set(coo.add(c2c.scale(roo)));
  camera.roll=currol;
  //determine background colour
  rgb=scene.background.getColor();
  if(!(rgb.r==1 && rgb.g==1 && rgb.b==1))
    res+=host.util.printf('\n3Dbg=%s %s %s,', rgb.r, rgb.g, rgb.b);
  //determine lighting scheme
  switch(scene.lightScheme){
    case scene.LIGHT_MODE_FILE:
      curlights='Artwork';break;
    case scene.LIGHT_MODE_NONE:
      curlights='None';break;
    case scene.LIGHT_MODE_WHITE:
      curlights='White';break;
    case scene.LIGHT_MODE_DAY:
      curlights='Day';break;
    case scene.LIGHT_MODE_NIGHT:
      curlights='Night';break;
    case scene.LIGHT_MODE_BRIGHT:
      curlights='Hard';break;
    case scene.LIGHT_MODE_RGB:
      curlights='Primary';break;
    case scene.LIGHT_MODE_BLUE:
      curlights='Blue';break;
    case scene.LIGHT_MODE_RED:
      curlights='Red';break;
    case scene.LIGHT_MODE_CUBE:
      curlights='Cube';break;
    case scene.LIGHT_MODE_CAD:
      curlights='CAD';break;
    case scene.LIGHT_MODE_HEADLAMP:
      curlights='Headlamp';break;
  }
  if(curlights!='Artwork')
    res+=host.util.printf('\n3Dlights=%s,', curlights);
  //determine global render mode
  switch(scene.renderMode){
    case scene.RENDER_MODE_BOUNDING_BOX:
      currender='BoundingBox';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX:
      currender='TransparentBoundingBox';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX_OUTLINE:
      currender='TransparentBoundingBoxOutline';break;
    case scene.RENDER_MODE_VERTICES:
      currender='Vertices';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_VERTICES:
      currender='ShadedVertices';break;
    case scene.RENDER_MODE_WIREFRAME:
      currender='Wireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_WIREFRAME:
      currender='ShadedWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID:
      currender='Solid';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT:
      currender='Transparent';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID_WIREFRAME:
      currender='SolidWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_WIREFRAME:
      currender='TransparentWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_ILLUSTRATION:
      currender='Illustration';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID_OUTLINE:
      currender='SolidOutline';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_ILLUSTRATION:
      currender='ShadedIllustration';break;
    case scene.RENDER_MODE_HIDDEN_WIREFRAME:
      currender='HiddenWireframe';break;
  }
  if(currender!='Solid')
    res+=host.util.printf('\n3Drender=%s,', currender);
  //write result string to the console
  host.console.show();
//  host.console.clear();
  host.console.println('%%\n%% Copy and paste the following text to the\n'+
    '%% option list of \\includemedia!\n%%' + res + '\n');
}

function get3Dview () {
  var camera=scene.cameras.getByIndex(0);
  var coo=camera.targetPosition;
  var c2c=camera.position.subtract(coo);
  var roo=c2c.length;
  c2c.normalize();
  var res='VIEW%=insert optional name here\n';
  if(!(coo.x==0 && coo.y==0 && coo.z==0))
    res+=host.util.printf('  COO=%s %s %s\n', coo.x, coo.y, coo.z);
  if(!(c2c.x==0 && c2c.y==-1 && c2c.z==0))
    res+=host.util.printf('  C2C=%s %s %s\n', c2c.x, c2c.y, c2c.z);
  if(roo > 1e-9)
    res+=host.util.printf('  ROO=%s\n', roo);
  var roll = camera.roll*180/Math.PI;
  if(host.util.printf('%.4f', roll)!=0)
    res+=host.util.printf('  ROLL=%s\n', roll);
  if(camera.projectionType==camera.TYPE_PERSPECTIVE){
    var aac=camera.fov * 180/Math.PI;
    if(host.util.printf('%.4f', aac)!=30)
      res+=host.util.printf('  AAC=%s\n', aac);
  }else{
    if(host.util.printf('%.4f', camera.viewPlaneSize)!=1)
      res+=host.util.printf('  ORTHO=%s\n', 1./camera.viewPlaneSize);
  }
  rgb=scene.background.getColor();
  if(!(rgb.r==1 && rgb.g==1 && rgb.b==1))
    res+=host.util.printf('  BGCOLOR=%s %s %s\n', rgb.r, rgb.g, rgb.b);
  switch(scene.lightScheme){
    case scene.LIGHT_MODE_FILE:
      curlights='Artwork';break;
    case scene.LIGHT_MODE_NONE:
      curlights='None';break;
    case scene.LIGHT_MODE_WHITE:
      curlights='White';break;
    case scene.LIGHT_MODE_DAY:
      curlights='Day';break;
    case scene.LIGHT_MODE_NIGHT:
      curlights='Night';break;
    case scene.LIGHT_MODE_BRIGHT:
      curlights='Hard';break;
    case scene.LIGHT_MODE_RGB:
      curlights='Primary';break;
    case scene.LIGHT_MODE_BLUE:
      curlights='Blue';break;
    case scene.LIGHT_MODE_RED:
      curlights='Red';break;
    case scene.LIGHT_MODE_CUBE:
      curlights='Cube';break;
    case scene.LIGHT_MODE_CAD:
      curlights='CAD';break;
    case scene.LIGHT_MODE_HEADLAMP:
      curlights='Headlamp';break;
  }
  if(curlights!='Artwork')
    res+='  LIGHTS='+curlights+'\n';
  switch(scene.renderMode){
    case scene.RENDER_MODE_BOUNDING_BOX:
      defaultrender='BoundingBox';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX:
      defaultrender='TransparentBoundingBox';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX_OUTLINE:
      defaultrender='TransparentBoundingBoxOutline';break;
    case scene.RENDER_MODE_VERTICES:
      defaultrender='Vertices';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_VERTICES:
      defaultrender='ShadedVertices';break;
    case scene.RENDER_MODE_WIREFRAME:
      defaultrender='Wireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_WIREFRAME:
      defaultrender='ShadedWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID:
      defaultrender='Solid';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT:
      defaultrender='Transparent';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID_WIREFRAME:
      defaultrender='SolidWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_WIREFRAME:
      defaultrender='TransparentWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_ILLUSTRATION:
      defaultrender='Illustration';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID_OUTLINE:
      defaultrender='SolidOutline';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_ILLUSTRATION:
      defaultrender='ShadedIllustration';break;
    case scene.RENDER_MODE_HIDDEN_WIREFRAME:
      defaultrender='HiddenWireframe';break;
  }
  if(defaultrender!='Solid')
    res+='  RENDERMODE='+defaultrender+'\n';

  //detect existing Clipping Plane (3D Cross Section)
  var clip=null;
  if(
    clip=scene.nodes.getByName('$$$$$$')||
    clip=scene.nodes.getByName('Clipping Plane')
  );
  for(var i=0;i<scene.nodes.count;i++){
    var nd=scene.nodes.getByIndex(i);
    if(nd==clip||nd.name=='') continue;
    var ndUTFName='';
    for (var j=0; j<nd.name.length; j++) {
      var theUnicode = nd.name.charCodeAt(j).toString(16);
      while (theUnicode.length<4) theUnicode = '0' + theUnicode;
      ndUTFName += theUnicode;
    }
    var end=nd.name.lastIndexOf('.');
    if(end>0) var ndUserName=nd.name.substr(0,end);
    else var ndUserName=nd.name;
    respart='  PART='+ndUserName+'\n';
    respart+='    UTF16NAME='+ndUTFName+'\n';
    defaultvals=true;
    if(!nd.visible){
      respart+='    VISIBLE=false\n';
      defaultvals=false;
    }
    if(nd.opacity<1.0){
      respart+='    OPACITY='+nd.opacity+'\n';
      defaultvals=false;
    }
    if(nd.constructor.name=='Mesh'){
      currender=defaultrender;
      switch(nd.renderMode){
        case scene.RENDER_MODE_BOUNDING_BOX:
          currender='BoundingBox';break;
        case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX:
          currender='TransparentBoundingBox';break;
        case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX_OUTLINE:
          currender='TransparentBoundingBoxOutline';break;
        case scene.RENDER_MODE_VERTICES:
          currender='Vertices';break;
        case scene.RENDER_MODE_SHADED_VERTICES:
          currender='ShadedVertices';break;
        case scene.RENDER_MODE_WIREFRAME:
          currender='Wireframe';break;
        case scene.RENDER_MODE_SHADED_WIREFRAME:
          currender='ShadedWireframe';break;
        case scene.RENDER_MODE_SOLID:
          currender='Solid';break;
        case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT:
          currender='Transparent';break;
        case scene.RENDER_MODE_SOLID_WIREFRAME:
          currender='SolidWireframe';break;
        case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_WIREFRAME:
          currender='TransparentWireframe';break;
        case scene.RENDER_MODE_ILLUSTRATION:
          currender='Illustration';break;
        case scene.RENDER_MODE_SOLID_OUTLINE:
          currender='SolidOutline';break;
        case scene.RENDER_MODE_SHADED_ILLUSTRATION:
          currender='ShadedIllustration';break;
        case scene.RENDER_MODE_HIDDEN_WIREFRAME:
          currender='HiddenWireframe';break;
        //case scene.RENDER_MODE_DEFAULT:
        //  currender='Default';break;
      }
      if(currender!=defaultrender){
        respart+='    RENDERMODE='+currender+'\n';
        defaultvals=false;
      }
    }
    if(origtrans[nd.name]&&!nd.transform.isEqual(origtrans[nd.name])){
      var lvec=nd.transform.transformDirection(new Vector3(1,0,0));
      var uvec=nd.transform.transformDirection(new Vector3(0,1,0));
      var vvec=nd.transform.transformDirection(new Vector3(0,0,1));
      respart+='    TRANSFORM='
               +lvec.x+' '+lvec.y+' '+lvec.z+' '
               +uvec.x+' '+uvec.y+' '+uvec.z+' '
               +vvec.x+' '+vvec.y+' '+vvec.z+' '
               +nd.transform.translation.x+' '
               +nd.transform.translation.y+' '
               +nd.transform.translation.z+'\n';
      defaultvals=false;
    }
    respart+='  END\n';
    if(!defaultvals) res+=respart;
  }
  if(clip){
    var centre=clip.transform.translation;
    var normal=clip.transform.transformDirection(new Vector3(0,0,1));
    res+='  CROSSSECT\n';
    if(!(centre.x==0 && centre.y==0 && centre.z==0))
      res+=host.util.printf(
        '    CENTER=%s %s %s\n', centre.x, centre.y, centre.z);
    if(!(normal.x==1 && normal.y==0 && normal.z==0))
      res+=host.util.printf(
        '    NORMAL=%s %s %s\n', normal.x, normal.y, normal.z);
    res+=host.util.printf(
      '    VISIBLE=%s\n', clip.visible);
    res+=host.util.printf(
      '    PLANECOLOR=%s %s %s\n', clip.material.emissiveColor.r,
             clip.material.emissiveColor.g, clip.material.emissiveColor.b);
    res+=host.util.printf(
      '    OPACITY=%s\n', clip.opacity);
    res+=host.util.printf(
      '    INTERSECTIONCOLOR=%s %s %s\n',
        clip.wireframeColor.r, clip.wireframeColor.g, clip.wireframeColor.b);
    res+='  END\n';
//    for(var propt in clip){
//      console.println(propt+':'+clip[propt]);
//    }
  }
  res+='END\n';
  host.console.show();
//  host.console.clear();
  host.console.println('%%\n%% Add the following VIEW section to a file of\n'+
    '%% predefined views (See option "3Dviews"!).\n%%\n' +
    '%% The view may be given a name after VIEW=...\n' +
    '%% (Remove \'%\' in front of \'=\'.)\n%%');
  host.console.println(res + '\n');
}

//add items to 3D context menu
runtime.addCustomMenuItem("dfltview", "Generate Default View", "default", 0);
runtime.addCustomMenuItem("currview", "Get Current View", "default", 0);
runtime.addCustomMenuItem("csection", "Cross Section", "checked", 0);

//menu event handlers
menuEventHandler = new MenuEventHandler();
menuEventHandler.onEvent = function(e) {
  switch(e.menuItemName){
    case "dfltview": calc3Dopts(); break;
    case "currview": get3Dview(); break;
    case "csection":
      addremoveClipPlane(e.menuItemChecked);
      break;
  }
};
runtime.addEventHandler(menuEventHandler);

//global variable taking reference to currently selected node;
var target=null;
selectionEventHandler=new SelectionEventHandler();
selectionEventHandler.onEvent=function(e){
  if(e.selected&&e.node.name!=''){
    target=e.node;
  }else{
    target=null;
  }
}
runtime.addEventHandler(selectionEventHandler);

cameraEventHandler=new CameraEventHandler();
cameraEventHandler.onEvent=function(e){
  var clip=null;
  runtime.removeCustomMenuItem("csection");
  runtime.addCustomMenuItem("csection", "Cross Section", "checked", 0);
  if(clip=scene.nodes.getByName('$$$$$$')|| //predefined
    scene.nodes.getByName('Clipping Plane')){ //added via context menu
    runtime.removeCustomMenuItem("csection");
    runtime.addCustomMenuItem("csection", "Cross Section", "checked", 1);
  }
  if(clip){//plane in predefined views must be rotated by 90 deg around normal
    clip.transform.rotateAboutLineInPlace(
      Math.PI/2,clip.transform.translation,
      clip.transform.transformDirection(new Vector3(0,0,1))
    );
  }
  for(var i=0; i<rot4x4.length; i++){rot4x4[i].setIdentity()}
  target=null;
}
runtime.addEventHandler(cameraEventHandler);

var rot4x4=new Array(); //keeps track of spin and tilt axes transformations
//key event handler for scaling moving, spinning and tilting objects
keyEventHandler=new KeyEventHandler();
keyEventHandler.onEvent=function(e){
  var backtrans=new Matrix4x4();
  var trgt=null;
  if(target) {
    trgt=target;
    var backtrans=new Matrix4x4();
    var trans=trgt.transform;
    var parent=trgt.parent;
    while(parent.transform){
      //build local to world transformation matrix
      trans.multiplyInPlace(parent.transform);
      //also build world to local back-transformation matrix
      backtrans.multiplyInPlace(parent.transform.inverse.transpose);
      parent=parent.parent;
    }
    backtrans.transposeInPlace();
  }else{
    if(
      trgt=scene.nodes.getByName('$$$$$$')||
      trgt=scene.nodes.getByName('Clipping Plane')
    ) var trans=trgt.transform;
  }
  if(!trgt) return;

  var tname=trgt.name;
  if(typeof(rot4x4[tname])=='undefined') rot4x4[tname]=new Matrix4x4();
  if(target)
    var tiltAxis=rot4x4[tname].transformDirection(new Vector3(0,1,0));
  else  
    var tiltAxis=trans.transformDirection(new Vector3(0,1,0));
  var spinAxis=rot4x4[tname].transformDirection(new Vector3(0,0,1));

  //get the centre of the mesh
  if(target&&trgt.constructor.name=='Mesh'){
    var centre=trans.transformPosition(trgt.computeBoundingBox().center);
  }else{ //part group (Node3 parent node, clipping plane)
    var centre=new Vector3(trans.translation);
  }
  switch(e.characterCode){
    case 30://tilt up
      rot4x4[tname].rotateAboutLineInPlace(
          -Math.PI/900,rot4x4[tname].translation,tiltAxis);
      trans.rotateAboutLineInPlace(-Math.PI/900,centre,tiltAxis);
      break;
    case 31://tilt down
      rot4x4[tname].rotateAboutLineInPlace(
          Math.PI/900,rot4x4[tname].translation,tiltAxis);
      trans.rotateAboutLineInPlace(Math.PI/900,centre,tiltAxis);
      break;
    case 28://spin right
      if(e.ctrlKeyDown&&target){
        trans.rotateAboutLineInPlace(-Math.PI/900,centre,spinAxis);
      }else{
        rot4x4[tname].rotateAboutLineInPlace(
            -Math.PI/900,rot4x4[tname].translation,new Vector3(0,0,1));
        trans.rotateAboutLineInPlace(-Math.PI/900,centre,new Vector3(0,0,1));
      }
      break;
    case 29://spin left
      if(e.ctrlKeyDown&&target){
        trans.rotateAboutLineInPlace(Math.PI/900,centre,spinAxis);
      }else{
        rot4x4[tname].rotateAboutLineInPlace(
            Math.PI/900,rot4x4[tname].translation,new Vector3(0,0,1));
        trans.rotateAboutLineInPlace(Math.PI/900,centre,new Vector3(0,0,1));
      }
      break;
    case 120: //x
      translateTarget(trans, new Vector3(1,0,0), e);
      break;
    case 121: //y
      translateTarget(trans, new Vector3(0,1,0), e);
      break;
    case 122: //z
      translateTarget(trans, new Vector3(0,0,1), e);
      break;
    case 88: //shift + x
      translateTarget(trans, new Vector3(-1,0,0), e);
      break;
    case 89: //shift + y
      translateTarget(trans, new Vector3(0,-1,0), e);
      break;
    case 90: //shift + z
      translateTarget(trans, new Vector3(0,0,-1), e);
      break;
    case 115: //s
      trans.translateInPlace(centre.scale(-1));
      trans.scaleInPlace(1.01);
      trans.translateInPlace(centre.scale(1));
      break;
    case 83: //shift + s
      trans.translateInPlace(centre.scale(-1));
      trans.scaleInPlace(1/1.01);
      trans.translateInPlace(centre.scale(1));
      break;
  }
  trans.multiplyInPlace(backtrans);
}
runtime.addEventHandler(keyEventHandler);

//translates object by amount calculated from Canvas size
function translateTarget(t, d, e){
  var cam=scene.cameras.getByIndex(0);
  if(cam.projectionType==cam.TYPE_PERSPECTIVE){
    var scale=Math.tan(cam.fov/2)
              *cam.targetPosition.subtract(cam.position).length
              /Math.min(e.canvasPixelWidth,e.canvasPixelHeight);
  }else{
    var scale=cam.viewPlaneSize/2
              /Math.min(e.canvasPixelWidth,e.canvasPixelHeight);
  }
  t.translateInPlace(d.scale(scale));
}

function addremoveClipPlane(chk) {
  var curTrans=getCurTrans();
  var clip=scene.createClippingPlane();
  if(chk){
    //add Clipping Plane and place its center either into the camera target
    //position or into the centre of the currently selected mesh node
    var centre=new Vector3();
    if(target){
      var trans=target.transform;
      var parent=target.parent;
      while(parent.transform){
        trans=trans.multiply(parent.transform);
        parent=parent.parent;
      }
      if(target.constructor.name=='Mesh'){
        var centre=trans.transformPosition(target.computeBoundingBox().center);
      }else{
        var centre=new Vector3(trans.translation);
      }
      target=null;
    }else{
      centre.set(scene.cameras.getByIndex(0).targetPosition);
    }
    clip.transform.setView(
      new Vector3(0,0,0), new Vector3(1,0,0), new Vector3(0,1,0));
    clip.transform.translateInPlace(centre);
  }else{
    if(
      scene.nodes.getByName('$$$$$$')||
      scene.nodes.getByName('Clipping Plane')
    ){
      clip.remove();clip=null;
    }
  }
  restoreTrans(curTrans);
  return clip;
}

//function to store current transformation matrix of all nodes in the scene
function getCurTrans() {
  var tA=new Array();
  for(var i=0; i<scene.nodes.count; i++){
    var nd=scene.nodes.getByIndex(i);
    if(nd.name=='') continue;
    tA[nd.name]=new Matrix4x4(nd.transform);
  }
  return tA;
}

//function to restore transformation matrices given as arg
function restoreTrans(tA) {
  for(var i=0; i<scene.nodes.count; i++){
    var nd=scene.nodes.getByIndex(i);
    if(tA[nd.name]) nd.transform.set(tA[nd.name]);
  }
}

//store original transformation matrix of all mesh nodes in the scene
var origtrans=getCurTrans();

//set initial state of "Cross Section" menu entry
cameraEventHandler.onEvent(1);

//host.console.clear();



////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
//
// (C) 2012, Michail Vidiassov, John C. Bowman, Alexander Grahn
//
// asylabels.js
//
// version 20120912
//
////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
//
// 3D JavaScript to be used with media9.sty (option `add3Djscript') for
// Asymptote generated PRC files
//
// adds billboard behaviour to text labels in Asymptote PRC files so that
// they always face the camera under 3D rotation.
//
//
// This work may be distributed and/or modified under the
// conditions of the LaTeX Project Public License.
// 
// The latest version of this license is in
//   http://mirrors.ctan.org/macros/latex/base/lppl.txt
// 
// This work has the LPPL maintenance status `maintained'.
// 
// The Current Maintainer of this work is A. Grahn.
//
////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////

var bbnodes=new Array(); // billboard meshes
var bbtrans=new Array(); // billboard transforms

function fulltransform(mesh) 
{ 
  var t=new Matrix4x4(mesh.transform); 
  if(mesh.parent.name != "") { 
    var parentTransform=fulltransform(mesh.parent); 
    t.multiplyInPlace(parentTransform); 
    return t; 
  } else
    return t; 
} 

// find all text labels in the scene and determine pivoting points
var nodes=scene.nodes;
var nodescount=nodes.count;
var third=1.0/3.0;
for(var i=0; i < nodescount; i++) {
  var node=nodes.getByIndex(i); 
  var name=node.name;
  var end=name.lastIndexOf(".")-1;
  if(end > 0) {
    if(name.charAt(end) == "\001") {
      var start=name.lastIndexOf("-")+1;
      if(end > start) {
        node.name=name.substr(0,start-1);
        var nodeMatrix=fulltransform(node.parent);
        var c=nodeMatrix.translation; // position
        var d=Math.pow(Math.abs(nodeMatrix.determinant),third); // scale
        bbnodes.push(node);
        bbtrans.push(Matrix4x4().scale(d,d,d).translate(c).multiply(nodeMatrix.inverse));
      }
    }
  }
}

var camera=scene.cameras.getByIndex(0); 
var zero=new Vector3(0,0,0);
var bbcount=bbnodes.length;

// event handler to maintain camera-facing text labels
billboardHandler=new RenderEventHandler();
billboardHandler.onEvent=function(event)
{
  var T=new Matrix4x4();
  T.setView(zero,camera.position.subtract(camera.targetPosition),
            camera.up.subtract(camera.position));

  for(var j=0; j < bbcount; j++)
    bbnodes[j].transform.set(T.multiply(bbtrans[j]));
  runtime.refresh(); 
}
runtime.addEventHandler(billboardHandler);

runtime.refresh();
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stetigen Funktionen x1 7→
√
−x31(x1 − 2) und x1 7→ −

√
−x31(x1 − 2) auf dem kompakten

Intervall [0, 2] Minimum und Maximum annehmen, ist auch der für x2 zulässige Bereich
beschränkt. Da M beschränkt ist, ist es als Nullstellenmenge der stetigen Funktion g auch
kompakt.

• Die Klassifizierung der gefunden Stellen
(
1
1

)
und

(
1

−1

)
ist basierend auf dem Wertevergleich

nicht möglich. Ein 3D-Computerplot wie in Abb. 2 lässt jedenfalls Sattelpunkte vermuten.
Um Zeichen- oder numerische Ungenauigkeiten auszuschließen, müsste man dies dennoch
rechnerisch begründen. Eine Möglichkeit bestünde darin, M mittels der Teilparametrisierungen

C1(t) =

(
t

−
√

−t3(t−2)

)
und C2(t) =

(
t√

−t3(t−2)

)
darzustellen und diese zu analysieren.

Aufgabe H 52. Extrema unter Nebenbedingungen

Gegeben seien:
f : R3 → R : (x, y, z)

⊺ 7→ x+ y2 + 2z

g : R3 → R : (x, y, z)
⊺ 7→ x2 − y2 − 2z

h : R3 → R : (x, y, z)
⊺ 7→ x2 + y2 − 4

M :=
{
(x, y, z)

⊺ ∈ R3
∣∣∣ g(x, y, z) = 0 und h(x, y, z) = 0

}
(a) Folgern Sie aus der Beschränktheit der Menge K := {

(
x
y

)
∈ R2 | h(x, y, 0) = 0} , dass

die Menge M ebenfalls beschränkt ist.

(b) Stellen Sie das Gleichungssystem nach Lagrange auf, mit welchem kritische Stellen der
Einschränkung f |M bestimmt werden.

(c) Bestimmen Sie den maximalen Wert max f(M) und den minimalen Wert min f(M)
von f auf M .

Lösungshinweise hierzu:

(a) Die Menge
K = {

(
x
y

)
∈ R2 | x2 + y2 − 4 = 0}

beschreibt einen Kreis mit Radius 2 um den Ursprung.

In diesem gelten x2 ≦ 4 und y2 ≦ 4 .

In der Menge M folgt wegen g(x, y, z) = 0 ⇔ 2z = x2 − y2 zusätzlich:

2z = x2 − y2 ≦ 4− 0 = 4

2z = x2 − y2 ≧ 0− 4 = −4 ,

mithin z ∈ [−2, 2] . Also ist M beschränkt.

(b) Es ist ∇f(x, y, z) =
(

1
2y
2

)
. Es ist ∇g(x, y, z) =

(
2x
−2y
−2

)
. Es ist ∇h(x, y, z) =

(
2x
2y
0

)
.

Wir erhalten mit 4.6.7:

(I) 1 + 2λx + 2µx = 0
(II) 2y − 2λy + 2µy = 0
(III) 2 − 2λ = 0
(IV) x2 − y2 − 2z = 0
(V) x2 + y2 − 4 = 0
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(c) Aus Gleichung (III) erhalten wir λ = 1 . Somit wird (II) zu

2µy = 0

was auf y = 0 oder µ = 0 führt.

Fall y = 0 : Gleichung (V) liefert x2 = 4 d.h. x ∈ {−2, 2} , womit aus (IV) z = 2 folgt.
Einsetzen in (I) ergibt:

0 = 1 + 2x+ 2µx ⇔ µ =
−1− 2x

2x

also µ = −5
4
für x = 2 und µ = −3

4
für x = −2 .

Dies liefert also als Lösungen die kritischen Stellen P1 =

2
0
2

 und P2 =

−2
0
2

 .

Fall µ = 0 : Aus der ersten Gleichung folgt 1 + 2x = 0 , also x = −1
2
. Aus (V) folgt y2 =

4− 1
4
= 15

4
, womit aus (IV)

z =
x2 − y2

2
= −7

4

Dies liefert also als Lösungen die kritischen Stellen P3 =

−1
2√
15
2

−7
4

 , P4 =

 −1
2

−
√
15
2

−7
4

 .

Die Menge M ist nach (a) beschränkt und daher als Nullstellenmenge einer stetigen
Funktion kompakt. Wir können die Extremstellen von f |M durch einen Wertevergleich
bei den kritischen Stellen bestimmen. Neben den mit Lagrange gefunden Stellen, benöti-
gen wir hierzu noch die Stellen aus M , an denen die Jacobimatrix (∇g,∇h)

⊺
nicht

vollen Rang hat. Es gilt

(∇g,∇h)
⊺
=

(
2x −2y −2
2x 2y 0

)
Wegen der letzten Spalte ist dies nur für x = y = 0 der Fall, was aber die Bedingung
h(x, y) = x2 + y2 − 4 = 0 nicht erfüllt. Die Liste aller kritischen Stellen ist also:

P1 =

2
0
2

 , P2 =

−2
0
2

 , P3 =

−1
2√
15
2

−7
4

 , P4 =

 −1
2

−
√
15
2

−7
4


Einsetzen ergibt:

f(P1) = 2 + 0 + 4 = 6

f(P2) = −2 + 0 + 4 = 2

f(P3) = −1

2
+

15

4
− 7

2
=

15

4
− 4 = −1

4

f(P4) = −1

2
+

15

4
− 7

2
=

15

4
− 4 = −1

4
.
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Somit erhalten wir

max f(M) = 6

min f(M) = −1

4
.

Aufgabe H 53. Extrema unter Nebenbedingung mit Parametrisierung

Sei f : R3 → R : x = (x1, x2, x3)
⊺ 7→ x1x2 + 2x1 − x3

3 − 2x2x3 .
Sei g : R3 → R : x = (x1, x2, x3)

⊺ 7→ x1 − 2x2 . Sei E = {x ∈ R3 | g(x) = 0} .
(a) Finden Sie eine Parametrisierung p : R2 → R3 :

(
s
t

)
7→ P + su + tv der Ebene E mit

P, u, v ∈ R3 geeignet.

(b) Sei h = f ◦ p , also h(s, t) = f(p(s, t)) für
(
s
t

)
∈ R2 . Bestimmen Sie die lokalen

Extremalstellen und die Sattelpunkte von h .

(c) Bestimmen Sie die lokalen Extremalstellen von f |E unter Verwendung von (b).

Lösungshinweise hierzu:

(a) Es liegen die Punkte
(

0
0
0

)
,
(

2
1
0

)
,
(

0
0
1

)
∈ E , da g

(
0
0
0

)
= 0 g

(
2
1
0

)
= 0 und g

(
0
0
1

)
= 0 ist.

Eine mögliche Parametrisierung lautet daher

p (s, t) =

0
0
0

+ s

2
1
0

+ t

0
0
1

 =

2s
s
t


mit s, t ∈ R .

(b) Einsetzen gibt

h(s, t) = f(p(s, t)) = f(2s, s, t) = 2s · s+2 · 2s− t3− 2st = 2s2+4s− t3− 2st .

Hieraus folgt

∇h
(
s
t

)
=

(
4s− 2t+ 4
−3t2 − 2s

)
.

Dies wiederum liefert

Hh
(
s
t

)
=

(
4 −2
−2 −6t

)
.

Wir setzen ∇h
(
s
t

)
gleich 0 . Dann folgt aus der zweiten Komponente: 2s = −3t2 .

Einsetzen in die erste ergibt:

0
!
= 2 ·

(
−3t2

)
− 2t+ 4 = −6t2 − 2t+ 4 = −6

(
t2 + 2t · 1

6
+

1

36

)
+ 4 +

1

6

= −6

(
t+

1

6

)2
+

25

6
,
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also t+ 1
6
= ±

√
25
36

= ±5
6
. Wir erhalten die Lösungen:

t =
5

6
− 1

6
=

2

3
⇒s = −3

2
t2 = −2

3

t = −5

6
− 1

6
= −1 ⇒s = −3

2
t2 = −3

2

Wir setzen die gefundenen kritischen Stellen
(

−2/3

2/3

)
und

(
−3/2

−1

)
in die Hesse-Matrix

ein:

• Für die erste gilt:

Hh
(

−2/3

2/3

)
=

(
4 −2

−2 −4

)
.

Die Determinante ist −16−4 = −20 . Somit liegt bei
(

−2/3

2/3

)
ein Sattelpunkt vor.

• Für die zweite gilt:

Hh
(

−3/2

−1

)
=

(
4 −2

−2 6

)
.

Die Determinante ist 20 . Der Eintrag links oben ist 4 . Somit liegt bei
(

−3/2

−1

)
eine

lokale Minimalstelle vor.

(c) Mit Hilfe von (b) erhalten wir die lokale Minimalstelle p
(

−3/2

−1

)
=

( −3

−3/2

−1

)
von f |E .

Weitere Extremalstellen gibt es nicht.

Aufgabe H 54.

Seien f : R2 → R :
(
x
y

)
7→ 3x− y + 4 und g : R2 → R :

(
x
y

)
7→ 3

2
x2 + y + 3

2
gegeben.

(a) Skizzieren Sie Menge P := {
(
x
y

)
∈ R2 | g(x, y) = 0} .

(b) Bestimmen Sie die Tangente an P im Punkt Q =
(−1
−3

)
unter Verwendung von ∇g .

Zeichnen Sie diese Tangente und die Gradienten ∇g(Q) und ∇f(Q) angeheftet an Q
in die Skizze aus (a) ein.

(c) Bestimmen Sie die Tangente an P im Punkt S =
(

0
−3/2

)
unter Verwendung von ∇g .

Zeichnen Sie diese Tangente und die Gradienten ∇g(S) und ∇f(S) angeheftet an S
in die Skizze aus (a) ein.

(d) Bestimmen Sie die kritischen Stellen von f |P mit Lagrange.

Lösungshinweise hierzu:

(a) Es gilt g(x, y) = 0 ⇔ y = −3
2
x2 − 3

2
. Somit ist P die in Abb. 3 dargestellte Parabel.

(b) Es gelten

∇f(x, y) =

(
3

−1

)
∇g(x, y) =

(
3x

1

)
.
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Abbildung 3: Skizze zu H 54

Insbesondere ist im Punkt Q =
(−1
−3

)
∈ P

∇f(Q) =

(
3
−1

)
∇g(Q) =

(
−3
1

)
.

Die Tangentengleichung im Punkt Q ergibt sich nun zu

0 = ∇g(Q) •

((
x

y

)
−Q

)
=

(
−3
1

)
•

(
x+ 1
y + 3

)
= −3x+ y ,

was auch als y = −3x geschrieben werden kann. Diese Tangente ist in der Skizze mit
TQ bezeichnet.

(c) Es gelten ∇g(S) =

(
0
1

)
und ∇f(S) =

(
3
−1

)
. Die Tangentengleichung in S lautet

0 = ∇g(S) •

((
x

y

)
− S

)
=

(
0
1

)
•

(
x− 0
y + 3

2

)
= y +

3

2
,

was auch als y = −3
2
geschrieben werden kann. Diese Tangente ist in der Skizze mit

TS bezeichnet.
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(d) Das Lagrange-System lautet:

(I) 3 + 3λx = 0
(II) −1 + λ = 0
(III) 3

2
x2 + y + 3

2
= 0

Gleichung (II) liefert λ = 1 , womit (I) zu 0 = 3 + 3x = 3(x + 1) wird. Wir erhalten
x = −1 . Somit gibt (III)

y = −3

2
x2 − 3

2
= −3.

Wir haben so die kritische Stelle
(−1
−3

)
erhalten.

Das ist gerade die Stelle Q =
(−1
−3

)
in der Skizze, in welchem die Gradienten ∇f(Q) und ∇g(Q)

linear abhängig sind.

Weitere kritische Stellen liegen keine vor, da ∇g(R) ̸= 0 ist an jeder Stelle R ∈ P .

Frischhaltebox

Aufgabe H 55. Stetigkeit

Sei α ∈ R ein Parameter. Sei fα : (0, 2] → R : t 7→

{
ln(t) falls t < 1

α
(√

t− 1
)

falls 1 ≦ t
.

(a) Für welche α ∈ R ist fα stetig in t = 1?

(b) Für welche α ∈ R ist fα differenzierbar in t = 1?

Lösungshinweise hierzu: Es gilt:

lim
t→1−0

fα(t) = lim
t→1−0

ln(t) = ln(1) = 0

lim
t→1+0

fα(t) = lim
t→1+0

α
(√

t− 1
)
= α

(√
1− 1

)
= fα(1) = 0

Linksseitiger und rechtsseitiger Grenzwert stimmen also für jedes α ∈ R überein. Somit ist fα
für jedes α ∈ R stetig in t = 1 .
Für die Differenzierbarkeit nutzen wir den Differenzenquotienten und die Regel von l’Hospital
(vgl. Satz 2.5.11): Es gelten

lim
t→1−0

fα(t)− fα(1)

t− 1
= lim

t→1−0

ln(t)− 0

t− 1

”
0
0
“

= lim
t→1−0

1
t

1
= 1

sowie

lim
t→1+0

fα(t)− fα(1)

t− 1
= lim

t→1+0

α
(√

t− 1
)
− 0

t− 1

”
0
0
“

= lim
t→1+0

α · 1
2
√
t

1
=

α

2

Linksseitiger und rechtsseitiger Grenzwert stimmen also für α = 2 überein. Somit ist fα nur
für α = 2 in t = 1 differenzierbar.

Alternativ kann man auch den linksseitigen und den rechtsseitigen Grenzwert der Ableitung vergleichen, siehe
Beweis zu 2.5.11.
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