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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 56. Parametrisierungen
Sei g: R? — R2: (“) — (2_“2). Abgebildet sind die Kurven K; und K.

T2 T

Berechnen Sie die Kurvenintegrale [, g(x)e dz und [, g(z)e dz.

o T2
3
2
1 1
x1 xr1
—4-3-2-1 ! 1 2 3 47 —4-3-2-1 T 1 2 3 47
K : Obere Hilfte des Kreises um (73) K> Streckenzug von () iiber
von (73) nach (3) (71) und (3) nach ()

Loésungshinweise hierzu:
Linke Kurve K;: Die abgebildete Kurve ist der obere Halbkreis um (') mit Radius 2 von

() nach (3). Eine regulire doppelpunktfreie Parametrisierung ist gegeben durch

C:[0,7] = R%: £ (;f;;g;fﬁ).
Es gilt
et (7 ELZO) (20 ) - (2520,

Damit ist mit sin(¢)? + cos(t)? = 1:

sow)-c=(_25000) - (Gato)

= —4sin(t)® + (=1 — 2cos(t)) 2 cos(t)
= —4sin(t)* — 4 cos(t)* — 2cos(t)
= —4 — 2cos(t).

Also

/K g(x)edr = /0 " g(Ct)) - (1) dt = /0 " (4~ 2cos(t)) dt = [t — 2sin(t)]] = —4r.

Rechte Kurve K,: Wir zerlegen die Kurve in die drei Strecken K51, Ks5 und Ks3 (vgl.
Bemerkung 5.3.3).
Das Teilstiick /K5 ; von (8) nach (_41) wird parametrisiert mittels

Cy:[0,1] = R?: t — (8) +t- (;1__00) = (;) .

Das Teilstiick K59 von (_41) nach (g) wird parametrisiert mittels

Cy: [0,1] = R*: t — (_41) +t- (2 ;E_j)) = <_41:Lt3t> :
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Das Teilstiick K53 von (g) nach (8) wird parametrisiert mittels

2 0—2 2—2t
2 10,1 R?: . = .
C3:10,1] — tr—>(3)+t (0_3) (3—3t>
Man beachte, dass Cy(1) = (') = C2(0), Ca(1) = (3) = C5(0) und C5(1) = (7) = C1(0).
Somit stimmen die Anfangs- und Endpunkte der Teilstiicke iiberein und ergeben gemeinsam
die Kurve K, .
Die zugehorigen Kurvenintegrale berechnen sich zu:

o Fiir Ky ist g(C1(t)) = (*2)") und Ci(t) = (7'), und daher

/K g(:r).d:v:/Olg(Cl(t)).C{(t)dt:/01(2—4t)(—1)+(—t)-4dt:/01—2 dt = 2.

o Fiir Ky ist g(Ca(t)) = (4,3) und Ch(t)

3t—1

(_31) und daher
/ o(z) o d = /1g(02(t)) Ot dt = /13(t—2)—(3t—1)dt _ /l 5 dt = —5.

o Fiir Ky ist g(Cs(t)) = (3) und C4(t) = (Z3), und daher

2-2¢
1 1 1
/ g(x)edx = / g(Cs(t)) « C5(t) dt = / —2(3t—1)—3(2—2t)dt = / —4dt=—-4.
Ko 0 0 0
Insgesamt also

Aufgabe H 57. Divergenz, Rotation und Potential
Berechnen Sie die Divergenz und die Rotation der folgenden Vektorfelder:

T 22179 + 73 Ty cos(xq) cos(xg) + x3
g R =R 2o | = | 224+ 20023 |, g2 RP = R3: [ 2y | = [ 22 —sin(z;) sin(zy) |.

T3 21173 + T3 T3 22973
Untersuchen Sie, ob ¢g; und g¢» ein Potential besitzen. Berechnen Sie ein solches, falls es

existiert, und entscheiden Sie, ob dieses Potential eine harmonische Funktion ist.

Lésungshinweise hierzu:
Vektorfeld g,: Wir schreiben g = ¢;. Es gilt

T
divg(@) = g—£+g—£+g—£:2x2+2x3+2x1
T3
X1 %_g% 21’2 — 21‘2 0
rotg|l @2 | = Vxg=|32-58]|=|2r3—225 | =(0].
xT3 g%,g% 21‘1 - 21’1 0
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Da rot g = 0 auf dem einfach zusammenhingenden Gebiet R® (nach 5.1.4) gilt, besitzt g
nach 5.2.4 ein Potential. Zur Berechnung einer Potentialfunktion U verwenden wir zunachst
U., = g1: Es folgt

[U(x1,x2,23)] = /Qxlxg + ridr; = [2iwy + 1103

und also
U(xy, 70, 73) = 2wy + 1125 + (22, 73) .
Ableiten nach z5 und Vergleich mit g, ergibt
o] + Cp, (9, 3) = o]+ 2mow3 = c(wy,x3) = 2573 + b(23).
Somit ist
U(zy, 29, 73) = x7T9 + 1175 + 2533 + b(3) .
Ableiten nach x3 und Vergleich mit g3 ergibt
27173 + 23 + b (23) = Qa3 + 2 = b(xs) =k, fiir eine Konstante k € R.

Da nur ein Potential gefragt ist, konnen wir £ = 0 wahlen.

Damit wird
e (5 _ 2 2 2
U:R>—=R: (ﬁi) — U(xy, T2, T3) = 27T + 1125 + 2523 .
. z1 22122423 1
Probe: In der Tat ist grad U(wz) = | «3+2z223 | = g<x2> _
3 2z123+73 x3

Um zu priifen, ob U eine harmonische Funktion ist, berechnen wir
AU =divgradU = div g = 221 + 229 + 223

Da AU nicht die Nullfunktion ist, ist U nicht harmonisch.
Vektorfeld g,: Wir schreiben g = ¢,. Es gilt

1
divg ( :L’g) = % + 09 + 09 = —sin(xy) cos(wy)—sin(xy) cos(zs)+2xe = 2xs—2sin(zy ) cos(zs)

T3 8271 61'2 81'3

Ty g%—g% 2x3 — 213 0
rotg|l 2 | = VXxg= 2%52% = 1-0 =(1].

3 G2 _Jo1 — cos(z1) sin(xy) — (— cos(zq) sin(z3)) 0

Da die Rotation nicht verschwindet, existiert nach Satz 5.2.4 kein Potential von g¢.

Aufgabe H 58. Potentiale und Weg(un)abhingigkeit

1

2x1x3

Sei a € R ein Parameter. Sei g,: R? — R3: <£2> — (2(123029:;). Seien Parametrisierungen
3

der Kurven K| bzw. K, gegeben durch T

— cos(t)
C1:[0,1] = R®: t <1§t), Cy: [0,2] = R*: ¢ <sin(t)).

2t/m

(a) Bestimmen Sie alle a € R, fiir die g, ein Potential besitzt, und berechnen Sie jeweils
ein solches Potential.

(b) Berechnen Sie die Kurvenintegrale [, gi(z)edz und [, gi(2)e da.
(c) Berechnen Sie die Kurvenintegrale [, go(z)edz und [, go()e dz.
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Losungshinweise hierzu:
(a) Die Rotation

39a3 _ 39a2

T Doy Oag 2T9 — 20019 2(1 — a)xe
1ot go | 22 | =V X go= | Bot-%2s | = 22y — 21, | = 0
T3 99a2 _ 09a1 0—0 0

Oxq EED

verschwindet genau dann fiir alle (21,29, 73)" € R?, wenn 2(1 — )y = 0 ist fiir
7o € R, d.h. wenn o = 1 ist. Da R? einfach zusammenhingend ist, besitzt g, nach
Satz 5.2.4 also genau fiir a = 1 ein Potential. Um ein Potential U in diesem Fall zu
bestimmen, verwenden wir zunachst U,, = g1 : Es wird

[U(z1, z2,23)] = /2561[[‘3 dry = [2223]

und also
U(x1, T, x3) = 27w3 + (19, 73) .

Ableiten nach x5 und Vergleich mit g5 ergibt
Cuy (T2, 3) = 2w9w3 = (w9, 13) = 2573 + b(3).
Also ist
Ul(xy, 9, ¥3) = 2323 + 2323 + b(x3) -

Ableiten nach z3 und Vergleich mit g3 ergibt
xf + a5+ V(x3) =] +a5 = b(ws) =k, fiir eine Konstante k € R.

Da nur ein Potential gefragt ist, kdnnen wir £ = 0 wahlen.
Damit wird

U:R*— R: <£§> > Uz, 09, 13) = 2203 + 2523 .

3

2x1x3
Probe: In der Tat ist grad U = (%Na) =0q.

x%+x§

(b) Es gilt C1(0) = (é), Ci(1) = (?) und C(0) = (é), Cy(3) = (?) d.h. die Kurven

K, und K, haben denselben Anfangs- und Endpunkt. Da g; nach (a) das Potential U
besitzt, erhalten wir

/Klm(x)-dx:/Kf,l(x).dx:zf(;)_U(é):1_0:1;

vgl. Satz 5.3.10.

(c) Nach (@) besitzt gy kein Potential, d.h. wir berechnen beide Kurvenintegrale getrennt
mittels Definition 5.3.1.

Kurve K: Es gilt

2(1—t)t —1
90(C1(t)) = ( 0 ) und Ci(t) = ( 1 ),
(1 — )% + ¢ 1
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also
9o(C1(t) o C1(t) = —2(1 = t)t + (1 — t)* + > = 4> — 4t + 1.

Fiir das zugehorige Kurvenintegral erhalten wir
! 1
/K go(:c).dx:/o A —at+1dt = [3t° -2 +t] =3 —-2+1=3.
1

Kurve K,: Es gilt

2cos(t) - 2t/ 4t cos(t)/m — sin(¢)
g0(Ca(t)) = < 0 > = ( 0 ) und  Cy(t) = ( cos(t) ),

cos(t)? + sin(t)? 1 2/m
also
9o(Ca(t)) « C5(t) = —Zsin(t) cos(t) +2 = 2 (1 — tsin(2t)) .
—_——
%sin(Qt)
Folglich ist

/KQ go(x) o da = /OW/Q%Q — tsin(2t)) dt.

Mittels partieller Integration erhalten wir

/tsin(Zt) dt = [—1tcos(2t)] — /—%cos(?t) dt = [—1tcos(2t) + 1sin(2t)] .

Insgesamt also

w/2
/ 2 (1 —tsin(2t))dt = 2 [t + 2t cos(2t) — %sin(%)]g/2 =2.(z-my=1,
0

Insbesondere sehen wir: Obwohl K7 und K5, denselben Anfangs- und Endpunkt besitzen, liefern die
zugehorigen Kurvenintegrale unterschiedliche Ergebnisse. Aber gg hat eben auch kein Potential, und
damit liegt bei Wegintegralen keine Wegunabhangigkeit vor.

Aufgabe H59. Umlaufintegral
Sei K = {(ﬁé) ER?| (w1 —1)>+22 =1 und x5 = 3}. Wir betrachten das Vektorfeld
x3

x3
x% —$2$3+I§

1 75624’33%
g: R® — R3: (Iz) — <x1+m§+zlzz).
(a) Skizzieren Sie die Kurve K. Parametrisieren Sie die Kurve K doppelpunktfrei.
(b) Berechnen Sie §,. g(z) e dz.

(c) Entscheiden Sie anhand von (b), ob das Vektorfeld g ein Potential besitzt.
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Losungshinweise hierzu:

(a) Skizze: Die Kurve K ist der Kreis mit Radius 1 um den Punkt (1,0,3)" in der Ebene
T3 = 3.

Eine regulare doppelpunktfreie Parametrisierung ist

1+ cos(t)
C:[0,2n] = R*: t > ( sin(t) )
3

Alternativ kdnnen wir die Kurve auch in die andere Richtung durchlaufen, z.B. mit

1+ cos(t)

C*: [0,27] — R®: t > ( — sin(t) )
3
(b) Aus
—sin(t) +9 — sin(t)
g(C(t)) = | (14 cos(t)) +sin(t)? + (1 + cos(t)) sin(t) und C'(t) = | cos(t)
(1 + cos(t))?* — 3sin(t) + 9 0

erhalten wir mit sin(¢)? + cos(t)? = 1:

9(C(t)) « C'(t)
= (—sin(t) +9)(—sin(t)) + ((1 + cos(t)) + sin(t)? + (1 + cos(t)) sin(t)) cos(t)
= sin(t)? — 9sin(t) + cos(t) + cos(t)? + sin(t)? cos(t) + sin(t) cos(t) + sin(t) cos(t)?

1 — 9sin(t) + cos(t) + sin(¢)? cos(t) + sin(t) cos(t) + sin(t) cos(t)?

Nun wird mit der Substitution u = sin(¢), wobei du = cos(t) dt, und mit der Substi-
tution v = cos(t), wobei dv = —sin(t) dt,

b 9(2)
— fOQ” 1 — 9sin(t) + cos(t) + sin(t)? cos(t) + sin(t) cos(t) + sin(t) cos(t)? dt
= f%ldt— 27T981n dt+f cos(t) dt

+ f sin(t)? cos(t) dt + f sin(t) cos(t) dt + fOZﬂ sin(t) cos(t)? dt
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(c)

= 27 — [~9cos(t)]2" + [sin(t)] 2”+f(0) 00 2du—|—fu(27r udu—l—f(o) T dw
= 2r—-0+0+04+0+0
= 2m.

Nach Bemerkung 5.3.7 dndert das Umkehren der Durchlaufrichtung nur das Vorzeichen des Integrals,
weswegen Verwenden der Parametrisierung C* das Ergebnis —27 liefert. Das ist bei einer solchen Wahl
dann ebenfalls korrekt.

Da K eine geschlossene Kurve ist, die regular parametrisiert wurde, und fiir die

}{g(a:).dx =21 # 0
K
gilt, besitzt g kein Potential; vgl. Folgerung 5.3.14.

Frischhaltebox \

7

Aufgabe H 60. Kurvendiskussion
Gegeben sei die Funktion f: R — R: o (z + 2)%e”

(a)
(b)

Bestimmen sie alle lokalen Maximalstellen von f.

Liegt an der Stelle o = —2 ein Wendepunkt vor?

Lésungshinweise hierzu:

(a)

(b)

Mittels Ketten- und Produktregel ergibt sich

fl(x) = 1005(x + 2) = 1_00( x+ 2)

= 10() x( )4 (5—(1‘+2))

= 1(1)0 x( )4( )
Wegen e™* > 0 fir z € R ist f'(x) = 0 genau dann, wenn x = —2 oder x = 3.
Bei # = —2 liegt bei keinem der Faktoren (z + 2)* und (3 — z) ein Vorzeichenwechsel
vor. Insgesamt liegt fiir f'(x) bei —2 kein Vorzeichenwechsel vor. Folglich ist —2 keine
lokale Extremstelle von f.
Bei * = —2 liegt beim Faktor (z + 2)? kein Vorzeichenwechsel, beim Faktor (3 —
x) ein Vorzeichenwechsel vor, von + nach —. Insgesamt liegt fiir f'(x) bei —2 ein
Vorzeichenwechsel vor, von + nach —. Folglich ist 3 eine lokale Maximalstelle von f.
Man kann auch argumentieren, es ist f'(3) = 0 und f”(3) < 0, um die lokale Maximalstelle 3 von
f nachgewiesen zu haben. Ferner kann man argumentieren, es ist f'(—-2) = f"(-2) = f"(-2) =
F®W(=2) =0 und f®)(=2) #0, um —2 als keine lokale Extremstelle von f nachgewiesen zu haben.
Vgl. 2.7.3. Der Aufwand ist erheblich, daher gehen wir nicht in die Details.

Ein Wendepunkt von f bei —2 liegt vor, falls f’ bei —2 eine lokale Extremstelle hat.
Es ist
(@) = p((—e)(@+2)1 B —z) +e 4z +2)°3 —2) +e*(z+2)(-1))
= l—ooe_x(x +23((x +2)(z —3)+4(3 —2) — (v +2))
= e (@ +2P(@? —r—6+12—4zx—a—2)
= 15¢ “(x +2)*(2® — 62z +4) .
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Insbesondere ist f”(—2) = 0. Ferner hat der Faktor (z +2)® bei —2 einen Vorzeichen-
wechsel, der Faktor (:L‘2 —6x+4), der dort den Wert 20 hat, hingegen nicht. Insgesamt
hat f” bei —2 einen Vorzeichenwechsel. Folglich liegt bei —2 ein Wendepunkt vor.

Man kann auch argumentieren, es ist f”(—2) = f"'(—=2) = f®(~=2) =0 und f®)(~2) #0, um —2
als lokale Extremstelle von f’ und damit als Wendepunkt von f nachgewiesen zu haben. Vgl. 2.7.3.

Der Aufwand ist erheblich, daher gehen wir nicht in die Details.
Skizze des Graphen von f (nicht verlangt):

_1|:|_

_15_

_:D_
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