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Lösungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 56. Parametrisierungen

Sei g : R2 → R2 :
(
x1

x2

)
7→
(
2−x2

x1

)
. Abgebildet sind die Kurven K1 und K2 .

Berechnen Sie die Kurvenintegrale
∫
K1

g(x) • dx und
∫
K2

g(x) • dx .

x1

x2

−4−3−2−1 1 2 3 4

1

2

3

4

K1 : Obere Hälfte des Kreises um
(−1

2

)
von

(−3
2

)
nach

(
1
2

)
x1

x2

−4−3−2−1 1 2 3 4

1

2

3

4

K2 : Streckenzug von
(
0
0

)
über(−1

4

)
und

(
2
3

)
nach

(
0
0

)
Lösungshinweise hierzu:

Linke Kurve K1 : Die abgebildete Kurve ist der obere Halbkreis um
(−1

2

)
mit Radius 2 von(−3

2

)
nach

(
1
2

)
. Eine reguläre doppelpunktfreie Parametrisierung ist gegeben durch

C : [0, π] → R2 : t 7→
(
−1− 2 cos(t)

2 + 2 sin(t)

)
.

Es gilt

g(C(t)) =

(
2− (2 + 2 sin(t))

−1− 2 cos(t)

)
=

(
−2 sin(t)

−1− 2 cos(t)

)
und C ′(t) =

(
2 sin(t)

2 cos(t)

)
.

Damit ist mit sin(t)2 + cos(t)2 = 1 :

g(C(t)) • C ′(t) =

(
−2 sin(t)

−1− 2 cos(t)

)
•

(
2 sin(t)

2 cos(t)

)
= −4 sin(t)2 + (−1− 2 cos(t)) 2 cos(t)

= −4 sin(t)2 − 4 cos(t)2 − 2 cos(t)

= −4− 2 cos(t).

Also∫
K1

g(x) • dx =

∫ π

0

g(C(t)) • C ′(t) dt =

∫ π

0

(−4− 2 cos(t)) dt = [−4t− 2 sin(t)]π0 = −4π.

Rechte Kurve K2 : Wir zerlegen die Kurve in die drei Strecken K2,1 , K2,2 und K2,3 (vgl.
Bemerkung 5.3.3).
Das Teilstück K2,1 von

(
0
0

)
nach

(−1
4

)
wird parametrisiert mittels

C1 : [0, 1] → R2 : t 7→
(
0

0

)
+ t ·

(
−1− 0

4− 0

)
=

(
−t

4t

)
.

Das Teilstück K2,2 von
(−1

4

)
nach

(
2
3

)
wird parametrisiert mittels

C2 : [0, 1] → R2 : t 7→
(
−1

4

)
+ t ·

(
2− (−1)

3− 4

)
=

(
−1 + 3t

4− t

)
.
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Das Teilstück K2,3 von
(
2
3

)
nach

(
0
0

)
wird parametrisiert mittels

C3 : [0, 1] → R2 : t 7→
(
2

3

)
+ t ·

(
0− 2

0− 3

)
=

(
2− 2t

3− 3t

)
.

Man beachte, dass C1(1) =
(−1

4

)
= C2(0) , C2(1) =

(
2
3

)
= C3(0) und C3(1) =

(
0
0

)
= C1(0) .

Somit stimmen die Anfangs- und Endpunkte der Teilstücke überein und ergeben gemeinsam
die Kurve K2 .
Die zugehörigen Kurvenintegrale berechnen sich zu:

• Für K2,1 ist g(C1(t)) =
(
2−4t
−t

)
und C ′

1(t) =
(−1

4

)
, und daher∫

K2,1

g(x) • dx =

∫ 1

0

g(C1(t)) •C ′
1(t) dt =

∫ 1

0

(2−4t)(−1)+(−t)·4 dt =
∫ 1

0

−2 dt = −2 .

• Für K2,2 ist g(C2(t)) =
(
t−2
3t−1

)
und C ′

2(t) =
(

3
−1

)
, und daher∫

K2,2

g(x) • dx =

∫ 1

0

g(C2(t)) •C ′
2(t) dt =

∫ 1

0

3(t−2)−(3t−1) dt =

∫ 1

0

−5 dt = −5 .

• Für K2,3 ist g(C3(t)) =
(
3t−1
2−2t

)
und C ′

3(t) =
(−2
−3

)
, und daher∫

K2,3

g(x) • dx =

∫ 1

0

g(C3(t)) •C ′
3(t) dt =

∫ 1

0

−2(3t−1)−3(2−2t) dt =

∫ 1

0

−4 dt = −4 .

Insgesamt also∫
K2

g(x) • dx =

∫ 1

0

g(C1(t)) •C ′
1(t) dt+

∫ 1

0

g(C2(t)) •C ′
2(t) dt+

∫ 1

0

g(C3(t)) •C ′
3(t) dt = −2−5−4 = −11 .

Aufgabe H 57. Divergenz, Rotation und Potential

Berechnen Sie die Divergenz und die Rotation der folgenden Vektorfelder:

g1 : R3 → R3 :

(
x1

x2

x3

)
7→

 2x1x2 + x2
3

x2
1 + 2x2x3

2x1x3 + x2
2

, g2 : R3 → R3 :

(
x1

x2

x3

)
7→

(
cos(x1) cos(x2) + x3

x2
3 − sin(x1) sin(x2)

2x2x3

)
.

Untersuchen Sie, ob g1 und g2 ein Potential besitzen. Berechnen Sie ein solches, falls es
existiert, und entscheiden Sie, ob dieses Potential eine harmonische Funktion ist.

Lösungshinweise hierzu:

Vektorfeld g1 : Wir schreiben g = g1 . Es gilt

div g

(
x1

x2

x3

)
= ∂g1

∂x1
+ ∂g2

∂x2
+ ∂g3

∂x3
= 2x2 + 2x3 + 2x1

rot g

(
x1

x2

x3

)
= ∇× g =

 ∂g3
∂x2

− ∂g2
∂x3

∂g1
∂x3

− ∂g3
∂x1

∂g2
∂x1

− ∂g1
∂x2

 =

(
2x2 − 2x2

2x3 − 2x3

2x1 − 2x1

)
=

(
0
0
0

)
.
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Da rot g = 0 auf dem einfach zusammenhängenden Gebiet R3 (nach 5.1.4) gilt, besitzt g
nach 5.2.4 ein Potential. Zur Berechnung einer Potentialfunktion U verwenden wir zunächst
Ux1 = g1 : Es folgt

[U(x1, x2, x3)] =

∫
2x1x2 + x2

3 dx1 = [x2
1x2 + x1x

2
3]

und also
U(x1, x2, x3) = x2

1x2 + x1x
2
3 + c(x2, x3) .

Ableiten nach x2 und Vergleich mit g2 ergibt

x2
1 + cx2(x2, x3)

!
= x2

1 + 2x2x3 ⇒ c(x2, x3) = x2
2x3 + b(x3).

Somit ist
U(x1, x2, x3) = x2

1x2 + x1x
2
3 + x2

2x3 + b(x3) .

Ableiten nach x3 und Vergleich mit g3 ergibt

2x1x3 + x2
2 + b′(x3)

!
= 2x1x3 + x2

2 ⇒ b(x3) = k, für eine Konstante k ∈ R .

Da nur ein Potential gefragt ist, können wir k = 0 wählen.
Damit wird

U : R3 → R :
(

x1
x2
x3

)
7→ U(x1, x2, x3) = x2

1x2 + x1x
2
3 + x2

2x3 .

Probe: In der Tat ist gradU
(

x1
x2
x3

)
=

(
2x1x2+x2

3
x2
1+2x2x3

2x1x3+x2
2

)
= g
(

x1
x2
x3

)
.

Um zu prüfen, ob U eine harmonische Funktion ist, berechnen wir

∆U = div gradU = div g = 2x1 + 2x2 + 2x3 .

Da ∆U nicht die Nullfunktion ist, ist U nicht harmonisch.

Vektorfeld g2 : Wir schreiben g = g2 . Es gilt

div g

(
x1

x2

x3

)
=

∂g

∂x1

+
∂g2
∂x2

+
∂g3
∂x3

= − sin(x1) cos(x2)−sin(x1) cos(x2)+2x2 = 2x2−2 sin(x1) cos(x2)

rot g

(
x1

x2

x3

)
= ∇×g =

 ∂g3
∂x2

− ∂g2
∂x3

∂g1
∂x3

− ∂g3
∂x1

∂g2
∂x1

− ∂g1
∂x2

 =

(
2x3 − 2x3

1− 0
− cos(x1) sin(x2)− (− cos(x1) sin(x2))

)
=

(
0
1
0

)
.

Da die Rotation nicht verschwindet, existiert nach Satz 5.2.4 kein Potential von g .

Aufgabe H 58. Potentiale und Weg(un)abhängigkeit

Sei α ∈ R ein Parameter. Sei gα : R3 → R3 :
(

x1
x2
x3

)
7→
(

2x1x3

2αx2x3

x2
1+x2

2

)
. Seien Parametrisierungen

der Kurven K1 bzw. K2 gegeben durch

C1 : [0, 1] → R3 : t 7→
(

1−t
t
t

)
, C2 : [0,

π
2
] → R3 : t 7→

(
cos(t)

sin(t)

2t/π

)
.

(a) Bestimmen Sie alle α ∈ R , für die gα ein Potential besitzt, und berechnen Sie jeweils
ein solches Potential.

(b) Berechnen Sie die Kurvenintegrale
∫
K1

g1(x) • dx und
∫
K2

g1(x) • dx .

(c) Berechnen Sie die Kurvenintegrale
∫
K1

g0(x) • dx und
∫
K2

g0(x) • dx .
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Lösungshinweise hierzu:

(a) Die Rotation

rot gα

(
x1

x2

x3

)
= ∇× gα =

 ∂gα3
∂x2

− ∂gα2
∂x3

∂gα1
∂x3

− ∂gα3
∂x1

∂gα2
∂x1

− ∂gα1
∂x2

 =

(
2x2 − 2αx2

2x1 − 2x1

0− 0

)
=

(
2(1− α)x2

0
0

)

verschwindet genau dann für alle (x1, x2, x3)
⊺ ∈ R3 , wenn 2(1 − α)x2

!
= 0 ist für

x2 ∈ R , d.h. wenn α = 1 ist. Da R3 einfach zusammenhängend ist, besitzt gα nach
Satz 5.2.4 also genau für α = 1 ein Potential. Um ein Potential U in diesem Fall zu
bestimmen, verwenden wir zunächst Ux1 = g11 : Es wird

[U(x1, x2, x3)] =

∫
2x1x3 dx1 = [x2

1x3]

und also
U(x1, x2, x3) = x2

1x3 + c(x2, x3) .

Ableiten nach x2 und Vergleich mit g12 ergibt

cx2(x2, x3) = 2x2x3 ⇒ c(x2, x3) = x2
2x3 + b(x3).

Also ist
U(x1, x2, x3) = x2

1x3 + x2
2x3 + b(x3) .

Ableiten nach x3 und Vergleich mit g13 ergibt

x2
1 + x2

2 + b′(x3) = x2
1 + x2

2 ⇒ b(x3) = k, für eine Konstante k ∈ R .

Da nur ein Potential gefragt ist, können wir k = 0 wählen.

Damit wird
U : R3 → R :

(
x1
x2
x3

)
7→ U(x1, x2, x3) = x2

1x3 + x2
2x3 .

Probe: In der Tat ist gradU =

(
2x1x3

2x2x3

x2
1+x2

2

)
= g1 .

(b) Es gilt C1(0) =
(

1
0
0

)
, C1(1) =

(
0
1
1

)
und C2(0) =

(
1
0
0

)
, C2(

π
2
) =

(
0
1
1

)
, d.h. die Kurven

K1 und K2 haben denselben Anfangs- und Endpunkt. Da g1 nach (a) das Potential U
besitzt, erhalten wir∫

K1

g1(x) • dx =

∫
K2

g1(x) • dx = U
(

0
1
1

)
− U

(
1
0
0

)
= 1− 0 = 1 ;

vgl. Satz 5.3.10.

(c) Nach (a) besitzt g0 kein Potential, d.h. wir berechnen beide Kurvenintegrale getrennt
mittels Definition 5.3.1.

Kurve K1 : Es gilt

g0(C1(t)) =

(
2(1− t)t

0
(1− t)2 + t2

)
und C ′

1(t) =

(−1
1
1

)
,
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also
g0(C1(t)) • C ′

1(t) = −2(1− t)t+ (1− t)2 + t2 = 4t2 − 4t+ 1.

Für das zugehörige Kurvenintegral erhalten wir∫
K1

g0(x) • dx =

∫ 1

0

4t2 − 4t+ 1d t =
[
4
3
t3 − 2t2 + t

]1
0
= 4

3
− 2 + 1 = 1

3
.

Kurve K2 : Es gilt

g0(C2(t)) =

(
2 cos(t) · 2t/π

0
cos(t)2 + sin(t)2

)
=

(
4t cos(t)/π

0
1

)
und C ′

2(t) =

(− sin(t)
cos(t)
2/π

)
,

also
g0(C2(t)) • C ′

2(t) = −4t
π
sin(t) cos(t)︸ ︷︷ ︸

1
2
sin(2t)

+ 2
π
= 2

π
(1− t sin(2t)) .

Folglich ist ∫
K2

g0(x) • dx =

∫ π/2

0

2
π
(1− t sin(2t)) dt.

Mittels partieller Integration erhalten wir∫
t sin(2t) dt =

[
−1

2
t cos(2t)

]
−
∫

−1
2
cos(2t) dt =

[
−1

2
t cos(2t) + 1

4
sin(2t)

]
.

Insgesamt also∫ π/2

0

2
π
(1− t sin(2t)) dt = 2

π

[
t+ 1

2
t cos(2t)− 1

4
sin(2t)

]π/2
0

= 2
π
· (π

2
− π

4
) = 1

2
.

Insbesondere sehen wir: Obwohl K1 und K2 denselben Anfangs- und Endpunkt besitzen, liefern die

zugehörigen Kurvenintegrale unterschiedliche Ergebnisse. Aber g0 hat eben auch kein Potential, und

damit liegt bei Wegintegralen keine Wegunabhängigkeit vor.

Aufgabe H 59. Umlaufintegral

Sei K = {
(

x1
x2
x3

)
∈ R3 | (x1 − 1)2 + x2

2 = 1 und x3 = 3} . Wir betrachten das Vektorfeld

g : R3 → R3 :
(

x1
x2
x3

)
7→
( −x2+x2

3

x1+x2
2+x1x2

x2
1−x2x3+x2

3

)
.

(a) Skizzieren Sie die Kurve K . Parametrisieren Sie die Kurve K doppelpunktfrei.

(b) Berechnen Sie
∮
K
g(x) • dx .

(c) Entscheiden Sie anhand von (b), ob das Vektorfeld g ein Potential besitzt.
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Lösungshinweise hierzu:

(a) Skizze: Die Kurve K ist der Kreis mit Radius 1 um den Punkt (1, 0, 3)
⊺
in der Ebene

x3 = 3 .

Eine reguläre doppelpunktfreie Parametrisierung ist

C : [0, 2π] → R3 : t 7→

(
1 + cos(t)
sin(t)
3

)
.

Alternativ können wir die Kurve auch in die andere Richtung durchlaufen, z.B. mit

C∗ : [0, 2π] → R3 : t 7→

(
1 + cos(t)
− sin(t)

3

)
.

(b) Aus

g(C(t)) =

 − sin(t) + 9

(1 + cos(t)) + sin(t)2 + (1 + cos(t)) sin(t)

(1 + cos(t))2 − 3 sin(t) + 9

 und C ′(t) =

− sin(t)
cos(t)
0


erhalten wir mit sin(t)2 + cos(t)2 = 1 :

g(C(t)) • C ′(t)
= (− sin(t) + 9)(− sin(t)) + ((1 + cos(t)) + sin(t)2 + (1 + cos(t)) sin(t)) cos(t)

= sin(t)2 − 9 sin(t) + cos(t) + cos(t)2 + sin(t)2 cos(t) + sin(t) cos(t) + sin(t) cos(t)2

= 1− 9 sin(t) + cos(t) + sin(t)2 cos(t) + sin(t) cos(t) + sin(t) cos(t)2

Nun wird mit der Substitution u = sin(t) , wobei du = cos(t) dt , und mit der Substi-
tution v = cos(t) , wobei dv = − sin(t) dt ,

∮
K
g(x) • dx

=
∫ 2π

0
1− 9 sin(t) + cos(t) + sin(t)2 cos(t) + sin(t) cos(t) + sin(t) cos(t)2 dt

=
∫ 2π

0
1 dt−

∫ 2π

0
9 sin(t) dt+

∫ 2π

0
cos(t) dt

+
∫ 2π

0
sin(t)2 cos(t) dt+

∫ 2π

0
sin(t) cos(t) dt+

∫ 2π

0
sin(t) cos(t)2 dt
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= 2π − [−9 cos(t)]2π0 + [sin(t)]2π0 +
∫ u(2π)=0

u(0)=0
u2 du+

∫ u(2π)=0

u(0)=0
u du+

∫ v(2π)=1

v(0)=1
−v2 dv

= 2π − 0 + 0 + 0 + 0 + 0

= 2π .

Nach Bemerkung 5.3.7 ändert das Umkehren der Durchlaufrichtung nur das Vorzeichen des Integrals,

weswegen Verwenden der Parametrisierung C∗ das Ergebnis −2π liefert. Das ist bei einer solchen Wahl

dann ebenfalls korrekt.

(c) Da K eine geschlossene Kurve ist, die regulär parametrisiert wurde, und für die∮
K

g(x) • dx = 2π ̸= 0

gilt, besitzt g kein Potential; vgl. Folgerung 5.3.14.

Frischhaltebox

Aufgabe H 60. Kurvendiskussion

Gegeben sei die Funktion f : R → R : 1
100

(x+ 2)5e−x .

(a) Bestimmen sie alle lokalen Maximalstellen von f .

(b) Liegt an der Stelle x0 = −2 ein Wendepunkt vor?

Lösungshinweise hierzu:

(a) Mittels Ketten- und Produktregel ergibt sich

f ′(x) = 1
100

5(x+ 2)4e−x − 1
100

(x+ 2)5e−x

= 1
100

e−x(x+ 2)4 (5− (x+ 2))

= 1
100

e−x(x+ 2)4(3− x).

Wegen e−x > 0 für x ∈ R ist f ′(x) = 0 genau dann, wenn x = −2 oder x = 3 .

Bei x = −2 liegt bei keinem der Faktoren (x+ 2)4 und (3− x) ein Vorzeichenwechsel
vor. Insgesamt liegt für f ′(x) bei −2 kein Vorzeichenwechsel vor. Folglich ist −2 keine
lokale Extremstelle von f .

Bei x = −2 liegt beim Faktor (x + 2)4 kein Vorzeichenwechsel, beim Faktor (3 −
x) ein Vorzeichenwechsel vor, von + nach − . Insgesamt liegt für f ′(x) bei −2 ein
Vorzeichenwechsel vor, von + nach − . Folglich ist 3 eine lokale Maximalstelle von f .

Man kann auch argumentieren, es ist f ′(3) = 0 und f ′′(3) < 0 , um die lokale Maximalstelle 3 von

f nachgewiesen zu haben. Ferner kann man argumentieren, es ist f ′(−2) = f ′′(−2) = f ′′′(−2) =

f (4)(−2) = 0 und f (5)(−2) ̸= 0 , um −2 als keine lokale Extremstelle von f nachgewiesen zu haben.

Vgl. 2.7.3. Der Aufwand ist erheblich, daher gehen wir nicht in die Details.

(b) Ein Wendepunkt von f bei −2 liegt vor, falls f ′ bei −2 eine lokale Extremstelle hat.

Es ist

f ′′(x) = 1
100

((−e−x)(x+ 2)4(3− x) + e−x · 4(x+ 2)3(3− x) + e−x(x+ 2)4(−1))

= 1
100

e−x(x+ 2)3((x+ 2)(x− 3) + 4(3− x)− (x+ 2))

= 1
100

e−x(x+ 2)3(x2 − x− 6 + 12− 4x− x− 2)

= 1
100

e−x(x+ 2)3(x2 − 6x+ 4) .
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Insbesondere ist f ′′(−2) = 0 . Ferner hat der Faktor (x+2)3 bei −2 einen Vorzeichen-
wechsel, der Faktor (x2−6x+4) , der dort den Wert 20 hat, hingegen nicht. Insgesamt
hat f ′′ bei −2 einen Vorzeichenwechsel. Folglich liegt bei −2 ein Wendepunkt vor.

Man kann auch argumentieren, es ist f ′′(−2) = f ′′′(−2) = f (4)(−2) = 0 und f (5)(−2) ̸= 0 , um −2

als lokale Extremstelle von f ′ und damit als Wendepunkt von f nachgewiesen zu haben. Vgl. 2.7.3.

Der Aufwand ist erheblich, daher gehen wir nicht in die Details.

Skizze des Graphen von f (nicht verlangt):
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