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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 61. Kurvenintegrale skalarer Funktionen

Wir betrachten die Kurve K, die parametrisiert ist durch

s t+1 sin(2t)
C:[0,3] =R : t = | (sin@®)* |.

sin(t)

(a) Zeigen Sie, dass die Parametrisierung C' reguldr und doppelpunktfrei ist.

(b)

Parametrisiert C' eine geschlossene Kurve?
Berechnen Sie die Lange L(K') der Kurve K.

(c) Sei f:R>—>R: ( )»—)xl Berechnen Sie [, f(s)ds.

Lésungshinweise hierzu:

(a)

(b)

Es gilt
1 + cos(2t)
C'(t) = | 2sin(t) cos(t) |.
cos(t)
Da cos(t) > 0 ist fiir ¢ € (0,2) ist, verschwindet dort die dritte Komponente nicht.

Also ist C'(t) # <§) fir t € (0, %) d.h. C ist eine reguldare Parametrisierung.

Die dritte Komponente C3(t) = sin(t) ist streng monoton wachsend auf [0, 7], da
C5(t) = cos(t) > 0 ist fiir t € (0, 7). Insbesondere ist C3 injektiv. Daher ist auch C'
injektiv und also doppelpunktfrei.

0
cC0)y=10] #
0
nicht geschlossen.

Wegen 1 + cos(2t) = 1 + cos(t)? — sin(t)? = 2cos(t)? gilt mit (a):

Die Kurve ist wegen

c(3)

— =l
I

|C"(t)| = /4 cos(t)* + 4sin(t)2 cos(t)? + cos(t)? = v/cos(t)? (4 cos(t)? + 4sin(t)? + 1)

= /5 cos(t)? = /5 |cos(t)]

5 cos(t) fiir t € [0, 5].

Damit ist

info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM-Stroppel / Seite 91



Hohere Mathematik 2

13. Gruppeniibung

(c) Esist f(C(t)) =t+ 3sin(2t). Mit (b) wird somit
| rew e
/ %1+ Lsin(2t)) - v/5 cos(t) dt

(2t) cos(t) dt)

Kf(S)dS =

s

3 2
/ tcos(t)dt + / 5 sin
0

sin(t) cos(t)? dt)

oy

tcos(t)dt + /
0

Mittels partieller Integration wird

/O%tcos(t) dt = [tsin(t)}og —/0

Mit der Substitution u = cos(t), du = —sin(¢) dt wird
u(g)zo

/2 sin(t) cos(t)? dt = /
0 u(0)=1

Insgesamt ist also

1-sin(t)dt = 7
—u?du = [—%
[ f6)ds = VB (5 -1+ ) = V5 (

Aufgabe H 62. Kurvenlinge
Wir betrachten die Funktion h: [—1,1] = R: z +— /1 — 22.
Die Kurve K sei der Graph der eingeschrankten Funktion h|[—%,%] :

(a) Skizzieren Sie den Graphen von h. Markieren Sie darauf die Kurve K.

(b) Bestimmen Sie eine Parametrisierung C'(t) = (%Eg) der Kurve K als Graph von h,

(c) Berechnen Sie die Lange L(K) der Kurve K unter Verwendung der Parametrisierung

von (b).

Loésungshinweise hierzu:
(a) Der Graph von h auf [—1,1] ist der obere Einheitshalbkreis. Die Kurve K ist darauf
Lund v = —l—%.

der Teilbogen zwischen den Stellen z = —

1
ft \41

~
4
o B
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13. Gruppeniibung Hohere Mathematik 2

Anmerkung: Dies ist zugleich der Bogen zwischen den Winkeln %’“ und Z, da z = cos(p) = —% auf
p= %71’ fiihrt, und = = cos(p) = 1 auf p = %w.

(b) Als Graph von h parametrisieren wir K durch

ot () (a)

Anmerkung: Fiir die Berechnung der Lange der Kurve in (c) ist gefordert, dass C' reguldr und dop-
pelpunktfrei ist. Da die erste Komponente C(t) =t injektiv ist, ist C' doppelpunktfrei. Weiterhin ist
C'(t) = (_t/\}w) fiir t € [~1,1] definiert, wobei C’(t) # (J) ist. Somit ist C' auch regular.

(c) Esgilt
> 1
/ _ —t _ t _
|C(t>|_’/12+(m>2— 1+H2—m.

Fiir die Lange der Kurve erhalten wir dann mit 3.1.7:

1
2

L(K) = /i \/%ﬁdt = [arcsin(?)] ?; = arcsin(

) —arcsin(—3) =% — (—%) = 5.

N | =

T2

Anmerkung: Das ist auch das Ergebnis, das wir anhand von Winkeln auch erwarten: Bogenldnge des

Kreisbogens = Radius - Winkel =1 - % denn K durchlduft einen Winkel von %’r — % = %

Aufgabe H63. Zwei Wege zum Potential

T3

- 2x1+mgx§
Gegeben sei das Vektorfeld ¢g: R3 — R3: (zé) = | w2423 .
29519021’3—&—41:%
(a) Zeigen Sie, dass g ein Gradientenfeld ist.
(b) Berechnen Sie ein Potential U von g mit U(0,0,0) = 0 durch sukzessive Integration.

(c) Bestimmen Sie ein Potential von g mittels Hakenintegral-Methode langs des stiickweise
0
achsenparallelen Wegs von (8) tiber <I§> und <£0§) nach (ﬁ) wobei (ﬁ) € R3.

p3 p3
Losungshinweise hierzu:

(a) Da R? einfach zusammenhingend ist und und da

993 _ 992

- dzg Oz 25511'3 — 2.73133’3 0
rotg(g) =Vxg=|52-52 | =| 2w — 22003 | = | 0O
‘ d93 _ 991 r3— a2 0

dxy Oxmg

ist, ist g nach 5.2.4 ein Gradientenfeld.

(b) Zur Berechnung einer Potentialfunktion U verwenden wir zunichst U,, = g;. Es folgt

[U(z1, x2,23)] = /le + zoxs Aoy = 2] + 217973

und also
U(xy, To, T3) = 25 + 212973 + (T2, 73) .
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Ableiten nach x5 und Vergleich mit g, = xlxg + 3x§ liefert
L1354 Cuy (T, T3) = 2123 + 305 = c(w,23) = 5 + b(w3).

Also ist
U(xy, w9, 73) = 07 + 110975 + 75 + b(x3) .

Ableiten nach z3 und Vergleich mit g3 = 2z w9x3 + 425 liefert
2x1T9x3 + b/(l’3> = 2012923 + 41’% — b(l’g) = xé +k

fiir eine Konstante £ € R .
Somit erhalten wir

U:R> - R: ( >|—>x1+x1x2x3+x2+x3+k fiir eine Konstante k£ € R .

Aus 0 = U(0,0,0) = k folgt k =0, also

2 2 3 4
U(zy, 9, x3) = o] + 212225 + o5 + 25 .
2x1+mgz§
Probe: In der Tat ist grad U(x1, xe,23) = | w123+343 = g(x1, T2, x3).

2x1zgx3+4x§

0
Wir zerlegen die vorgegebene Kurve von (8) nach (gz) in die folgenden drei achsen-
3

parallelen Teilstiicke und berechnen jeweils das zugehorige Kurvenintegral:

0
Die Strecke K; von <8> nach (pgl) wird parametrisiert durch

Ci:[0,p1] = R®: t (é)

2t

Wegen ¢(Ci(t)) = (8) und Ci(t) = <é> ist g(C1(t)) « C(t) = 2t und also

P1
/g dx—/ 2tdt = [¢°]f" = pl.
K1 0

Die Strecke K5 von (%1> nach (%) wird parametrisiert durch
3 p1
022[0,p2]—>R1ti—><6>.

Wegen ¢(Csy(t)) = (%?) und CY(t) = (g) ist g(Ca(t)) « Ch(t) = 3t* und also

P2
/ g(z)e dz = / 3t dt = [t = pj .
K> 0

Die Strecke K3 von (1%) nach (p2> wird parametrisiert durch

p3

C3:[0,ps] = R®: t <p1>
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2p1 +pot?

Wegen ¢(Cs(t)) = (mtmpg ) und C4(t) = (@) ist g(Cy(t)) o CL(t) = 2pipat + 483

2p1p2t+4t3
und also

D3
/ g(x) e dzr = / 2p1pot + 483 dt = [plpth + tﬂg“ = plpgpg + pg.
Ks 0

Damit erhalten wir insgesamt

U(p17p27p3) = /

K1

gta)e o [

g()e dl’+/ g(z) e dz = p3 + P53+ p1paps + 3 -
K>

K3
Somit wird
_ 2.3 2, 4
U(zy, 9, x3) = x] + 5 + 12205 + T3

in Ubereinstimmung mit dem Potential aus (b).

Aufgabe H 64. Existenz eines Potentials
Wir betrachten das Vektorfeld

—x9

g RIS {(0)} o B2 () o |

Sei K der Kreis mit Radius 2 und Mittelpunkt ((1))
Sei K der Kreis mit Radius 1 und Mittelpunkt (—3).

(a) Bestimmen Sie rot g.

(b) Berechnen Sie [, g(z)e da.
(c) Besitzt g ein Potential?

(d) Bestimmen Sie [z g(z) e dz.

Loésungshinweise hierzu:
(a) Mit der Quotientenregel gilt:

992 (w1 — 143 —2(x; —1)* 23— (1 —1)°

O (21 — 1) + 22)° (21 — 1)2 + 22)°
o —(z1 — 1) — 22 + 222 B 23 — (1 — 1)?
0rs  ((z1—12+43)° (@i —1)2+ad)?
Damit ist
rot g(7) = g—zj - g—i; =

fir (1) e R2~{(0)}.
(b) Wir parametrisieren K durch

C 0,27 = R?: £ (1 ;;;?;@).
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Dann ist
—1 sin(t) , —25sin(t)
9(C®) = < %COS(t) )’ ¢t = < 2 cos(t) )’
und somit
g(C(t)) o C'(t) = sin(t)? + cos(t)? = 1.
Es folgt

2T
j{g(m).dxz/ 1dt = 2.
K 0

(c) Wegen §,.g(x) s dz = 27 # 0 kann g nach Folgerung 5.3.14 kein Potential im

Definitionsgebiet R? . {(;)} besitzen.

(d) Es ist K der Kreis mit Radius 1 und Mittelpunkt (_%). Es liegt die Definitionsliicke
((1)) von g auBerhalb dieses Kreises, da |((1)) — (7(2))| =3 > 1 ist. Die von K berandete
Kreisscheibe ist also eine einfach zusammenhingende Teilmenge von R? {((1))} auf

der rotg = 0 gilt, wie in (@) festgestellt. Nach 5.2.4 besitzt g dort ein Potential.
Nach 5.3.14 verschwindet daher jedes Umlaufintegral iiber eine in dieser Teilmenge

verlaufende geschlossene, stiickweise reguldr parametrisierte Kurve, und damit ist

ég(w). dz =0.

s

Frischhaltebox
Aufgabe H 65. Integration

Wir betrachten das Integral f(m,f’flp dz.

(a) Berechnen Sie dieses Integral mittels Substitution.

(b) Berechnen Sie dieses Integral mittels Partialbruchzerlegung.

Lésungshinweise hierzu:
(a) Mit der Substitution v = 2? — 1 wird < = 2z, also du = 2z dz, und damit

ften [ (-]

(b) Wegen 22 — 1 = (z — 1)(z + 1) verwenden wir den Partialbruchansatz

4 A B C D

G- 12@+1? -1 @=1P z+1 (@t1p

mit A, B,C, D in R. Multiplikation mit (z — 1)*(z + 1)? liefert

4z = Alz-D(@+1)*+Bx+1)2+C(x—1)*(x+1)+ D(xz — 1)

= A@P+22—2—-1)+B@*+2x+1)+C@@® —2*—z+ 1)+ D(2* —2x + 1)

(A+C)x*+(A+B—-C+D)a*+(-A+2B—-C —2D)x+ (-A+ B+ C+ D)
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Wir erhalten mittels Koeffizientenvergleich die Bedingungen:

A+C =0 (1)
A+B-C+D =0 (2
—A4+2B-C—-2D = 4 (3)
-A+B+C+D = 0 (4) .
Die Differenz von (2) und (4) gibt 24 — 2C = 0. Mit (1) folgt A = —C und also

0=2A—-2C =4A. Somitist A=0 und C =0.

Einsetzen in (2) liefert B+ D =0, also B = —D. Mit (3) wird 4 = 2B — 2D = 4B.
Somitist B=1und D = —1.

Alternativ kann man hierzu auch das GauBverfahren anwenden.

Insgesamt ist also
A=0, B =1, C =0, D =—-1.

Alternativ kann man auch aus
dr = Az —1)(z+1)?+B@+1)*+C(x—1)*(x+ 1)+ D(z — 1)?

durch Einsetzen von £ =1 auf B =1 kommen, und durch Einsetzen von x = —1 auf D = —1. Das
gibt
dr = Az —D(z+ 1)+ (x+1)*+C@—-1)*(z+1) — (z —1)?,

also
0= A@x—-1D(x+1)?+Cxz—1)>*(x+1),
also, fir « ¢ {—1,+1},
0=A+1)+C(x-1).

L&Bt man darin x gegen 1 laufen, so erhdlt man A = 0. LBt man darin = gegen —1 laufen, so erhilt
man C = 0.

Wir haben
4z 1 1

(z2—-1)2 (z—-1)2 (x+1)2°
erhalten. Somit folgt

[@tpe [t [ e el

Will man nun noch die Resultate aus (b) und (@) vergleichen, so erhilt man in der Tat

{_:Bil—l_zj—l] - [_(x—ﬁ;ajﬂﬁ(g;—ﬁ)_(xlﬂ)} a {_%] ‘
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