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13. Gruppenübung zur Vorlesung

Höhere Mathematik 2
M. Künzer

M. Stroppel

Sommersemester 2026

Lösungshinweise zu den Hausaufgaben:

Aufgabe H 61. Kurvenintegrale skalarer Funktionen

Wir betrachten die Kurve K , die parametrisiert ist durch

C : [0, π
2
] → R3 : t 7→

(
t+ 1

2
sin(2t)

(sin(t))2

sin(t)

)
.

(a) Zeigen Sie, dass die Parametrisierung C regulär und doppelpunktfrei ist.
Parametrisiert C eine geschlossene Kurve?

(b) Berechnen Sie die Länge L(K) der Kurve K .

(c) Sei f : R3 → R :
(

x1
x2
x3

)
7→ x1 . Berechnen Sie

∫
K
f(s) ds .

Lösungshinweise hierzu:

(a) Es gilt

C ′(t) =

(
1 + cos(2t)
2 sin(t) cos(t)

cos(t)

)
.

Da cos(t) > 0 ist für t ∈
(
0, π

2

)
ist, verschwindet dort die dritte Komponente nicht.

Also ist C ′(t) ̸=
(

0
0
0

)
für t ∈

(
0, π

2

)
, d.h. C ist eine reguläre Parametrisierung.

Die dritte Komponente C3(t) = sin(t) ist streng monoton wachsend auf [0, π
2
] , da

C ′
3(t) = cos(t) > 0 ist für t ∈ (0, π

2
) . Insbesondere ist C3 injektiv. Daher ist auch C

injektiv und also doppelpunktfrei.

Die Kurve ist wegen

C(0) =

(
0
0
0

)
̸=

 π
2

1
1

 = C
(
π
2

)
nicht geschlossen.

(b) Wegen 1 + cos(2t) = 1 + cos(t)2 − sin(t)2 = 2 cos(t)2 gilt mit (a):

|C ′(t)| =
√

4 cos(t)4 + 4 sin(t)2 cos(t)2 + cos(t)2 =
√

cos(t)2 (4 cos(t)2 + 4 sin(t)2 + 1)

=
√
5 cos(t)2 =

√
5 |cos(t)|

=
√
5 cos(t) für t ∈ [0, π

2
].

Damit ist

L(K) =

∫ π
2

0

|C ′(t)| dt =
√
5

∫ π
2

0

cos(t) dt =
√
5 [sin(t)]

π
2
0 =

√
5.
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(c) Es ist f(C(t)) = t+ 1
2
sin(2t) . Mit (b) wird somit∫

K

f(s) ds =

∫ π
2

0

f(C(t)) · |C ′(t)| dt

=

∫ π
2

0

(
t+ 1

2
sin(2t)

)
·
√
5 cos(t) dt

=
√
5

(∫ π
2

0

t cos(t) dt+

∫ π
2

0

1
2
sin(2t) cos(t) dt

)

=
√
5

(∫ π
2

0

t cos(t) dt+

∫ π
2

0

sin(t) cos(t)2 dt

)
.

Mittels partieller Integration wird∫ π
2

0

t cos(t) dt =
[
t sin(t)

]π
2
0
−
∫ π

2

0

1 · sin(t) dt = π
2
− [cos(t)]

π
2
0 = π

2
− 1 .

Mit der Substitution u = cos(t) , du = − sin(t) dt wird∫ π
2

0

sin(t) cos(t)2 dt =

∫ u(
π
2
)=0

u(0)=1

−u2 du =
[
−1

3
u3
]0
1
= 0− (−1

3
) = 1

3
.

Insgesamt ist also ∫
K

f(s) ds =
√
5
(
π
2
− 1 + 1

3

)
=

√
5
(
π
2
− 2

3

)
.

Aufgabe H 62. Kurvenlänge

Wir betrachten die Funktion h : [−1, 1] → R : x 7→
√
1− x2 .

Die Kurve K sei der Graph der eingeschränkten Funktion h|[− 1
2
, 1
2
] .

(a) Skizzieren Sie den Graphen von h . Markieren Sie darauf die Kurve K .

(b) Bestimmen Sie eine Parametrisierung C(t) =
(

C1(t)
C2(t)

)
der Kurve K als Graph von h ,

d.h. mit C1(t) = t .

(c) Berechnen Sie die Länge L(K) der Kurve K unter Verwendung der Parametrisierung
von (b).

Lösungshinweise hierzu:

(a) Der Graph von h auf [−1, 1] ist der obere Einheitshalbkreis. Die Kurve K ist darauf
der Teilbogen zwischen den Stellen x = −1

2
und x = +1

2
.
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Anmerkung: Dies ist zugleich der Bogen zwischen den Winkeln 2π
3 und π

3 , da x = cos(φ) = − 1
2 auf

φ = 2
3π führt, und x = cos(φ) = 1

2 auf φ = 1
3π .

(b) Als Graph von h parametrisieren wir K durch

C :
[
−1

2
, 1
2

]
→ R2 : t 7→

(
t

h(t)

)
=

(
t√

1− t2

)
.

Anmerkung: Für die Berechnung der Länge der Kurve in (c) ist gefordert, dass C regulär und dop-

pelpunktfrei ist. Da die erste Komponente C1(t) = t injektiv ist, ist C doppelpunktfrei. Weiterhin ist

C ′(t) =
(

1
−t/

√
1−t2

)
für t ∈ [− 1

2 ,
1
2 ] definiert, wobei C

′(t) ̸=
(
0
0

)
ist. Somit ist C auch regulär.

(c) Es gilt

|C ′(t)| =
√
12 + ( −t√

1−t2
)2 =

√
1 + t2

1−t2
=

1√
1− t2

.

Für die Länge der Kurve erhalten wir dann mit 3.1.7:

L(K) =

∫ 1
2

−1
2

1√
1− t2

dt =
[
arcsin(t)

]1
2

−1
2

= arcsin(1
2
)− arcsin(−1

2
) = π

6
−
(
−π

6

)
= π

3
.

Anmerkung: Das ist auch das Ergebnis, das wir anhand von Winkeln auch erwarten: Bogenlänge des

Kreisbogens = Radius · Winkel = 1 · π
3 , denn K durchläuft einen Winkel von 2π

3 − π
3 = π

3 .

Aufgabe H 63. Zwei Wege zum Potential

Gegeben sei das Vektorfeld g : R3 → R3 :
(

x1
x2
x3

)
7→

(
2x1+x2x2

3

x1x2
3+3x2

2

2x1x2x3+4x3
3

)
.

(a) Zeigen Sie, dass g ein Gradientenfeld ist.

(b) Berechnen Sie ein Potential U von g mit U(0, 0, 0) = 0 durch sukzessive Integration.

(c) Bestimmen Sie ein Potential von g mittels Hakenintegral-Methode längs des stückweise

achsenparallelen Wegs von
(

0
0
0

)
über

(
p1
0
0

)
und

(
p1
p2
0

)
nach

(
p1
p2
p3

)
, wobei

(
p1
p2
p3

)
∈ R3 .

Lösungshinweise hierzu:

(a) Da R3 einfach zusammenhängend ist und und da

rot g
(

x1
x2
x3

)
= ∇× g =

 ∂g3
∂x2

− ∂g2
∂x3

∂g1
∂x3

− ∂g3
∂x1

∂g2
∂x1

− ∂g1
∂x2

 =

(
2x1x3 − 2x1x3

2x2x3 − 2x2x3

x2
3 − x2

3

)
=

(
0
0
0

)

ist, ist g nach 5.2.4 ein Gradientenfeld.

(b) Zur Berechnung einer Potentialfunktion U verwenden wir zunächst Ux1 = g1 . Es folgt

[U(x1, x2, x3)] =

∫
2x1 + x2x

2
3 dx1 = [x2

1 + x1x2x
2
3]

und also
U(x1, x2, x3) = x2

1 + x1x2x
2
3 + c(x2, x3) .
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Ableiten nach x2 und Vergleich mit g2 = x1x
2
3 + 3x2

2 liefert

x1x
2
3 + cx2(x2, x3) = x1x

2
3 + 3x2

2 =⇒ c(x2, x3) = x3
2 + b(x3).

Also ist
U(x1, x2, x3) = x2

1 + x1x2x
2
3 + x3

2 + b(x3) .

Ableiten nach x3 und Vergleich mit g3 = 2x1x2x3 + 4x3
3 liefert

2x1x2x3 + b′(x3) = 2x1x2x3 + 4x3
3 =⇒ b(x3) = x4

3 + k

für eine Konstante k ∈ R .

Somit erhalten wir

U : R3 → R :
(

x1
x2
x3

)
7→ x2

1 + x1x2x
2
3 + x3

2 + x4
3 + k, für eine Konstante k ∈ R .

Aus 0
!
= U(0, 0, 0) = k folgt k = 0 , also

U(x1, x2, x3) = x2
1 + x1x2x

2
3 + x3

2 + x4
3 .

Probe: In der Tat ist gradU(x1, x2, x3) =

(
2x1+x2x2

3

x1x2
3+3x2

2

2x1x2x3+4x3
3

)
= g(x1, x2, x3) .

(c) Wir zerlegen die vorgegebene Kurve von
(

0
0
0

)
nach

(
p1
p2
p3

)
in die folgenden drei achsen-

parallelen Teilstücke und berechnen jeweils das zugehörige Kurvenintegral:

Die Strecke K1 von
(

0
0
0

)
nach

(
p1
0
0

)
wird parametrisiert durch

C1 : [0, p1] → R3 : t 7→
(

t
0
0

)
Wegen g(C1(t)) =

(
2t
0
0

)
und C ′

1(t) =
(

1
0
0

)
ist g(C1(t)) • C ′

1(t) = 2t und also∫
K1

g(x) • dx =

∫ p1

0

2t dt =
[
t2]p10 = p21.

Die Strecke K2 von
(

p1
0
0

)
nach

(
p1
p2
0

)
wird parametrisiert durch

C2 : [0, p2] → R3 : t 7→
(

p1
t
0

)
.

Wegen g(C2(t)) =
(2p1

3t2

0

)
und C ′

2(t) =
(

0
1
0

)
ist g(C2(t)) • C ′

2(t) = 3t2 und also∫
K2

g(x) • dx =

∫ p2

0

3t2 dt =
[
t3]p20 = p32 .

Die Strecke K3 von
(

p1
p2
0

)
nach

(
p1
p2
p3

)
wird parametrisiert durch

C3 : [0, p3] → R3 : t 7→
(

p1
p2
t

)
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Wegen g(C3(t)) =

(
2p1+p2t2

p1t2+3p22
2p1p2t+4t3

)
und C ′

3(t) =
(

0
0
1

)
ist g(C3(t)) • C ′

3(t) = 2p1p2t+ 4t3

und also∫
K3

g(x) • dx =

∫ p3

0

2p1p2t+ 4t3 dt =
[
p1p2t

2 + t4]p30 = p1p2p
2
3 + p43.

Damit erhalten wir insgesamt

U(p1, p2, p3) =

∫
K1

g(x) • dx+

∫
K2

g(x) • dx+

∫
K3

g(x) • dx = p21 + p32 + p1p2p
2
3 + p43 .

Somit wird
U(x1, x2, x3) = x2

1 + x3
2 + x1x2x

2
3 + x4

3

in Übereinstimmung mit dem Potential aus (b).

Aufgabe H 64. Existenz eines Potentials

Wir betrachten das Vektorfeld

g : R2 ∖
{(

1
0

)}
→ R2 :

(
x1
x2

)
7→

 −x2

(x1−1)2+x2
2

x1−1

(x1−1)2+x2
2

 .

Sei K der Kreis mit Radius 2 und Mittelpunkt
(
1
0

)
.

Sei K̃ der Kreis mit Radius 1 und Mittelpunkt
(−2

0

)
.

(a) Bestimmen Sie rot g .

(b) Berechnen Sie
∫
K
g(x) • dx .

(c) Besitzt g ein Potential?

(d) Bestimmen Sie
∫
K̃
g(x) • dx .

Lösungshinweise hierzu:

(a) Mit der Quotientenregel gilt:

∂g2
∂x1

=
(x1 − 1)2 + x2

2 − 2(x1 − 1)2

((x1 − 1)2 + x2
2)

2 =
x2
2 − (x1 − 1)2

((x1 − 1)2 + x2
2)

2

∂g1
∂x2

=
−(x1 − 1)2 − x2

2 + 2x2
2

((x1 − 1)2 + x2
2)

2 =
x2
2 − (x1 − 1)2

((x1 − 1)2 + x2
2)

2 .

Damit ist

rot g
(
x1
x2

)
=

∂g2
∂x1

− ∂g1
∂x2

= 0

für
(
x1
x2

)
∈ R2 ∖ {

(
1
0

)
} .

(b) Wir parametrisieren K durch

C : [0, 2π] → R2 : t 7→
(
1 + 2 cos(t)

2 sin(t)

)
.
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Dann ist

g(C(t)) =

(
−1

2
sin(t)

1
2
cos(t)

)
, C ′(t) =

(
−2 sin(t)

2 cos(t)

)
,

und somit
g(C(t)) • C ′(t) = sin(t)2 + cos(t)2 = 1.

Es folgt ∮
K

g(x) • dx =

∫ 2π

0

1 dt = 2π.

(c) Wegen
∮
K
g(x) • dx = 2π ̸= 0 kann g nach Folgerung 5.3.14 kein Potential im

Definitionsgebiet R2 ∖ {
(
1
0

)
} besitzen.

(d) Es ist K̃ der Kreis mit Radius 1 und Mittelpunkt
(−2

0

)
. Es liegt die Definitionslücke(

1
0

)
von g außerhalb dieses Kreises, da |

(
1
0

)
−
(−2

0

)
| = 3 > 1 ist. Die von K̃ berandete

Kreisscheibe ist also eine einfach zusammenhängende Teilmenge von R2 ∖ {
(
1
0

)
} , auf

der rot g = 0 gilt, wie in (a) festgestellt. Nach 5.2.4 besitzt g dort ein Potential.
Nach 5.3.14 verschwindet daher jedes Umlaufintegral über eine in dieser Teilmenge
verlaufende geschlossene, stückweise regulär parametrisierte Kurve, und damit ist∮

K̃

g(x) • dx = 0.

Frischhaltebox

Aufgabe H 65. Integration

Wir betrachten das Integral
∫

4x

(x2−1)2
dx .

(a) Berechnen Sie dieses Integral mittels Substitution.

(b) Berechnen Sie dieses Integral mittels Partialbruchzerlegung.

Lösungshinweise hierzu:

(a) Mit der Substitution u = x2 − 1 wird du
dx

= 2x , also du = 2x dx , und damit∫
4x

(x2 − 1)2
dx =

∫
2

u2
du =

[
−2

u

]
=

[
− 2

x2 − 1

]
.

(b) Wegen x2 − 1 = (x− 1)(x+ 1) verwenden wir den Partialbruchansatz

4x

(x− 1)2(x+ 1)2
=

A

x− 1
+

B

(x− 1)2
+

C

x+ 1
+

D

(x+ 1)2

mit A,B,C,D in R . Multiplikation mit (x− 1)2(x+ 1)2 liefert

4x = A(x− 1)(x+ 1)2 +B(x+ 1)2 + C(x− 1)2(x+ 1) +D(x− 1)2

= A(x3 + x2 − x− 1) +B(x2 + 2x+ 1) + C(x3 − x2 − x+ 1) +D(x2 − 2x+ 1)

= (A+ C)x3 + (A+B − C +D)x2 + (−A+ 2B − C − 2D)x+ (−A+B + C +D)
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Wir erhalten mittels Koeffizientenvergleich die Bedingungen:

A+ C = 0 (1)

A+B − C +D = 0 (2)

−A+ 2B − C − 2D = 4 (3)

−A+B + C +D = 0 (4) .

Die Differenz von (2) und (4) gibt 2A − 2C = 0 . Mit (1) folgt A = −C und also
0 = 2A− 2C = 4A . Somit ist A = 0 und C = 0 .

Einsetzen in (2) liefert B +D = 0 , also B = −D . Mit (3) wird 4 = 2B − 2D = 4B .
Somit ist B = 1 und D = −1 .

Alternativ kann man hierzu auch das Gaußverfahren anwenden.

Insgesamt ist also

A = 0, B = 1, C = 0, D = −1.

Alternativ kann man auch aus

4x = A(x− 1)(x+ 1)2 +B(x+ 1)2 + C(x− 1)2(x+ 1) +D(x− 1)2

durch Einsetzen von x = 1 auf B = 1 kommen, und durch Einsetzen von x = −1 auf D = −1 . Das
gibt

4x = A(x− 1)(x+ 1)2 + (x+ 1)2 + C(x− 1)2(x+ 1)− (x− 1)2 ,

also
0 = A(x− 1)(x+ 1)2 + C(x− 1)2(x+ 1) ,

also, für x ̸∈ {−1,+1} ,
0 = A(x+ 1) + C(x− 1) .

Läßt man darin x gegen 1 laufen, so erhält man A = 0 . Läßt man darin x gegen −1 laufen, so erhält

man C = 0 .

Wir haben
4x

(x2 − 1)2
=

1

(x− 1)2
− 1

(x+ 1)2
.

erhalten. Somit folgt∫
4x

(x2 − 1)2
dx =

∫
1

(x− 1)2
dx−

∫
1

(x+ 1)2
dx =

[
− 1

x− 1
+

1

x+ 1

]
.

Will man nun noch die Resultate aus (b) und (a) vergleichen, so erhält man in der Tat[
− 1

x− 1
+

1

x+ 1

]
=

[
− x+ 1

(x− 1)(x+ 1)
+

x− 1

(x− 1)(x+ 1)

]
=

[
− 2

x2 − 1

]
.
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