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Losungshinweise zu den Hausaufgaben:

Ubungsmaterialien fiir die letzte Vorlesungswoche. Keine Abgabe!

Aufgabe H 66. Zirkulation und Ausfluss
Wir betrachten das Vektorfeld g: B2 — R*: (23) > (5173422 ), sowie die Kurve

K={(3)eR| 12l + Ltaf =1}.
(a) Skizzieren Sie K.
(b) Geben Sie eine doppelpunktfreie Parametrisierung C' von K an.
(c) Bestimmen Sie die Zirkulation Z(g, K') von g langs K.
(d) Bestimmen Sie den Ausfluss A(g, K) von g durch K.

Loésungshinweise hierzu:

(a) Die Kurve K beschreibt eine Ellipse mit Mittelpunkt im Ursprung und Halbachsenlangen
2 und 4. Die Scheitelpunkte sind (), (), (9), (%). Skizze:

i
=

(b) Wir parametrisieren die Kurve K wie folgt:

2 cos(t
C:[0,27] = R?: t <4Sin((t))> .

Diese ist stetig differenzierbar mit C’(t) = (fczlsrzg)) #* (g) fiir alle t und damit regular.

Weiterhin ist C' auf [0,27) injektiv. Somit ist die Parametrisierung C': [0,271] — R?
der geschlossenen Kurve K doppelpunktfrei.
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(c)

Anmerkung Aus Beispiel 4.6.1 und Bemerkung 4.6.2 kennen wir vier mogliche Parametrisierungen
Ci: [0,27] — R?, i € {1,2,3,4}:

2 cos(t 2 cos(t —2cos(t —2cos(t
am=(imn) co=(250) oo=G0) an=(350)
Dabei sind C; und Cjy positiv orientiert, C3 und Cy sind negativ orientiert.

Vorbereitend rechnen wir

sin(t) cos 4 sin —2sin
9(C(t)) = <8 4(:(52@)4922111@)@)) und C,(t) = (42(:05(:(:?) :
Damit wird die Zirkulation
27 27
sin(t) cos 4 sin —2sin
2o k) = [ acnecoa= [ (TY) - () a
(8sin(t) cos(t) + 4sin(t)) (—2sin(t)) + (4 cos(t) + 12sin(t)) (4 cos(t)) dt

—165sin(t)? cos(t) — 8sin(t)? + 16 cos(t)? + 48 sin(t) cos(t) dt

/
J
= /027T —16sin(t)? cos(t) + 48 sin(t) cos(t) dt — /O27r 8(1 — cos(t)?) + 16 cos(t)* dt
/0 16 sin(t)? cos(t) + 48 sin(t) cos(t) df — /0 T sdr 4 /O " 9 cos(t)? di
J

2m
(—16sin(t)* + 48 sin(t)) cos(t) dt — 167 + / 24 cos(t)*dt .
0

Mittels der Substitution u = sin(t), du = cos(t) dt erhalten wir
2m u(2m)=0
/ (—165sin(t)? + 48sin(t)) cos(t) dt = / —16u” + 48udu = 0.
0 u(0)=0

Aus cos(2t) = cos(t)? — sin(t)? = 2cos(t)?> — 1 erhalten wir cos(¢)? = $(1 + cos(2t))
(vgl. Beispiel 3.3.5) und weiter

2m 2w
24/ cos(t)*dt = 24/ $(1 4 cos(2t))dt = 24 [1t + }ls.in(Qt)]i7r = 24r.
0 0

Insgesamt also
Z(g,K)=0— 167 4 247 = 8.
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(d) Unter Verwendung der Vorbereitungen in (c) erhalten wir fiir den Ausfluss

2m 2m
. CL(¢) . 8sin(t) cos(t)+4 sin(t) 4 cos(t)
Alg, K) = /0 g(C(1)) (—é{(t)) dt = /0 ( 34005(2(;11%1:@) > * (22?5@)) dt
2

(8sin(t) cos(t) + 4sin(t)) - 4 cos(t) + (4 cos(t) + 12sin(t)) - 2sin(t) dt

2m
32sin(t) cos(t)? + 24 sin(t) cos(t) + 24 sin(t)* dt

2w

2
sin(t)(32 cos(t)? + 24 cos(t)) dt + 24/ 1 — cos(t)?dt
0

2m 2m
sin(t)(32 cos(t)? + 24 cos(t)) dt + 487 — 24/ cos(t)* dt
0

[ J/

2m
sin(t)(32 cos(t)? + 24 cos(t)) dt + 247 . = 2m

1
S— S— — >— S—

Mittels der Substitution v = cos(t), dv = —sin(t) d¢: erhalten wir

2T v(2m)=1
/ sin(t) (32 cos(t)? + 24 cos(t)) dt = — / 320? + 24vdv = 0.
0 v(0)=1

Insgesamt also
A(g,K) =0+ 241 = 24r.

Aufgabe H 67. Zirkulation und Ausfluss

Sei v € R ein Parameter. Gegeben sei das Vektorfeld g,: R*? — R?: (51) — (O‘“ﬂ%),

x1+m§
cos(t)+1
sin(¢) ’

sowie die Kurve K mit Parametrisierung C': [0,27] — R?: ¢ <
(a) Fiir welche o € R ist g, quellenfrei? Fiir welche o € R ist g, wirbelfrei?
(b) Bestimmen Sie die Zirkulation Z(g, K) von g, lings K.
(c) Bestimmen Sie den Ausfluss A(g, K) von g, durch K.

(d) Fiir welches o € R besitzt g, ein Potential? Berechnen Sie ein solches Potential.

Loésungshinweise hierzu:
(a) Esgilt
dnga(%) = di;rl (Oé{lfg + [E%) + dim (1'1 + ﬂfg) = 211 + 225 .

Die Divergenz ist somit auf R? nicht die Nullfunktion, unabhingig von der Wahl von
a, d.h. g, ist fiir kein a € R quellenfrei.

Weiterhin ist

ot g (23) = 25 (14 79) 5 (am +2%) = 1~ .

Die Rotation verschwindet also genau fiir & = 1, d.h. g, ist genau dann wirbelfrei wenn
a =1 ist.
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(b) Vorbereitend rechnen wir

ga(C'(t)) _ <asin(t)+(cos(7‘f)+1)2> _ (asin(t)+1+2008(7.5)+cgs(t)2> und C/(t) _ (—sin(t)) .

(cos(t)41)+sin(t)? (cos(t)+1)+sin(t) cos(t)

Somit wird die Zirkulation

(g, K)
. 2T 27 (asin(t)+142 cos(t)+cos(t)? — sin(
- fo g<C(t)) ° C/(t> dt = 0 < (cos(t)+1)+sin(t)? ) ¢ ( cos(t) ) dt

= fo% — (asin(t) + 1 + 2cos(t) + cos(t)?) sin(t) + ((cos(t) + 1) + sin(t)?) cos(t) dt
= fo% —asin(t)? — sin(t) cos(t)? — 2sin(t) cos(t) — sin(t) + cos(t)? + cos(t) + sin(t)? cos(t) dt
= [P cos(t)? — asin(t)?dt + [77 —sin(t)(cos(t) + 2 cos(t) + 1) dt + [ cos(t)(1 + sin(t)?) dt

= fO% cos(t)? — a1 — cos(t)?) dt + fo —sin(¢)(cos(t)? + 2 cos(t) + 1) dt + fo cos(t)(1 + sin(¢)?) dt

Mit den Substitutionen u = sin(t), du = cos(t)dt, v = cos(t), dv = —sin(t)dt
sowie der Umformung cos(t)? = 1(1 + cos(2t)) (vgl. Beispiel 3.3.5) erhalten wir:

fo% cos(t)? — a1 — cos(t)?) dt + fo " —sin(t)(cos(t)? + 2 cos(t) + 1) dt + f027r cos(t)(1 + sin(¢)?) dt

= f% (1 + cos(2t)) — a(l — $(1 + cos(2t))) dt + [ (02)7r)1 "o 420+ Ldo + f 27r) "1+ u?du
— f —241 dt+f0 3 cos(2t) + $ cos(2t) dt +0+0

= (1 —a)+ [H2sin(2t)]3"

= 7m(l—a).

Insgesamt also

Z(ga,K):/0Wga(C'(t)).C”(t)dt:W(l—a).

(c) Unter Verwendung der Vorbereitungen in (b) erhalten wir fiir den Ausfluss
Alg, K)
o 2m Ch(t) 27 (asin(t)+142 cos(t)+cos(t)? cos(t)
o 0 g(C(t)> * (*Cﬂ()ﬁ)) dt = fO ( (cos(t)+1)+sin(t)? ) ¢ <sm ) dt
= fo% (asin(t) 4 (cos(t) + 1)?) cos(t) + ((cos(t) + 1) + sin(t)?) sin(¢) dt

— OZW(a + 1) sin(t) cos(t) + cos(t)? + sin(t)® + 2 cos(t)? + cos(t) + sin(t) dt

= fo% (a4 1) sin(2t) + cos(t)? + sin(t)® + 1 + cos(2t) + cos(t) + sin(t) dt

= [P cos(t)®dt + f sin(t)3 dt + f27r Lo+ 1)sin(2t) + 1 + cos(2t) + cos(t) + sin(t) dt

0
— fozﬂ cos(t)3dt + f sin(t)®dt + [—1(a + 1) cos(2t) + t + $sin(2t) + sin(t) — cos(t)ﬁ7r

= fohcos( )% dt + fo sin(t)3 dt + 27 .
Verwende die Formel von Euler und de Moivre: Aus cos(t) = % (e + ™) erhalten wir

cos(t)® = L (e + e*it)3 =1 (e® +3e" +3e7" + ) = 1 (cos(3t) + 3cos(t)) .
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(d)

Ebenso erhalten wir aus sin(¢) = & (e —e™*) auch

sin(t)® = (21)3 (e — e_it)3 = L (e¥ — 3" + 3¢ —e™*") = 1 (3sin(t) —sin(3t)) .

Damit wird
A(g, K) 2= [T cos(t)*dt + [Z"sin(t)® dt + 21
fo% T (cos(3t) + 3cos(t)) dt + fow 1 (3sin(t) — sin(3t)) dt + 27
=[5 ($sin(3t) + 3sin(t)) 7™ + [3 (=3 cos(t) + 1 cos(3t))]3™ + 2
= 2.

Da R? einfach zusammenhingend ist, ist die Existenz eines Potentials dquivalent zum
Verschwinden der Rotation. Nach (a) ist dies genau fiir & = 1 der Fall . Fiir alle anderen
a besitzt g, folglich kein Potential.

Fir a =1ist g;(51) = (mﬂz). Wir bestimmen ein Potential U auf zwei Wegen:

r1+x5

Komponentenweise Integration: Aus U,, = g, folgt

[U(x1,29)] = /xg + zidwy = [z122 + $27].
und also
Ul(zy,2) = 3122 + 327 + ¢(2) .
Ableiten nach x5 und Vergleich mit g, » ergibt
x1 + ' (22) =+ x5 = c(xg) =325 +k, fiir eine Konstante k € R .

Da nur ein Potential verlangt ist, konnen wir £k = 0 wahlen und erhalten

Ty
U:R? = R: ( )l—)%ﬁc?—i—xlxrﬁ—%x;
T2

Probe: grad U(g) = (x%m) =0 (i;)

zl—i-x%

Alternativ wir die Berechnung des Potentials durchfiihren mittels der
Hakenintegral-Methode: Wir wihlen den Startpunkt ¢g = (8) und verbinden ihn mit einem beliebi-

gen Punkt ¢ = (i;) liber den Haken, der zunichst achsenparallel von (8) nach (“61) und dann von

() nach (1) verlauft:

Hi: [0,1] 5> R*: ¢t ("6Y), Ha: [0,1] = R*: 0 ([5,).

. 2y Totx2 .
Es gilt Hj(t) = (%), Hy(t) = (L), dh. gi(Hi(t)) = (tm) g1(Ha(t)) = (xt+(j”) Wir
erhalten die Integrale

1 1
1
/gl(Hl( :/ t’z xﬂozéx‘;’7
0 0

1 1
271
/0 g1(Ha(t)) /o r1 + (txs)? 172 dt = [:1719:2 t+ %t?’:c‘é]o =129 + %x% .
Nach 5.3.17 ist damit
1 1
U(zy,x2) = / g1(Hy(t)) e Hy(t)dt + / g1(Ho(t)) « Hy(t) dt = %x? + 129 + %x%
0 0

ein Potential von g; auf R? (mit U(g) =0).
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