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Lösungshinweise zu den Hausaufgaben:

Übungsmaterialien für die letzte Vorlesungswoche. Keine Abgabe!

Aufgabe H 66. Zirkulation und Ausfluss

Wir betrachten das Vektorfeld g : R2 → R2 :
(
x1
x2

)
7→

(
x1x2+x2

2x1+3x2

)
, sowie die Kurve

K =
{(

x1
x2

)
∈ R2

∣∣ 1
4
x2
1 +

1
16
x2
2 = 1

}
.

(a) Skizzieren Sie K .

(b) Geben Sie eine doppelpunktfreie Parametrisierung C von K an.

(c) Bestimmen Sie die Zirkulation Z(g,K) von g längs K .

(d) Bestimmen Sie den Ausfluss A(g,K) von g durch K .

Lösungshinweise hierzu:

(a) Die Kurve K beschreibt eine Ellipse mit Mittelpunkt im Ursprung und Halbachsenlängen
2 und 4 . Die Scheitelpunkte sind

(
2
0

)
,
(−2

0

)
,
(
0
4

)
,
(

0
−4

)
. Skizze:

(b) Wir parametrisieren die Kurve K wie folgt:

C : [0, 2π] → R2 : t 7→
(

2 cos(t)

4 sin(t)

)
.

Diese ist stetig differenzierbar mit C ′(t) =
(

−2 sin(t)

4 cos(t)

)
̸=

(
0
0

)
für alle t und damit regulär.

Weiterhin ist C auf [0, 2π) injektiv. Somit ist die Parametrisierung C : [0, 2π] → R2

der geschlossenen Kurve K doppelpunktfrei.
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Anmerkung Aus Beispiel 4.6.1 und Bemerkung 4.6.2 kennen wir vier mögliche Parametrisierungen
Ci : [0, 2π] → R2 , i ∈ {1, 2, 3, 4} :

C1(t) =
(
2 cos(t)

4 sin(t)

)
, C2(t) =

(
2 cos(t)

−4 sin(t)

)
, C3(t) =

(
−2 cos(t)

4 sin(t)

)
, C4(t) =

(
−2 cos(t)

−4 sin(t)

)
.

Dabei sind C1 und C4 positiv orientiert, C3 und C4 sind negativ orientiert.

(c) Vorbereitend rechnen wir

g(C(t)) =
(

8 sin(t) cos(t)+4 sin(t)

4 cos(t)+12 sin(t)

)
und C ′(t) =

(
−2 sin(t)

4 cos(t)

)
.

Damit wird die Zirkulation

Z(g,K) =

∫ 2π

0

g(C(t)) • C ′(t) dt =

∫ 2π

0

(
8 sin(t) cos(t)+4 sin(t)

4 cos(t)+12 sin(t)

)
•
(

−2 sin(t)

4 cos(t)

)
dt

=

∫ 2π

0

(8 sin(t) cos(t) + 4 sin(t)) (−2 sin(t)) + (4 cos(t) + 12 sin(t)) (4 cos(t)) dt

=

∫ 2π

0

−16 sin(t)2 cos(t)− 8 sin(t)2 + 16 cos(t)2 + 48 sin(t) cos(t) dt

=

∫ 2π

0

−16 sin(t)2 cos(t) + 48 sin(t) cos(t) dt−
∫ 2π

0

8(1− cos(t)2) + 16 cos(t)2 dt

=

∫ 2π

0

−16 sin(t)2 cos(t) + 48 sin(t) cos(t) dt−
∫ 2π

0

8 dt+

∫ 2π

0

24 cos(t)2 dt

=

∫ 2π

0

(−16 sin(t)2 + 48 sin(t)) cos(t) dt− 16π +

∫ 2π

0

24 cos(t)2 dt .

Mittels der Substitution u = sin(t) , du = cos(t) dt erhalten wir∫ 2π

0

(−16 sin(t)2 + 48 sin(t)) cos(t) dt =

∫ u(2π)=0

u(0)=0

−16u2 + 48u du = 0 .

Aus cos(2t) = cos(t)2 − sin(t)2 = 2 cos(t)2 − 1 erhalten wir cos(t)2 = 1
2
(1 + cos(2t))

(vgl. Beispiel 3.3.5) und weiter

24

∫ 2π

0

cos(t)2 dt = 24

∫ 2π

0

1
2
(1 + cos(2t)) dt = 24

[
1
2
t+ 1

4
sin(2t)

]2π
0

= 24π .

Insgesamt also
Z(g,K) = 0− 16π + 24π = 8π .
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(d) Unter Verwendung der Vorbereitungen in (c) erhalten wir für den Ausfluss

A(g,K) =

∫ 2π

0

g(C(t)) •
(

C′
2(t)

−C′
1(t)

)
dt =

∫ 2π

0

(
8 sin(t) cos(t)+4 sin(t)

4 cos(t)+12 sin(t)

)
•
(

4 cos(t)

2 sin(t)

)
dt

=

∫ 2π

0

(8 sin(t) cos(t) + 4 sin(t)) · 4 cos(t) + (4 cos(t) + 12 sin(t)) · 2 sin(t) dt

=

∫ 2π

0

32 sin(t) cos(t)2 + 24 sin(t) cos(t) + 24 sin(t)2 dt

=

∫ 2π

0

sin(t)(32 cos(t)2 + 24 cos(t)) dt+ 24

∫ 2π

0

1− cos(t)2 dt

=

∫ 2π

0

sin(t)(32 cos(t)2 + 24 cos(t)) dt+ 48π − 24

∫ 2π

0

cos(t)2 dt︸ ︷︷ ︸
(c)
= 24π=

∫ 2π

0

sin(t)(32 cos(t)2 + 24 cos(t)) dt+ 24π .

Mittels der Substitution v = cos(t) , dv = − sin(t) dt : erhalten wir∫ 2π

0

sin(t)(32 cos(t)2 + 24 cos(t)) dt = −
∫ v(2π)=1

v(0)=1

32v2 + 24v dv = 0 .

Insgesamt also
A(g,K) = 0 + 24π = 24π .

Aufgabe H 67. Zirkulation und Ausfluss

Sei α ∈ R ein Parameter. Gegeben sei das Vektorfeld gα : R2 → R2 :
(
x1
x2

)
7→

(
αx2+x2

1
x1+x2

2

)
,

sowie die Kurve K mit Parametrisierung C : [0, 2π] → R2 : t 7→
(

cos(t)+1

sin(t)

)
.

(a) Für welche α ∈ R ist gα quellenfrei? Für welche α ∈ R ist gα wirbelfrei?

(b) Bestimmen Sie die Zirkulation Z(g,K) von gα längs K .

(c) Bestimmen Sie den Ausfluss A(g,K) von gα durch K .

(d) Für welches α ∈ R besitzt gα ein Potential? Berechnen Sie ein solches Potential.

Lösungshinweise hierzu:

(a) Es gilt
div gα

(
x1
x2

)
= ∂

∂x1

(
αx2 + x2

1

)
+ ∂

∂x2

(
x1 + x2

2

)
= 2x1 + 2x2 .

Die Divergenz ist somit auf R2 nicht die Nullfunktion, unabhängig von der Wahl von
α , d.h. gα ist für kein α ∈ R quellenfrei.

Weiterhin ist

rot gα
(
x1
x2

)
= ∂

∂x1

(
x1 + x2

2

)
− ∂

∂x2

(
αx2 + x2

1

)
= 1− α .

Die Rotation verschwindet also genau für α = 1 , d.h. gα ist genau dann wirbelfrei wenn
α = 1 ist.
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(b) Vorbereitend rechnen wir

gα(C(t)) =
(

α sin(t)+(cos(t)+1)2

(cos(t)+1)+sin(t)2

)
=

(
α sin(t)+1+2 cos(t)+cos(t)2

(cos(t)+1)+sin(t)2

)
und C ′(t) =

(
− sin(t)

cos(t)

)
.

Somit wird die Zirkulation

Z(g,K)

=
∫ 2π

0
g(C(t)) • C ′(t) dt =

∫ 2π

0

(
α sin(t)+1+2 cos(t)+cos(t)2

(cos(t)+1)+sin(t)2

)
•
(

− sin(t)

cos(t)

)
dt

=
∫ 2π

0
− (α sin(t) + 1 + 2 cos(t) + cos(t)2) sin(t) + ((cos(t) + 1) + sin(t)2) cos(t) dt

=
∫ 2π

0
−α sin(t)2 − sin(t) cos(t)2 − 2 sin(t) cos(t)− sin(t) + cos(t)2 + cos(t) + sin(t)2 cos(t) dt

=
∫ 2π

0
cos(t)2 − α sin(t)2 dt+

∫ 2π

0
− sin(t)(cos(t)2 + 2 cos(t) + 1) dt+

∫ 2π

0
cos(t)(1 + sin(t)2) dt

=
∫ 2π

0
cos(t)2 − α(1− cos(t)2) dt+

∫ 2π

0
− sin(t)(cos(t)2 + 2 cos(t) + 1) dt+

∫ 2π

0
cos(t)(1 + sin(t)2) dt

Mit den Substitutionen u = sin(t) , du = cos(t) dt , v = cos(t) , dv = − sin(t) dt
sowie der Umformung cos(t)2 = 1

2
(1 + cos(2t)) (vgl. Beispiel 3.3.5) erhalten wir:∫ 2π

0
cos(t)2 − α(1− cos(t)2) dt+

∫ 2π

0
− sin(t)(cos(t)2 + 2 cos(t) + 1) dt+

∫ 2π

0
cos(t)(1 + sin(t)2) dt

=
∫ 2π

0
1
2
(1 + cos(2t))− α(1− 1

2
(1 + cos(2t))) dt+

∫ v(2π)=1

v(0)=1
v2 + 2v + 1dv +

∫ u(2π)=0

u(0)=0
1 + u2 du

=
∫ 2π

0
−α

2
+ 1

2
dt+

∫ 2π

0
1
2
cos(2t) + α

2
cos(2t) dt+ 0 + 0

= π(1− α) + [1+α
4

sin(2t)]2π0

= π(1− α) .

Insgesamt also

Z(gα, K) =

∫ 2π

0

gα(C(t)) • C ′(t) dt = π(1− α) .

(c) Unter Verwendung der Vorbereitungen in (b) erhalten wir für den Ausfluss

A(g,K)

=
∫ 2π

0
g(C(t)) •

(
C′

2(t)

−C′
1(t)

)
dt =

∫ 2π

0

(
α sin(t)+1+2 cos(t)+cos(t)2

(cos(t)+1)+sin(t)2

)
•
(

cos(t)

sin(t)

)
dt

=
∫ 2π

0
(α sin(t) + (cos(t) + 1)2) cos(t) + ((cos(t) + 1) + sin(t)2) sin(t) dt

=
∫ 2π

0
(α + 1) sin(t) cos(t) + cos(t)3 + sin(t)3 + 2 cos(t)2 + cos(t) + sin(t) dt

=
∫ 2π

0
1
2
(α + 1) sin(2t) + cos(t)3 + sin(t)3 + 1 + cos(2t) + cos(t) + sin(t) dt

=
∫ 2π

0
cos(t)3 dt+

∫ 2π

0
sin(t)3 dt+

∫ 2π

0
1
2
(α + 1) sin(2t) + 1 + cos(2t) + cos(t) + sin(t) dt

=
∫ 2π

0
cos(t)3 dt+

∫ 2π

0
sin(t)3 dt+

[
−1

4
(α + 1) cos(2t) + t+ 1

2
sin(2t) + sin(t)− cos(t)

]2π
0

=
∫ 2π

0
cos(t)3 dt+

∫ 2π

0
sin(t)3 dt+ 2π .

Verwende die Formel von Euler und de Moivre: Aus cos(t) = 1
2

(
eit + e−it

)
erhalten wir

cos(t)3 = 1
8

(
eit + e−it

)3
= 1

8

(
e3it + 3eit + 3e−it + e−3it

)
= 1

4
(cos(3t) + 3 cos(t)) .
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Ebenso erhalten wir aus sin(t) = 1
2i

(
eit − e−it

)
auch

sin(t)3 = 1
(2i)3

(
eit − e−it

)3
= 1

−8i

(
e3it − 3eit + 3e−it − e−3it

)
= 1

4
(3 sin(t)− sin(3t)) .

Damit wird

A(g,K)
s.o.
=

∫ 2π

0
cos(t)3 dt+

∫ 2π

0
sin(t)3 dt+ 2π

=
∫ 2π

0
1
4
(cos(3t) + 3 cos(t)) dt+

∫ 2π

0
1
4
(3 sin(t)− sin(3t)) dt+ 2π

= [1
4

(
1
3
sin(3t) + 3 sin(t)

)
]2π0 + [1

4

(
−3 cos(t) + 1

3
cos(3t)

)
]2π0 + 2π

= 2π .

(d) Da R2 einfach zusammenhängend ist, ist die Existenz eines Potentials äquivalent zum
Verschwinden der Rotation. Nach (a) ist dies genau für α = 1 der Fall . Für alle anderen
α besitzt gα folglich kein Potential.

Für α = 1 ist g1
(
x1
x2

)
=

(
x2+x2

1

x1+x2
2

)
. Wir bestimmen ein Potential U auf zwei Wegen:

Komponentenweise Integration: Aus Ux1 = g1,1 folgt

[U(x1, x2)] =

∫
x2 + x2

1 dx1 = [x1x2 +
1
3
x3
1] .

und also
U(x1, x2) = x1x2 +

1
3
x3
1 + c(x2) .

Ableiten nach x2 und Vergleich mit g1,2 ergibt

x1 + c′(x2)
!
= x1 + x2

2 ⇒ c(x2) =
1
3
x3
2 + k, für eine Konstante k ∈ R .

Da nur ein Potential verlangt ist, können wir k = 0 wählen und erhalten

U : R2 → R :

(
x1

x2

)
7→ 1

3
x3
1 + x1x2 +

1
3
x3
2 .

Probe: gradU
(
x1

x2

)
=

(x2
1+x2

x1+x2
2

)
= g1

(
x1

x2

)
.

Alternativ wir die Berechnung des Potentials durchführen mittels der

Hakenintegral-Methode: Wir wählen den Startpunkt q0 =
(
0
0

)
und verbinden ihn mit einem beliebi-

gen Punkt q =
(
x1
x2

)
über den Haken, der zunächst achsenparallel von

(
0
0

)
nach

(
x1
0

)
und dann von(

x1
0

)
nach

(
x1
x2

)
verläuft:

H1 : [0, 1] → R2 : t 7→
(
t x1
0

)
, H2 : [0, 1] → R2 : t 7→

(
x1
t x2

)
.

Es gilt H ′
1(t) =

(
x1
0

)
, H ′

2(t) =
(

0
x2

)
, d.h. g1(H1(t)) =

(
t2x2

1

t x1

)
, g1(H2(t)) =

(
t x2+x2

1

x1+(t x2)
2

)
. Wir

erhalten die Integrale∫ 1

0

g1(H1(t)) • H ′
1(t) dt =

∫ 1

0

t2x3
1 dt =

[
1
3 t

3x3
1

]1
0
= 1

3x
3
1 ,∫ 1

0

g1(H2(t)) • H ′
2(t) dt =

∫ 1

0

(
x1 + (t x2)

2
)
x2 dt =

[
x1x2 t+

1
3 t

3x3
2

]1
0
= x1x2 +

1
3x

3
2 .

Nach 5.3.17 ist damit

U(x1, x2) =

∫ 1

0

g1(H1(t)) • H ′
1(t) dt+

∫ 1

0

g1(H2(t)) • H ′
2(t) dt =

1
3x

3
1 + x1x2 +

1
3x

3
2

ein Potential von g1 auf R2 (mit U
(
0
0

)
= 0).
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