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Alle Aufgaben und Teilaufgaben, die nicht als
”
schriftlich“ gekennzeichnet werden, sind Votieraufgaben.

5.1. Schriftlich: (c), (d), (e) – 3 Punkte. Untersuchen Sie die folgenden Abbildungen auf
Injektivität, Surjektivität und Bijektivität. Begründen Sie Ihre Antworten.

(a) g : R −→ R gegeben durch g(x) = x2 + 5x für x ∈ R.

(b) g : N× N× N −→ N gegeben durch g(x, y, z) = 2x · 5y · 10z für (x, y, z) ∈ N× N× N.

(c) g : P(N) −→ P(N) gegeben durch g(X) = X ∪ {1} für X ∈ P(N).

(d) g : Z −→ N gegeben durch g(x) = |x|+ 1 für x ∈ Z.

(e) g : M −→ Q gegeben durch g(a, b) =
a

b
für M := {(a, b) ∈ Z× N | ggT(a, b) = 1} und

(a, b) ∈M .

5.2. Seien n, r ∈ N. Wir betrachten eine n-elementige Menge X und natürliche Zahlen α1, . . . , αr

mit
∑r

j=1 αj = n. Zeigen Sie, dass es genau
n!∏r

j=1 αj !
Abbildungen f : X −→ {1, . . . , r}

gibt, die jedes j ∈ {1, . . . , r} genau αj-mal als Wert annehmen, d.h.:

n!∏r
j=1 αj !

=
∣∣∣{f : X −→ {1, . . . , r} | αj =

∣∣f−1({j})∣∣ für j = 1, . . . , r}
∣∣∣

5.3. Seien α : X −→ Y und β : Y −→ Z Abbildungen und β ◦ α : X −→ Z die Komposition
von α und β. Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen.

(a) Wenn α und β injektiv sind, dann ist β ◦ α injektiv.

(b) Wenn α und β surjektiv sind, dann ist β ◦ α surjektiv.

(c) Wenn β ◦ α injektiv ist, dann ist α injektiv.

(d) Wenn β ◦ α surjektiv ist, dann ist α surjektiv.

(e) Wenn β ◦ α surjektiv ist, dann ist β surjektiv.

(f) Sei X = Z. Wenn β ◦ α = idX ist, dann ist β injektiv oder α ist surjektiv.

5.4. Sei b ∈ N mit b > 1. Für n,m ∈ Z mit n ≤ m definieren wir Sn,m := {x ∈ Z | n ≤ x ≤ m}.

(a) Sei n ∈ N. Zeigen Sie, dass es m, r0, . . . , rm ∈ N0 mit 0 < rm < b und 0 ≤ ri < b für
i < m existiren, für die n = rmb

m + rm−1b
m−1 + · · · + r1b + r0 gilt. Sind die Zahlen

m, r0, . . . , rm ∈ N0 durch n eindeutig bestimmt? Begründen Sie Ihre Antwort.

(b) Bilden Sie explizit eine Bijektion von N nach S1,b−1 ∪
( ⋃

j∈N

(
S1,b−1 × (S0,b−1)

j
))

.

5.5. Prüfen Sie die folgenden binäre Verknüpfungen auf Assoziativität, Kommutativität und
Existenz eines neutralen Elementes.

(a) a ? b := a+ b− 1 auf Z.

(b) a ? b :=

{
1 wenn a 6= b

a wenn a = b
auf Z.
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(c) a ? b := (a+ b)2 auf R.

5.6. Schriftlich: komplett – 7 Punkte. Für zwei Mengen X und Y wird Abb(X,Y ) definiert
als die Menge aller Abbildungen von X nach Y . Sei A eine nicht-leere Menge.

(a) Sei B eine unendliche Teilmenge von N. Um zu zeigen, dass B abzählbar ist, konstru-
ieren Sie eine Bijektion f : B −→ N.

(b) Zeigen Sie, dass Abb({0, 1}, A) gleichmächtig zu A×A ist.

(c) Zeigen Sie, dass Abb(A, {0, 1}) gleichmächtig zu P(A) ist.

(d) Nehmen Sie an, dass A abzählbar unendlich ist. Welche Mächtigkeit haben dann
Abb({0, 1}, A) und Abb(A, {0, 1})? Begründen Sie jeweils kurz Ihre Antwort.
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