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Alle Aufgaben und Teilaufgaben, die nicht als ,schriftlich® gekennzeichnet werden, sind Votieraufgaben.

8.1. Schriftlich: (c), (d) — 4 Punkte. Bestimmen Sie die Eintrége der Matrix A™ fiir die
folgenden Matrizen A und jedes n € N.
(a) ()
2 —1 1 2
A= <3 _2> € M2><2<R)' A= (O 1) € MQX?(Z)'
(b) (d) L
1 2
2 0 =(Zz =2
A= (0 —i) € Mays(C). A (O 1) € Maya(Zs).

8.2. Sei R ein kommutativer Ring und seien m,n,l € N. Zu einer Matrix A = (ai;) € Mpxm(R)
definieren wir die transponierte Matriz AT := (b;;) € Myxn(R) als die Matrix mit Ein-
trégen b;; := aj; fiir alle zuléssigen Indizes i, j. Die transponierte Matrix AT ergibt sich also
dadurch, dass die Rollen von Zeilen und Spalten der Ausgangsmatrix A vertauscht werden.
Seien A, D € My,xn(R) und B € M, «;(R). Sei C € M, x,(R) eine invertierbare Matrix.
Zeigen Sie, dass die Gleichungen (A 4+ D) = AT + DT (AT)T = A, (AB)T = BT AT und
(CTY=t = (C™HT gelten.

8.3. Sei R ein kommutativer Ring und sei n € N. Eine Matrix A € M,,x,(R) ist symmetrisch,
falls AT = A ist, und sie ist schief-symmetrisch, falls AT = —A gilt. Seien A, B,C,D €
My xn(R), mit A symmetrisch und B schief-symmetrisch. Bestimmen Sie, welche der folgen-
den Matrizen symmetrisch bzw. schief-symmetrisch sind, und begriinden Sie Thre Antwort.
(a) AB+ BA (c) A? (e) CT(DT + D)C
(b) AB — BA (d) B? (f) ¢*(D - DTYC

8.4. Sei R ein kommutativer Ring und seien m,n € N. Die Spur einer Matrix A = (a;5) in
M, xn(R) ist definiert als die Summe der Diagonaleintriige von A, d.h. Spur(4) := > | a;.
Seien A, B € Mpxn(R), C € Mpxn(R), D € Mpxm(R) und sei A € R. Zeigen Sie die
folgenden Aussagen:

(a) Spur(AT) = Spur(A)
(b) Spur(A + B) = Spur(A) + Spur(B)
(c) Spur(AA) = ASpur(A4)
(d) Spur(DC) = Spur(CD)
(e) Spur(B~'AB) = Spur(A), wenn B invertierbar ist.
8.5. Schriftlich: komplett — 3 Punkte. Sei w eine komplexe dritte Einheitswurzel, also

Losung der Gleichung w? = 1 mit w # 1.

(a) Zeigen Sie, dass 1 + w + w? = 0 ist.



8.6.

8.7.

8.8.

(b) Sei A € M3y3(C) die Matrix

1 1 1
A=[1 w w2
1 w? w

Bestimmen Sie A% und A=,

Fiir jedes a € R definieren wir die Matrix A(a) € M3x3(R) durch
1 a %QQ

A(a)= (0 1 a

0 0 1

Zeigen Sie, dass fiir alle a,b € R gilt A(a + b) = A(a)A(b). Folgern Sie, dass jede Matrix
A(a) invertierbar ist.

Schriftlich: komplett — 3 Punkte. Bestimmen Sie die Losungsmenge des folgenden
Gleichungssystems mit Koeflizienten im Korper der reellen Zahlen R mithilfe des Gau3-
Algorithmus:

T+ x9 — T3 =2
T + 229 + 3x3 = 17
201 4+ 510 —x3 =1T1.

Dokumentieren Sie Ihre Schritte.

Gegeben seien die Matrizen mit reellen Eintrédgen

10 -1 3 1 -1 -1 -2
01 2 1 2 0 4 3
A=111 ¢ g|mdB=|; H H
21 1 7 4 -3 1 2

Sind A bzw. B invertierbar? Falls ja, bestimmen Sie die Inverse.
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