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Alle Aufgaben und Teilaufgaben, die nicht als ,schriftlich® gekennzeichnet werden, sind Votieraufgaben.

10.1.

10.2.

10.3.

10.4.

Gegeben ist das folgende Gleichungssystem iiber dem Korper R

ary + (a + b)xe + bxs = 3a+ 5b
bry + abxy +axrs = a(2b+3)+b
ary + bxro +bxrs = a—+ 5b.

Geben Sie fiir alle a, b € R die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems als Ausdruck
in a und b an.

Schriftlich: (g) — 2 Punkte. Seien Wi, W5 und U Unterrdume eines K-Vektorraumes
V und seien X und Y nicht-leere Teilmengen von V. Beweisen oder widerlegen Sie die
folgenden Aussagen.

(a) Esgilt (—a) - v=—(a-v)=a-(—v) fira € Kund v e V.

(b) Die Menge X ist ein Unterraum von V genau dann, wenn fiir alle v1,v3 € X und
a € K der Vektor vy + awvy ein Element von X ist.

(c) Die Menge Wy + Wy = {v1 +v2 | v1 € W1 A vy € Wi} ist ein Unterraum von V.
(d) Es gilt (UNW;y)+ (UNWs) CUN Wy + Wa).

(e) Esgilt UN (Wi 4+ Wa) C(UNWL)+ (UNWa).

(f) Wenn X C Y C Span(X) gilt, ist Span(X) = Span(Y).

(g) Es gilt Span(X) U Span(Y’) C Span(X UY) = Span(X) + Span(Y').

Schriftlich: (c), (d) — 2 Punkte. Sei 0y, (&) die Nullmatrix von Mjyx3(R). Seien A
und B # 0y, ,(r) feste Matrizen in Myx3(R). Entscheiden Sie, ob die folgenden Teilmen-
gen Unterrdume von Mz, 3(R) sind. Begriinden Sie jeweils Thre Antwort.

(a) Die Teilmenge V; der invertierbaren Matrizen.
(b) Die Teilmenge V2 := {X € M3x3(R) | AX = 07, ,(w)}-
(c) Die Teilmenge V3 :={X € M3x3(R) | AX = B}.
(d) Die Teilmenge Vy := {X € M3x3(R) | Spur(X) = 0}.
)

(e) Die Teilmenge V5 der Matrizen mit der Eigenschaft, dass die Summe der Zahlen in
jeder Zeile, jeder Spalte und den beiden Diagonalen gleich ist.

Schriftlich: (a), (b), (i) — 4 Punkte. Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden
Aussagen.

(a) Die Unterréume Spang ({(1,0,2)T, (1, —1, 1)T}) und Spang ({(0, 1, ~1)7, (1, f%, %)T})
des R-Vektorraumes R? stimmen iiberein.

(b) BEs gilt (2,5, —3)T € Spang({(1,4,-2)7,(-2,1,3)T}) C R3.

(c) Wenn vy und vy Vektoren eines Q-Vektorraumes V' sind, gilt Spang({vi,v2}) =
Spang({v1 + v2,v1 — v2}).

(d) Wenn v; und vy Vektoren eines Zo-Vektorraumes V' sind, gilt Spang, ({vi,v2}) =
Spang, ({v1 + v2,v1 — v2})



(e) ( 17T, (1,1,0)T,(0,1,1)T sind linear unabhingige Vektoren im R-Vektorraum R3.
( _

£) (
g) 1+ i und 2 — ¢ sind linear abhéngige Vektoren im R-Vektorraum C.
)

L0,
1,0,1)7,(1,1,0)7, (0,1,1)7 sind linear unabhiingige Vektoren im Zy-Vektorraum (Zs)>.
h) 1+4 und 2 — 7 sind linear abhéingige Vektoren im C-Vektorraum C.

(i) Die Funktionen f(z) = 7(sin(z))?, g(z) = v/2 und h(z) = (cos(x + 7))? sind linear
unabhéngige Vektoren im R-Vektorraum Abb(R,R).

(
(

10.5. Schriftlich: (c) — 2 Punkte. Seien V ein R-Vektorraum und v1,...,v, € V (n > 3)
linear unabhéngige Vektoren.

(a) Zeigen Sie, dass die Vektoren v; + ve,v1 — v2,v1 — 2v9 + v3 linear unabhéngig sind.
Sind auch die Vektoren vy + vy — 3wvs, v1 + 3vg — v3, v2 + v3 linear unabhéngig?

(b) Fiir 1 < k < n definieren wir wy, := cxvg + v1 mit ¢, € R\ {0}. Zeigen Sie, dass die

Vektoren w1, ..., w, linear unabhingig sind genau dann, wenn ¢; # —1 ist.
(c) Seienwuy,...,u, € V linear unabhingig mit Span({v1, ..., v, })NSpan({u1, ..., un}) =
{0}. Zeigen Sie, dass vi,va,...,Up, U1, ..., Uy, linear unabhingige Vektoren sind.
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Weihnachtsspecial

Die folgenden Aufgaben sind freiwillig. Eine schriftliche Ausarbeitung der markierten Aufgaben kann in der
Ubungsgruppe am 7./8. Januar 2020 abgegeben werden. Die Aufgaben werden nicht in den Gruppen besprochen.
Die erreichten Punkte werden als Bonuspunkte betrachtet, von denen mazximal fiinf Punkte gewertet werden.

W.1.

Fiir = (z1,22),y = (y1,%2) € Z? definieren wir die Relation R auf Z? durch 2Ry, wenn
o} + 23 = yi + 3.
(a) Zeigen Sie, dass R eine Aquivalenzrelation ist.

(b) Bestimmen Sie die Aquivalenzklassen von (0,0), (—1,0) und (1,1), d.h. geben Sie
jeweils alle Elemente von [(0,0)], [(—=1,0)] und [(1,1)] an.

. Schriftlich: komplett — 1 Punkt.

(a) Verwenden Sie den Euklidischen Algorithmus, um den grofiten gemeinsamen Teiler
von 220 und 2457 zu berechnen.

(b) Bestimmen Sie z,y € Z, fiir die die Gleichung ggT(220,2457) = 220x + 2457y gilt.
(c) Bestimmen Sie die Zahl t € {z € Ny | z < 220}, fur die 2457t =7 mod 220 gilt.

. Schriftlich: komplett — 1 Punkt. Sei z eine komplexe Zahl.

(a) Zeigen Sie, dass z -z = |z|? ist.
(b) Sei z = r(cosa + isina) fir r € R>g und o € [0, 27[. Zeigen Sie, dass dann z" =
r"(cosna + isinna) fir alle n € N.

(c) Bestimmen Sie den Realteil und den Imaginirteil der komplexen Zahl (1 4 )7,

. Schriftlich: komplett — 1 Punkt. Bestimmen Sie die Losungsmenge des folgenden

Gleichungssystems mit Koeffizienten im Korper Zz mithilfe des Gaufi-Algorithmus:

Wie viele Losungen gibt es?

. Sein € Nund a € R\ {0}. Sei 4,,(a) € Myxn(R) gegeben durch

a+j—1, wennzi > j,

(An(a))ij = {

7, wenn ¢ < j.

Zeigen Sie, dass A, («) invertierbar ist fiir alle n € N.

. Schriftlich: komplett — 1 Punkt. Sei A die Matrix mit komplexen Eintrigen

1+1 2i 2i
A=1[2+1 1+5i —-1451
1—1 4421 244i

Ist A invertierbar? Falls ja, schreiben Sie die Matrix A~! als ein Produkt von Elementar-
matrizen. Begriinden Sie IThre Antwort.



W.7.

Wir definieren Q(v/2) := {a + bv/2 | a,b € Q}.

(a) Zeigen Sie, dass Q(v/2) ein Unterraum des Q-Vektorraumes R ist.
(b) Zeigen Sie, dass Q(v/2) mit der Einschrinkung der Addition und Multiplikation von
R auf Q(v/2) ein Korper ist.

(c) Wir definieren A x (a + bv/2) := X - a fiir alle A € Q und a + bv/2 € Q(+/2). Ist Q(+/2)
beziiglich der gewthnlichen Addition und x ein Vektorraum iiber Q7 Begriinden Sie
Thre Antwort.

. Sei K ein Korper. Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind.

(a) Seien u,v und w Vektoren in einem K-Vektorraum V und seien «, 3,7 € K mit
a,vy # 0 und au + fv + yw = 0. Dann folgt, dass Span({u,v}) = Span({v,w}).

(b) Wenn die drei Vektoren (ai,as,as,as)”, (by,ba, b3, bs)T, (c1,co,c3,c4)T € K?* linear
abhingig sind, sind auch die Vektoren (az,ar,as)”, (ba,b1,b4)T, (c2,c1,c4)T € K3 li-
near abhéngig.

(c) Wenn die drei Vektoren (ai,as,as,aq)”, (by,ba, b3, bs)T, (c1,co,c3,c4)7 € K?* linear
unabhiingig sind, sind auch die Vektoren (as, a1, a4)”, (b2, b1,b4)7, (c2,c1,c4)T € K3
linear unabhéngig.

. Schriftlich: komplett — 1 Punkt. Bestimmen Sie eine Basis fiir die folgenden kom-

plexen Vektorrdume.

(a) {(a,b,c)T €C3|a=c} CC3

(b) Span({z?,2% +1,2% + z,2? + 2 + 1}) C C[a]

(c) {f:C— C| f(x) =0 fur alle bis auf endlich viele z € C} C Abb(C, C)
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