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Alle Aufgaben und Teilaufgaben, die nicht als ,schriftlich® gekennzeichnet werden, sind Votieraufgaben.

15.1. (a) Schreiben Sie die gegebenen Permutationen als Produkt disjunkter Zykel und be-
rechnen Sie jeweils ihr Vorzeichen:

123456789]
3895216 47|

i B=(12)(247)(385);
fii. v = (13246)(67)(1257)(136).
(b) Seim = (ajas...ar) €S, ein Zykel der Lénge ¢t und sei o € S,,. Zeigen Sie, dass gilt:

i. =

omo b = (o(ar) o(az) ... o(a)).

(c) Sei p = (123)(456)(78) und v = (437)(168)(25). Bestimmen Sie eine Permuta-
tion ¢ € Sg mit ouoc~! = v. Wieviele andere Permutationen in Sg haben dieselbe
Eigenschaft wie o7

15.2. Zeigen Sie, dass fiir den Rang von A € M, (R) gilt: r(A) = r(AT A). Gilt dies auch fiir
Matrizen A € M, (C)?

15.3. Sei K ein Korper und A = (ay,...,ai—1, 0, Qit1,.--,0,) € My(K) eine invertierbare
Matrix mit den Spalten aq,...,a,. Fiir jedes b € K™ hat das lineare Gleichungssystem
A - x = b die eindeutige Losung z = A~1b.

(a) Zeigen Sie mit Hilfe der Cramerschen Regel, dass die i-te Komponente von x durch
(det A)~' - det(a1,...,a;_1,b,ai41,...,a,) gegeben ist.

(b) Verwenden Sie die Cramersche Regel und Determinanten, um das folgende lineare
Gleichungssystem iiber R zu l6sen:

2x1 + 220 +4x3 =1
2x1 — 3xo 4+ 223 =0
521 + 4xo 4 33 = 1.

15.4. Sei K ein Korper. Wir erlauben die folgenden Zeilenoperationen auf Matrizen in M, (K):
e Vertauschen zweier verschiedener Zeilen und gleichzeitiges Multiplizieren einer be-
liebigen Zeile mit —1.

e Multiplizieren einer Zeile mit einer Konstanten 0 # o € K und gleichzeitiges Multi-
plizieren einer weiteren Zeile mit o~

e Addieren eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen.
Zeigen Sie:

(a) Keine dieser Operationen verdndert die Determinante, das heifit, ist A € M,,(K) eine
Matrix und B € M, (K) die durch Anwendung einer der Operationen entstandene
Matrix, so gilt det A = det B.

(b) Jede invertierbare Matrix A € M,,(K) ldsst sich durch Anwendung dieser Zeilenum-
formungen in eine Diagonalmatrix der Form diag(1,...,1,d) bringen mit d = det A.



15.5. Seien ag,...,a,—1 € K. Bestimmen Sie die Determinante

0 0 0 —ap -z 0 ... 0 -
1 0 0 —-m 1 —z

det 0 1 —Qu —xl, | =det | g 1 0
: . .0 : : L. = —Qp—2

15.6. Sei K ein Korper und A, B € M, (K). Sei A nilpotent, das heift, es gibt eine natiirliche
Zahl m > 1 mit A™ = 0.
(a) Zeigen Sie, dass I,, — A invertierbar ist mit (I,, — A)~' = I, + A+ A% +... + Am~ L
(b) Bestimmen Sie alle A\ € K, fiir die es einen Vektor 0 # x € K" gibt mit Az = Ax.

(c) Sei B — I, nilpotent. Bestimmen Sie alle A\ € K, fiir die es einen Vektor 0 # z € K"
gibt mit Bx = Az.
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