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Diskussion studentischer Losungen zu folgenden Aufgaben:

V1.1.

Aufgabe (Elementare Zahlentheorie).

Eine natiirliche Zahl n heifst perfekt, wenn sie gleich der Summe all ihrer Teiler ist, das

heiflt falls

n:Zk

keN,
kln A k#n

gilt. Priifen Sie, ob eine natiirliche Zahl n von der Form n = 2* (2’”1 — 1) mit k£ € N

perfekt ist, falls p := 28¥*1 — 1 eine Primzahl ist.

Negativ-Beispiel einer Losung:
n perfekt n=2F(2"1—-1) keN
2kl _1=p Primzahl
q ist ein Faktor von n
q=2"2p
n=1+4+2+22+.. . +2"4p+2p+2%p+...+2F 1y
= (2 —1) + (2F - 1)p

nach Definition von p = p + (2’C — 1)p = Qkp =n

Moégliche falsche Interpretation des Negativ-Beispiels:

Falls n perfekt ist, dann gilt n=2F(2"1—-1) Vv keN.
Somit folgt okl _1=p fiir jede Primzahl p.

Dann ist jedes g €N st ein Faktor von n .

Es folgt q=2,2p . Somit ergibt sich

n=1+4+2+22+.. . +2"4p+2p+2%p+...+2F1p
= (2" —1)+ (2" - 1)p,
nach Definition von p = p + (Zk — 1)p =2fp=n . Also ist n perfekt.

Korrektur des Negativ-Beispiels:
Behauptung: Eine natiirliche Zahl

n ist perfekt , falls n =2k (2k+1 1) gilt fiir ein keN
und 2ktl _ 1 =p eine Primzahl ist.

Beweis: Angenommen qg €N st ein Faktor von n ,
dann ist qg=2", oder g = 2ip .

Sk ow=1+424224+. . 424 p+2p+22p+.. 42
kln A k#n

= (2’”1 — 1) + (2k — 1)p , nach Definition von p

W =p+ (2'“ . 1)p =2%p=n . Also ist n perfekt.
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V1.2. Aufgabe (Mengenlehre).
Sei M eine Menge und I # () eine beliebige Indexmenge. Seien T; C M Teilmengen von
M fiir i € I . Beweisen Sie die de Morganschen Regeln

(M1) M\ T, = (M\T3) |

el i€l
(M2) M\|JTi = (" (M\T) .
el i€l

Negativ-Beispiel einer Losung:

zeM\|JT; v¢| T ={Fiel:meT}
el i€l
x¢T, = xeM\T;

ze [\ (M\T) ={viel:meM\T}
el

Maoégliche falsche Interpretation des Negativ-Beispiels:
Fir x € R gilt:
xGM\L_JTZ — :vgéUTi:{EIiEI:mETi}

i€l el
= diel : z¢T;, = Jiel: zeM\T;
— ze|(M\T) ={Viel:me M\T}

el

Korrektur des Negativ-Beispiels:

Behauptung: Es gilt die Mengengleichheit M\ U T, = ﬂ (M\T;) .
icl iel
Beweis: Fiir z € M gilt:

re M\|JT. <= zeM und
iel
Def. .
xgéUT, = {mEM }EIZEI:mETi}
icl

re€M und - (Fel:meTy)

=

> z€M und Viel : 2¢T, = 2ed\T,

— Viel : ze M\T;

= xeﬂ(M\ﬂ) Def. { meM | Viel:meM\T;}.
i€l

Somit gilt die de Morgansche Regel (M1). Analog lésst sich (M2) beweisen.
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V1.3. Aufgabe (Elementare Geometrie).
Beweisen Sie den Kosinussatz: Sei ein Dreieck durch die Ecken A, B und C gegeben und

die jeweils gegeniiberliegenden Seiten mit a, b und ¢ bezeichnet. Weiterhin bezeichne «
den Innenwinkel des Dreiecks AABC an der Ecke A. Dann gilt die Gleichung

a? = b + ¢ — 2bccos(a) .

Negativ-Beispiel einer Losung:

AHBC AHAB

a® = (b+x)? + h? =2+ h?
a? = b? + 2bx + 22 + h?
N——

+

—» a®> = b2+ 2bx +

Subst.

= cos(180° — «)

x
&
x

a® = b? 4 ¢ — 2bccos(a)
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Korrektur des Negativ-Beispiels:
Wir fiihren folgende Bezeichnungen ein: Die Héhe im Dreieck AABC von B auf die

Seite b wird im Folgenden mit h bezeichnet und der zugehérige Hohenfufipunkt
mit H. Sei weiter x die Linge der Strecke AH. Zur Veranschaulichung dient
nachfolgende Skizze:

B

c H

Im Dreieck AHBA gilt nach dem Satz des Pythagoras
=2 +h. (I)

Ebenfalls im Dreieck AH B A gilt mit der Definition des Kosinus und elementaren
Aquivalenzumformungen

= cos(180° — a)) = — cos(«)

= —ccos(a) . (II)

8 o8

<~
Im Dreieck AHBC gilt nach dem Satz des Pythagoras
a® = (b+x)? +h? = b2+ 2bx + 22 + K2 (I11)
Durch Einsetzen der Gleichungen (I) und (II) in Gleichung (III) erhalten wir
a® = b* 4 ¢ — 2bccos(a) .

Damit wurde der Kosinussatz bewiesen.

Weiteres Aufgabenmaterial aus Logik und Mengenlehre:

V1.4. Aufgabe (Aussagelogik).
Priifen Sie, ob folgender Satz eine Aussage ist.

Dieser Satz ist nicht wahr.

V1.5. Aufgabe (Mengenlehre - Russellsche Antinomie).
Zeigen Sie, dass durch folgende Vorschrift keine Menge definiert wird:

K := {M|M ist eine Menge und M ¢ M} .
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Besprechung der schriftliche Aufgaben vom 1. und 2. Ubungsblatt

1.2.

1.4.

1.5.

2.1.

2.3.

2.4.

Schriftliche Aufgabe FEine natiirliche Zahl p > 2 heifst Primzahl, falls sie nur durch
1 und sich selbst teilbar ist. Welche der folgenden Aussagen sind wahr, welche falsch?
Begriinden Sie Thre Antwort.

(c) Wenn 2 ungerade ist, dann ist es eine Primzahl.

(e) Wenn 2 gerade ist, dann ist es eine Primzahl.

Schriftliche Aufgabe
(b) Bilden Sie die Negation der folgenden Aussagen:
(i) Es gibt Elefanten, die sprechen koénnen.
(ii) Es existiert ein z € Q so, dass fiir alle n,m € N gilt, dass = = %

(iii) Ve € N3n; € Ndng € N: 2% = 2nyno.

Schriftliche Aufgabe * Zeigen Sie:
(b) Wenn n eine natiirliche Zahl ist, dann ist n(n + 1) gerade.

(d) Wenn n und m natiirliche Zahlen sind, dann ist n™*! + n™ gerade.

Schriftliche Aufgabe* Gegeben sind die folgenden beiden Aussagen fiir a, b, ¢ € {2, 7}:

(1) Falls a ungerade ist, dann ist b gerade.
(2) Falls b ungerade ist, dann sind a und c¢ gerade.

Nehmen Sie an, dass eine der beiden Aussagen wahr und die andere falsch ist. In welchem
Fall gibt es eine Losung? Ist diese eindeutig? Begriinden Sie Ihre Antwort.

Schriftliche Aufgabe * Sei X eine Menge und seien A, B,C, D Teilmengen von X.
Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind. Geben Sie jeweils
einen Beweis oder ein Gegenbeispiel an.

(a) X\ (ANB)=(X\A4)n(X\B)
(d) X\ (AUB)=(X\A4)N(X\B)
(g) AUB=ANB < A=8B

Schriftliche Aufgabe Sei n € N mit n > 2. Betrachten Sie das Produkt

ML) - (- 3) (- 3) (-3

(a) Berechnen Sie po, ps3, ps und ps.

(b) Vermuten Sie eine Formel fiir p,, als einen Bruch und zeigen Sie diese dann induktiv.
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