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Aufgaben zu Basen und linearen Abbildungen

V9.1. Aufgabe. Sei K, [z] der Vektorraum der Polynome vom Grad n oder kleiner {iber einem
Korper K. Seien z1,...,2, € K (nicht notwendiger Weise verschieden). Sei weiter

S = {si ::xi‘iE{O,l,...,n}} ,

B = {bi = ﬁ(l’ - zj)

j=1

ie{O,l,...,n}}.

(a) Zeigen Sie, dass die Menge B eine Basis von K, [x] ist.

Sei nun n = 3 und z; =i fiir 1 <1i <n und die Abbildung f : K,[z] — K,[z] definiert
durch

f(a+ bz + cx? + da?) := (a — 2¢) + (=3a — 2b)x + (b + 3¢ + Td)z*> + (a + b+ ¢ + d)2®

(b) Zeigen Sie, dass f linear ist.

(c) Bestimmen Sie die Matrix Mg (f) der Abbildung f beziiglich der Basis S im Urbild-
und Bildbereich.

(d) Bestimmen Sie die Basiswechselmatrizen ME (idg, [z)) und M S(idg, [])-
(e) Bestimmen Sie die Matrizen MZ(f) und ME(f).

(f) Bestimmen Sie Ker(f) und Im(f). Geben Sie hierzu jeweils eine Basis an.

Bemerkung. Die Basis der Newton-Polynome B wird beispielsweise in Algorithmen zur
Polynominterpolation verwendet.

V9.2. Aufgabe. Priifen Sie, ob die folgenden linearen Abbildungen Monomorphismen, Epi-
morphismen oder Isomorphismen sind. Geben Sie gegebenenfalls die Umkehrabbildung
an.

(a) f:R3 = R2: (21,29, 23)7 = (x1 — 23,209 + 21)7
(b) f:R3 = R3: (w1, 20, 23)7 > (21 + 209 — 223,21 — 209 — 3, —1 — T2 + 223)7

(c) f: R3 — R*: ($1,$2,SL‘3)T — (x9 — 2x3,2x1 + X2, 21 + T3, 1 + 1:2)T

V9.3. Aufgabe. Sei K ein Koérper, und seien m,n € N. Seien V und W zwei K-Vektorrdume
mit dim(V') = n und dim(W) = m.

(a) Zeigen Sie: Der Vektorraum Hompg (V, W) aller linearen Abbildungen von V' nach
W hat die Dimension mn.

(b) Sei f € Endg (V). Zeigen Sie, dass die Abbildung ¢ : Endg (V) — Endg (V) : g —
f o g linear ist.

(c) Sei f € Endg (V) mit dimKer(f) = d. Zeigen Sie, dass W := {f o g|g € Endg(V)}

ein (n? — nd)-dimensionaler Unterraum von Endg (V) ist.
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V9.4. Aufgabe. Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber einem Koérper K und f :
V' — V ein Endomorphismus. Fiir n € N bezeichne f* = fo...o f. Zeigen Sie:
——

n mal

(a) Es gibt ein M € N so, dass Ker(f™) = Ker(fM) fiir alle m > M.
(b) Es gibt ein N € N so, dass Im(f™) = Im(f) fiir alle n > N.
(c) Sei L := max{M, N} fiir M, N wie in (a) und (b). Dann gilt V = Ker(f)®Im(f*).
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