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Ubungsblatt 13

»Die Mathematiker, die nur Mathematiker sind, denken also richtig, aber nur unter der Voraussetzung, dass man
ihnen alle Dinge durch Definitionen und Prinzipien erklart; sonst sind sie beschrinkt und unertriglich, denn sie
denken nur dann richtig, wenn es um sehr klare Prinzipien geht. «

(Blaise Pascal; 1623 — 1663)

V 13.1. Betrachten Sie die die Teilmenge M C R3*3 reeller 3 x 3-Matrizen mit

1
M = 0
0

=

b
c|l : abceR
1

Ferner definieren wir den Kommutator [ -, -| zweier Matrizen A und B durch [A,B] := A-B—B-A.

(a) Zeigen Sie, dass M abgeschlossen ist beziiglich des Matrizenprodukts, d.h. es gilt
A BeM = A-Be M.

(b) Zeigen Sie, dass jede Matrix A € M invertierbar ist und geben Sie A~! explizit an. Ist auch
At e M?

(c) Fiir welche Matrizen A, B € M gilt [A, B] =07

(d) Fiir welche Matrizen A € M gilt [A,B] =0 VB € M?

V 13.2. Gegeben sei die linear unabhingige Menge M := {v1,v2,v3} C R* mit

1 1 1
V] = 0 , Vg = -1 und v3 = 2
3 4
0 1
Nutzen Sie das Gram-Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren, um eine Orthonormalbasis B von
LH(M) C R* zu konstruieren. Es soll hierbei beziiglich der euklidischen Norm || - || normalisiert
werden.

Bitte wenden.
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V 13.3. Gegeben Sei der Vektorraum V = R3, sowie Untervektorrdume U C V und Vektoren z € V/,

1 2
M U=qt-[-1] : teR}, r=111;
1 1
1 2 2
(i) U=<gs-|-1|+t-|-1| : s, teRy, =10
1 0 1

sowie jeweils die kanonische Basis B = {b1, ba, b3} zu V. Bestimmen Sie fiir (i) und (ii) jeweils

(a) eine ONB (Orthonormalbasis) By von U,

(b) die orthogonale Projektion von x auf U,

(c) den Abstand von z zu U,

(d) diejenige Matrix M}f’B, die zur orthogonalen Projektion P : V — U gehort,

(e) diejenige Matrix MEU’B, die zur orthogonalen Projektion P : V — U gehort, wobei By die in
Teilaufgabe (a) bestimmte ONB ist.

V 13.4. Sei V ein beliebiger R-Vektorraum mit einem Skalarprodukt (-, -) : V x V' — R und der dadurch

induzierten Norm || - || : V — R{, d.h.
ol == /w,0),  weV.
Sei weiter (vy)nen eine Folge von Vektoren v, € V, die beziiglich || - || gegen einen Vektor v € V

konvergiert, d.h.
Ve>0 IN.eN Vn>N, : |u,—v|<e.

Beweisen Sie, dass fiur alle w € V

nli_)Holo<Un, w) = (v, w)

gilt.
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