PD. Dr. P.H. Lesky Universitat Stuttgart
Wintersemester 2018/19

Vorlesung Mathematik 1
fiir Studierende der Facher inf, swt, msv

Warnung: Dies ist kein vollstindiger Vorlesungsaufschrieb. Dieses
Skript ist zur Erleichterung beim Mitschreiben gedacht, Ergidnzungen
sollen nachgetragen werden.

1 Grundlagen

1.1 Zur Aussagenlogik

1.1 Definition: Eine Aussage ist ein Satz, der entweder wahr oder falsch ist.

1.2 Verkniipfung von Aussagen:

Verkniipfung in Worten Definition durch Wahrheitstabelle
-A nicht A, Negation von A Al -A

W

f
AV B A oder B, logisches Oder A|/B|AVB|ANB|A—-B|A+ B
ANB A und B, logisches Und W | W
A— B wenn A dann B w | f
A+ B A genau dann wenn B flw

f]f

1.3 Implikation: A = B bedeutet: Die Aussage A — B ist wahr.
Also: Wenn A wahr ist, dann ist auch B wahr. (Wenn A falsch ist, wird keine Aussage iiber B
gemacht.)

Man sagt: A ist hinreichende Bedingung fiir B,
B ist notwendige Bedingung fiir A.

ZB. |lz—4<1 = z<b.
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1.4 Aquivalenz: A < B bedeutet: Die Aussage A < B ist wahr.
Also: Entweder sind beide Aussagen wahr oder beide falsch.

ZB. (z—12 <4 & |z-1 <2 & —2<z2-1<2 & -1<z <3

ZB. A—-B & =B —-A
Beweis durch Wahrheitstafel:

(Beweis durch Fallunterscheidung,

Auflistung aller moglichen Fille)

- - 2 = |
- % = 2|

s =2 -+ omh

1.5 Wichtige Beweistechniken:

1) Direkter Beweis: Zeige A = B, indem aus der Giiltigkeit von A durch Umformungen

oder Folgerungen auf die Giiltigkeit von B geschlossen wird.
2) Kontraposition: Zeige A = B durch Nachweis von =B = —A.

3) Widerspruchsbeweis: Zeige A = B durch Nachweis von A A =B = falsche Aussage
(markiert durch % oder ,, Widerspruch®).

2) und 3) werden als indirekte Beweise bezeichnet.
Z.B.Beweise |z—4| <1 = g < 5:

y B

A

1) Direkt: Wir gehen davon aus, dass |z — 4| < 1 wahr ist.
Falla)x >4 = -4 =|r—4 <1 = 2 <5 < B

Fallb)z < 4 = z <5 & B

2) Kontraposition:

-B & x>5 = z-4>1 = |z—4 =2z-4>1 & -A

3) Widerspruchsbeweis: Annahme [z —4| < 1 Az > 5
= 1 <a—4=Jr—-4 <1 = 1<1 %

Typisches Beispiel fiir einen Widerspruchsbeweis: 22 = 2 = 2 € Q.

Annahme: 22 = 2 A 2 € Q
& 2P =2AN1 = B, wobei p, q teilerfremd
q

= p,q haben den gemeinsamen Teiler 2 % (p, q sind teilerfremd)
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1.2 Mengen

1.6 Definition (naiv): Eine Menge ist eine Zusammenfassung von Objekten zu einem Gan-
zen. Bezeichnung: m € M bedeutet: Das Objekt m liegt in M (ist in der Menge M enthalten),
m ¢ M bedeutet: m liegt nicht in M.

Explizit: M :={1,2,3}, N={1,2,3,...}.
Durch charakteristische Eigenschaft: P := {n € N : n ist Primzahl}
0 (oder {}): Leere Menge, enthélt keine Elemente.

1.7 Gleichheit: A= B, fallsz € A< x € B.
1.8 Teilmenge: AC B, fallss v €e A=z € B.

Fiir jede Menge A gilt ) C A.

Veranschaulichung im Venn-Diagramm:

1.9 Verkniipfung von Mengen:

ANB = {x:x€ ANz € B} (Schnittmenge)
AUB = {x:x€ AVae B} (Vereinigungsmenge)
A\ B = {z:2e€ ANz ¢ B} (Differenzmenge)

Veranschaulichung im Venn-Diagramm:

Zwei Mengen heiflen disjunkt, wenn ihre Schnittmenge leer ist.

1.10 Gesetze von De Morgan: Seien A, B,C Mengen. Dann gelten:
AN(BUC) = (A\B)N(A\C),  A\(BNC) = (A\B)U(A\C).
1.11 Potenzmenge: P(A) = {B:B C A}

ZB:A={1,2,3} = 7PA) =
ZB.: A={{1},{2}} = P) =
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1.12 Kartesisches Produkt: A x B := {(z,y):x € ANy € B},
(z,y) heiBt geordnetes Paar (geordnet: Die Reihenfolge ist wichtig)

Z.B.: {1,2} x {3,4} =

Z.B.: N x N = {Gitterpunkte}:

Geordnetes Paar definiert durch Mengenlehre: (z,y) := {x, {y}}.
Insbesondere: (z,y) = (2',y) & z=2'Ny=1

1.3 Quantoren

1.13 Definition: Sei M eine Menge, A(x) eine von x € M abhéngige Aussage.

Ve e M : A(x)

bedeutet: Fiir alle x aus der Menge M ist die Aussage A(z) wahr.

Z.B.:¥Vn € N:n <n?

dr e M : A(x)

bedeutet: Es gibt (existiert) mindestens ein x in der Menge M, fiir das die Aussage A(z) wahr
ist.

ZB.:dneN:n—-3¢&N.

Az e M : A(z)

bedeutet: Es gibt genau ein z in der Menge M, fiir das die Aussage A(x) wahr ist.
ZB.:3lxeN:z+4=6.

1.14 Negation von Aussagen mit Quantoren:
—(Vz e M : A(z)) < FzeM:-Az),
—(Jx e M : A(z)) & VzeM:-A).

7.B.: Losbarkeit der Gleichung x + a = b im Raum der ganzen Zahlen:
VaoeZ YoeZ Jxe€Z:x+a=D

Negation:
JdJaeZ FbeZ VrxeZ:x+a#b
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1.4 Abbildungen

1.15 Definition: Seien A, B Mengen. Eine Abbildung f von A nach B ist eine Vorschrift,
die jedem = € A ein eindeutig bestimmtes Element f(z) € B zuordnet. Manchmal heifit f auch
Funktion.

Schreibe: f:A—B

oder f:A— B:xw—y= f(z)

oder f:A>x—yeB

oder f:xw—y= f(zx).
A heiit Definitionsbereich (engl. domain) von f, B Bildbereich (engl. codomain) von f.
Falls y = f(z), heiit y Bild von = (engl. image), x heifit Urbild (engl. pre-image) von y.

Die Menge
f(A) = {f(zx)e B:x € A}

heifit Bild von f (engl. Range), fiir C' C B heifit
fHC) == {zcA: f(z)eC}

Urbild von C.

ZB.: f:R—=R:x— 2% y=4,C=10,4].
Achtung: f:R—>R:z — % ist keine Abbildung.

1.16 Definition: Zwei Abbildungen f : A — B und f' : A — B’ heiflen gleich, falls
A =ANVz e A: f(z) = f(x).

1.17 Definition: f: A — B heifit

1) injektiv, falls fiir z,2’ € A flz)=f@)=x=2
bzw. o' #x = f(a') # f(z)
2) surjektiv, falls f(A) = B.

3) bijektiv, falls f injektiv und surjektiv.

Injektiv bedeutet: In jedem y € B endet hochstens ein Pfeil
Surjektiv bedeutet: In jedem y € B endet mindestens ein Pfeil
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Bijektiv:

1.18 Definition: Ist f: A — B bijektiv, so heifit f~1: B — A : f(z) — x die Umkehrab-
bildung oder inverse Abbildung zu f.

ZB.: fi:R=R:zr a? weder injektiv noch surjektiv
fo:] —00,0] = R: x> 22 injektiv, nicht surjektiv
f3:R—[0,00[: z > 22 nicht injektiv, aber surjektiv
f1:]—00,0] = [0,00[: x — 2* injektiv und surjektiv, filiy—= =y

1.19 Definition: Ist f : A — B und Ay C A, so heifit fo: Ag — B :z+— fo(x) := f(x) die
Einschriankung von f auf Agy; f heifit Fortsetzung von f; auf A. Man schreibt fy = f ’ A"

Die Abbildung ids : A — A : x +— z heiflit identische Abbildung.

Z.B.: Seien fi, f aus dem vorigen Beispiel. Dann ist f, die Einschrinkung von f; auf | — oo, 0]:

fo= fl’]foo,(]}' Umgekehrt ist f; eine Fortsetzung von fy auf R.

1.20 Verkniipfung von Abbildungen: Sei f : A — B, g: B’ — C, B C B’. Dann heift

gof:A—=C:xw(go f)(z) = g(f(r))

die Verkniipfung oder Hintereinanderausfithrung ¢ nach f.

B/
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1.21 Satz: Ist f : A — B bijektiv, so gilt

fof!'=idg, flof=ida

Beweis: 1) Seize A = [ (f(z))=2 = [lof=ida

2) yeB = JxrecA:y=f(x)
= a=f"y = f(fW)=fa)=y = fof'=idp 0

1.22 Abbildungen und Mengenlehre: Sei f: A — B. Dann heifit
G:={(x,f(z)) ;2 € A} C AXB
der Graph von f. Definiere eine Abbildung von A nach B als G C A x B mit der Eigenschaft
Vee A ly, € B: (z,y:) € G.

und setze f(z) := y,.

1.5 Relationen

1.23 Definition: Seien A, B Mengen. Eine (zweistellige) Relation ist eine Teilmenge R C
A x B. Fiir (a,b) € R schreibe aRb: Zwischen a und b besteht die Relation R.

2B.:<:= {(n,m) e NxN:n<m}.
ZB.:N/2N = {(n,m) € Nx N :|n—m]|ist durch 2 teilbar}.

Uns interessieren Relationen auf A, d.h. R C A x A.

1.24 Definition: Eine Relation R C A x A (d.h. R ist Relation auf A) heifit

1) reflexiv, falls Va € A : (a,a) € R.
2) symmetrisch, falls (a,b) € R < (b,a) € R.
3) antisymmetrisch, falls (a,b) € R A (bya) € R = a=b.

4) transitiv, falls (a,b) €¢ R A (b,c) € R = (a,c) € R.
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1.25 Ordnungsrelation: Ist eine Relation auf A, die reflexiv, antisymmetrisch und transitiv
ist. Fiir (a,b) € R schreibe a < b. Es gilt also

VaoecA:a<a
a<b ANb<a = a=0b
a<b Ab<c¢c = a<c

1.26 Aquivalenzrelation: Ist eine Relation auf A, die reflexiv, symmetrisch und transitiv

ist. Fiir (a,b) € R schreibe a ~ b. Es gilt also

Ya€A:a~a
a~b & b~a
a~b ANb~c = a~c

Z.B.: ~ = N/2N. Dadurch zerfillt N in zwei Klassen:
{neN:n~1} = {1,3,5,...} = {neN:n~3} = ...
{neN:n~2} = {2,4,6,...} = {neN:n~4} = ...

1.27 Aquivalenzrelation ist Klasseneinteilung: Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf A.
Fiir a € A ist
la] == {beA:b~a}

die Aquivalenzklasse von a. Fiir Aquivalenzklassen gelten:

1) Yae€ A:aé€la],

2) [a]n[b] #0 = [a] = [0]

Das bedeutet: Die Menge

'
i

{la] :a € A} C P(A)

besitzt die Eigenschaften
1) |JB =4
2) Sind By, Bs € A, so gilt entweder B; N By = () oder By = Bo.

Man nennt A eine Klasseneinteilung von A.

Beweis der Eigenschaften 1) und 2) der Aquivalenzklassen:

Fir jedesa € Agilta~a = a € [al.

Sei [a]N[p]#0 = 3Feelanh] = a~c~b = a~b = [af C[Y

IN
£}
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Umgekehrt: Ist A eine Klasseneinteilung von A, so definiert
R = {(a,b) e AxA|3IBeA:a€B A be B}

eine Aquivalenzrelation, und die Aquivalenzklassen sind genau die Elemente von A.

Beweis, dass R eine Aquivalenzrelation ist:
Reflexivitdt:  Seia € A. Wegen A = U B existiert ein B € Amita € B = aRa,
BeA
Symmetrie: aRb = bRa Klar,

Transitivitat: aRb N bR¢ = B1=By = a,c€ By = aRc.
~~~ ~~
a,be By b,c€ B>

1.28 Beispiele: 1) A=RxR, (z,y) ~ (2,y) & \/xQ + 92 = \/x’Q + oy
[(z,y)] = Kreis um (0,0) mit Radius r = y/22 + y2.

2) Briiche: Zwei Briiche g, . sind gleich, wenn p s = r q. Definiere auf Z x N die Relation

(P, q) ~ (r,s) & ps=rq
Ein Bruch ist dann die Aquivalenzklasse [(p, q)] =:

p
PR

3) Groflen von endlichen Mengen: Sei M := {Mengen M mit endlich vielen Elementen}.
Definiere auf M
My~ M, & 3(f: My — M) : f ist bijektiv

Die Aquivalenzklassen bestehen aus allen Mengen mit derselben Anzahl von Elementen.

1.6 Die natiirlichen Zahlen
1.29 Peano (1889): Die natiirlichen Zahlen bilden eine Menge N, auf der eine Abbildung
Nachfolger: N — N

erklért ist mit folgenden Eigenschaften:
(N1) F'ap € N: zy & Nachfolger(N). Bezeichnung 1 := .
(Es existiert genau eine Zahl, die nicht Nachfolger einer anderen Zahl ist).

(N2) Nachfolger ist injektiv
(Nachfolger(n;) = Nachfolger(ns) = ny = no)
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(N3) (Induktionsaxiom) Ist M C N mit den beiden Eigenschaften

e 1¢c Mund

e n € M = Nachfolger(n) € M,
dann ist M = N.
(Enthélt eine Teilmenge M C N die 1 und mit jeder Zahl auch ihren Nachfolger, dann ist
M = N).

Man schreibt: 2 := Nachfolger(1), 3 := Nachfolger(2), ..., n + 1 := Nachfolger(n).

Aus diesen Axiomen lassen sich alle bekannten Regeln fiir die natiirlichen Zahlen beweisen,

z.B.m+n=n-+m.

1.30 Vollstindige Induktion: Fiir n € N sei A(n) eine Aussage, die von n abhéingt, z.B.

1
1424, . 4+n = @
Ziel: Beweise, dass A(n) fiir alle n € N wahr ist.

Verfahren: Beweise

1) A(1) ist wahr (Induktionsanfang),

2) A(n) = A(n+1) fiir beliebiges n € N (Induktionsschritt)
(Falls A(n) wahr (,,Induktionsannahme®), dann ist A(n + 1) wahr (,,Induktionsbehaup-
tung*).

Induktionsschluss: Dann ist A(n) wahr fiir alle n € N.

Beweis: Sei M := {n € N: A(n)ist wahr} € N.Dannl € M undne M = n+1¢€ M.
Also M = N nach (N3). 0

1.31 Beispiele: 1) An):1+4+24...+n= % (arithmetische Summe).

e Induktionsanfang: A(1): 1= @ ist wahr.

e Induktionsschritt: Falls 1 +2+...+n= "(";1) (A(n) wahr), dann

1 1 2 1
1424+ ... +n+n+l1 = %Jrnﬂ _ n(n+ ); (n+1)
 (n+2)(n+1)
B 2
Also: A(n + 1) wahr.
n(n+1)

e Induktionsschluss: Vn e N:1+24+ ...+ n = —
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2) Seiq#1.An): ¢ +¢'+.. . +¢" = lij(;l (geometrische Summe).
—

=1

3) A(n): Ist M C N eine Menge mit n Elementen, so besitzt M ein Maximum:

k=max(M) &= keM AVieM:I<k.

4) Ist M eine Menge mit n Elementen, so besitzt die Potenzmenge P(M) 2™ Elemente.

1.32 Rekursive Definition: 1) Fakultéit nl:
o =1
(n+1)! == (n+1)n! fir n € Ny.

2) Summen- und Produktzeichen:

0 n+1 n n
g ap = 0, g ar = g ar + Ap41, salopp: E a =a1+as+ ...+ a,
k=1 k=1 k=1 k=1

0 n+1 n n
H ap = 1, H ap = H ag | - apg1, salopp: H A = a1 - Qy...0ay
k=1 k=1 k=1 k=1

3) Addition und Multiplikation aus Peano-Axiomen: Fiir m € N setze
m + 1 := Nachfolger(m), m + (n+ 1) := Nachfolger(m + n).

Damit ist m + n fiir alle m,n € N definiert.

Analog: m-1:=m, m-(n+ 1) :=m-n+m. Damit ist m - n fir alle n, m € N definiert.

Jetzt konnen alle Rechengesetze bewiesen werden.

1.33 Binomaalkoeffizient:

AN n! _n-n=1)--(n-k+1) e
(k) Sl ey Ty T ok (sprich: ;n iiber k)

fiir n, k € Ny, k < n. Dann gelten

b (1)=(20)

2 () ()~ e
) ()-()-
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4) Pascalsches Dreieck:

1.34 Binomaischer Satz: Fiir beliebige Zahlen a, b und fiir n € N gilt

(a+b)" = i (Z) a” ok = <g) a® + (T) a” b+ (Z) e <Z> b

k=0

ZB.: (a+b)* = a*+4a®b+ 6a*V? + 4ab® + V.

Bewezis: Vollstindige Induktion ab n = 1:

1

1 1 1

Induktionsanfang: E < )alk Vo= < )al v’ + ( )ao b' = a+b = (a+0b)" stimmt.
— k 0 1

Induktionsschritt: Induktionsannahme: Die Formel gilt fiir n.

n+1
1
Induktionsbehauptung: (a + b)"*! = Z <n * )an+1—k bk

k
k=0
Beweis der Induktionsbehauptung;:
(a+b)™ = (a+b)-(a+b)"
k=0
_ Z (k) n+l—k bk + Z (Z) anfk bk+1

k=0

J/

-~

_ ln:ll (lf1>an—(l—l) bl

n+1
n QLR pk n n—(k—1) 1k
b b

<
QB Q)

~~

T) (1)

1
n+1\ ik
_ n+l—k p,
(")

M=

B
Il

=

wit)

Il
—
~~

3
+

ol

Induktionsschluss: Die Formel gilt fiir alle n € N.



Mathematik [ fiir inf/swt/msv, Wintersemester 2018/19, Seite 13
1.35 Von N zu Z: Idee: —1=1-2=2-3=...=m—(m+1)=...
Definiere auf N x N die Aquivalenzrelation
(m,n) ~ (m',n') & m+n"=m'+n
1) Reflexivitit: (m,n) ~ (m,n).
2) Symmetrie: (m,n) ~ (m/,n’) < (m/,n') ~ (m,n)
"

3) Transitivitdt: (m,n) ~ (m/,n’) A (m/,n) ~ (m",n") = (m,n) ~ (m",n").

Sei Z := {[(m,n)] : m,n € N}. Setze 0 = [(1,1)], n:=[(n+1,1)], —n:=[(1,n+ 1)].
Definiere [(m,n)] + [(k,1)] := [(m + k,n + [)] und zeige, dass die Summe unabhéngig von den
Reprisentanten der Aquivalenzklassen ist.

(Z,+) erfiillt alle bekannten Gesetze.

1.7 Teilbarkeit

1.36 Definition: Sei n € Z. Dann heifit m € N Teiler von n (kurz m | n), falls
dkeZ:n=k-m;
n heiflt teilbar durch m. Insbesondere: 0 ist durch alle m € N teilbar.
D(n) = {deN:d|n}
ist die Menge der Teiler von n. Fiir n,m € N heif3t
ggT(m,n) := max (D(m) N D(n))

der groflte gemeinsame Teiler von m und n.

Z.B.: ggT(30,24):

1.37 Satz: Teiler ist Ordnungsrelation auf N.

1.38 Hilfssatz: Seien n,m,l, k € Z, d € N. Dann gilt

din Nd|m = d|(k-n+1-m).



Mathematik I fiir inf/swt/msv, Wintersemester 2018/19, Seite 14

Beweis: d|n AN d|m = 3k, ke€Z:n=k-d N m=ky-d.
=d|(k-n+1-m).

1.39 Teilen mit Rest: Seien n,m € N mit n > m. Dann gibt es eindeutig bestimmte Zahlen
g €N, 7 € No:=NU{0} mit

n=qg-m+r AN r<m-—1.

Beweis: 1) g:=max{keN:k-m<n}, r:=n—qg-méeN
= r>20r<m-1,n=q-m+r
= Existenz

2) Seig-m+r=q¢ -m+r
N m-(q—¢)=r"—r fallsr' >r
m-(¢—q)=r—7r" fallsr <r
[r—r|<m—1
= g=q N r=r
= Eindeutigkeit O

1.40 Teilen mit Rest erhdlt den ggT: Ist n = q-m + r wie oben, so gilt

ggT(n,m) = ggT(m,r).

Beweis: Wir zeigen: D(n) N D(m) = D(m) N D(r). Dann ggT(n,m) = ggT(m.r).

1) deDn)NnD(m) = n=k-d N m=ky-d
r=n—q-m=d(ki—q- ko)
A,—/

Y

€z

= d|r ANd|m
= de D(m)nD(r)

2) deDm)ND(r) = dln=qg-m+r = de Dn)ND(m)

Z.B..30=1-24+ 6
r=ggT(30,24)
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1.41 FEuklidischer Algorithmus: Seien m,n € N mit m > n. Dann existieren eindeutig

bestimmte Zahlen K € N, r1,...,7k,q1,...,qrx+1 € N mit

m = g-n+r; mtO<ri<n-—1
n = @ -r+r mto<ry<r —1
rL = q3-T2+T3

k-2 = (g Tk-1TTK

Tk-1 = (r+1-Tk +0,

und es gilt rx = ggT(m, n).

Beweis: Aus Satz 1.39 folgt die Eindeutigkeit der ¢;,r;. Wegen r; < r;_1 —1 <r;_9—2...
bricht das Verfahren nach héchstens n Schritten ab.
Aus Satz 1.40 folgt, dass

ggT(m,n) = ggT(n,r) = ggT(r,r2) = ... = ggT(rg_1,7x) = rk.

1.42 Beispiele: 1) ggT(210,25):

2) ggT(132,11):
Drei Folgerungen aus dem Euklidischen Algorithmus:

1.43 Hilfssatz: Seien k,m,n € N. Dann gilt

ggT(km,kn) = kggT(m,n).

Beweis: Multipliziere den euklidischen Algorithmus fiir m, n mit k:

an—+nr km = q kn+kr
n o= @qr+nr kn = qkri+kry
: =
Tk—1 = qrk+1Tk +0 krk-1 = qry1hkrg +0

= ggT(km,kn) = krx = kggT(m,n). 0
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1.44 Folgerung: k|m A k|n = k|ggT(m,n).

Beweis: m =01k N n=1Ilsk = ggT(m,n)=ggT(kli,kly) = keggT(l1,12). 0

1.45 Satz: Seien m,n € N und M(m,n) := {mz + ny : z,y € Z}. Dann besteht M (m,n)

genau aus allen Vielfachen von ggT(m,n):

M(m,n) = {zggT(m,n):z€ 72} =: ggT(m,n)-Z.

Beweis: 1) ggT(m,n) | m A ggT(m,n)|n = ggT(m,n)| (mz+ny) = M(m,n) C
ggT(m,n)- Z.

2) Zeige ggT(m,n) € M(m,n). Dann folgt ggT(m,n)-Z C M(m,n).
Fir ll, lhe” gllt kl, ko € M(m, n) = Lki+1lky € M(m,n), denn:

ki, = mxi+n
! ! s } = Lk +lhke=m(lzy+lxy) +n(lhys + l2ye) € M(m,n)

ko = mxy+nys

Betrachte den euklidischen Algorithmus:

Gan+nr = rm=m—qné&€M(m,n)
n = qri+7ry = ro=n—qr € M(m,n)
Tk—o = (qxTk-1+rxk = gegl(m,n)=rg € M(m,n)

1.8 Primzahlen

1.46 Definition: p € N mit p > 2 heiit Primzahl, wenn D(p) = {1, p}. Insbesondere ist 1

keine Primzahl.

1.47 Euklidischer Hilfssatz: Seien m,n € N, p Primzahl. Dann:

pl(m-n) = p|lm V p|n.

Beweis: Fall p | m: okay
Fall =(p | m): p|mn A p|lpn = p|ggT(mn,pn) =nggT(m,p)=n = p| ]

Mit Induktion folgt: p Primzahl A p | ny---np = 3j :p|n;.
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1.48 Fundamentalsatz der Arithmetik: Sei n € N,n > 2. Dann lésst sich n als Produkt
von Primzahlen darstellen:
n = p1-P2---Ph, P1, - .., pr Primzahlen.

Die Darstellung ist bis auf die Reihenfolge eindeutig.

Beweis: Wir beweisen: Fiir jedes n € N gilt: Jede natiirliche Zahl j € {2,...,n} ist als

Produkt von Primzahlen darstellbar.

1) Induktionsanfang n = 2: 2 =2 okay
2) Induktionsschritt:

Primzahl = n +1=n+ 1, also Produkt aus der Primzahl n + 1

keine Primzahl: n +1 =%k -1

dde 1= p1---pj-p1---Pi = Produkt von Primzahlen
W—/ H/—/

n+1 =
=k =l

3) Induktionsschluss: Die Aussage gilt fiir jedes n € N mit n > 2.

Aus der bewiesenen Aussage folgt, dass sich jede Zahl j € N mit j > 2 als Produkt von

Primzahlen darstellen lasst. 0

1.49 Satz: Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Bewets: Annahme: Es gibt nur endlich viele Primzahlen: P = {py,...,p,}.

Betrachte

m = 1+p1p2pn 1é8 Q1 Gk, QJ Primzahl

Dann folgt ¢; ¢ P: Andernfalls s =p; = 1 |1l=q¢ @ —p1- - Dn %
= ¢ Primzahl A ¢, € P % 0

1.50 Bemerkung: Primzahlsatz (1896 Hadamard, Vallée Poussin)

m(n) := Anzahl der Primzahlen <n = lim = 1.
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1.9 Kongruenzen

1.51 Definition: Sei m € N, m > 2. a,b € Z heiflen kongruent modulo m (geschrieben
a = b (mod m) oder a = b (m)), wenn m | (a—0b). D.h. a, b ergeben beim Teilen mit Rest durch

m denselben Rest: Ist
a = gm+r;, 0<r<m-1

= @gm-+ry, 0<rs<m-—1

so sind @ = b (mod m) und r; = ry dquivalent.

1.52 Satz: Sei m € N, m > 2 fest. Dann ist = (m) eine Aquivalenzrelation auf Z.

Beweis: 1) a=a (mod m) ist erfiillt,
2) a=0b(modm) = b=a (mod m) ist erfiillt,

3) a=b(modm) A b=c (modm)
s ml(a=b AN m|((b—c)
= m|(a—c)=(a—b)+ (b—rc)
= a =c (mod m). 0

1.53 Satz: + und - sind vertréglich mit = (m), d.h.

a=d (m) ANb=V (m) = a+b=d +b (m) AN a-b=d -V (m).

1.5/ Rechnen mit Aquivalenzklassen: Sei m € N, m > 2 fest. Dann besitzt die Aquiva-
lenzrelation = (m) genau m Aquivalenzklassen [0],[1],...,[m — 1], die Restklassen modulo
m. Definiere
Z/mZ = {[0],...,[m—1]}
[a] + (8] = la+bl, [a]-[b] := [a-0]

Dann gelten:

la] + ([b] + [c]) = ([a] +[b]) + [¢] (Assoziativgesetz)
[a] + [0] [a] (Neutrales Element)

[a] + [—al [0] (Inverses Element)
la] +[b] = [b] + [a] (Kommutativgesetz)

D.h. (Z/mZ,+) bildet eine kommutative (abelsche) Gruppe (siehe spiter).
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Z.B: Multiplikation in Z/4Z: o] [ 1] | [2] | [3]
[0] | [0] | [0] | [O] | [O]
[1] | [o] | 1] | [21] 3]
2] | [0] | [2]] [0} | [2]
31| [0] | [3]] [21] [1]

Hier ist einiges ungewdohnlich:

8]-[3) = [1], d.h. [3] =

[2] - [2] = [0], obwohl [2] # [0]. Man nennt [2] einen Nullteiler.
Die Gleichung [2] - z = [2] hat zwei Losungen x = [1] und = = [3].
Es gibt keine Zahl [n], so dass [2] - [n] = [1].

1.55 Satz: Sei m € N, m > 2 fest. Dann:

1) [a] besitzt ein inverses Element beziiglich - (d.h. eine Restklasse [b] mit [a] - [b] = [1]),
< ggT(a,m) =1

2) mist Primzahl < Vae{l,....m—1} Fbe{l,....,m—1}:[a]-[b] = [1]

fab] = [1]

m | (ab—1)

JyeZ:my=ab—-1
—_———

t ¢

l=ab—my

lef{ar+my:z,y € Z} =ggT(a,m)-Z (vgl. Satz 1.45)

T e

ggT(a,m) =1

2) 7"=":Aus 1)
7 &< 7: Zeige: m keine Primzahl = 3k € N : [k] besitzt kein inverses Element.
Sei m keine Primzahl = 3k € D(m) : k#1 A k# m.
Behauptung: [k] besitzt kein inverses Element.
Firle Zgilt [k]-[l] = [kl ={kl+ym :y € Z}
Nun gilt: k | (Kl +ym) = Yy € Z : kl +ym # 1.
= 1¢&[kl] = [Kl]#[1]
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1.10 Darstellung natiirlicher Zahlen

Zehnersystem: Stelle alle Zahlen mit den zehn Ziffern 0,1,...,9 dar:

L, 2, ... 9
10, 11, 12, ... 19 zB.13=1-10+3-1
20, 21, 22, ... 29
100, 101, 102, ... 109  zB.108=1-10240-10'+8-10°

Entsprechend geht das auch mit weniger oder mehr Ziffern:

1.56 Definition: Gegeben seien: die Ziffernbasis g € N, g > 2,

die Ziffern: Menge mit g Elementen Z = {2,...,2,-1}.
Die Darstellung

N
n = (anan_i...ap)g = Zajgj,
7=0

wobei N € N, ag,...,ay € Z, heiit g-adische Entwicklung von n € \N.

Z.B: Zweier-System: g =2, Z ={0,1}:
1011y = (1-2340-22+1-2+1-2% 9= (8+0+2+ 1)1p = 1150.

Z.B: Hexadezimalsystem: g = 16, z = {0,1,...,9,A, B,C, D, E, F'}:

1.57 Satz: Seien g, Z fest. Jede Zahl n € N besitzt eine eindeutige g-adische Darstellung: Es

existieren eindeutig bestimmte Zahlen N € N und ay,...,ay € Z, so dass

n=(ayan_1...a0)y N an # 2.

Beweis: Existenz (konstruktiv):

Teilen mit Rest: n = q-g+n = ag = T
@1 = G2 g+ = ap = 1

gN—2 = (qN-1-g+TN-1 = an-—2 = TN-1
gN-1 = N - g+ TN = an-1 = TN

Verfahren bricht ab, wenn 0 < ¢y < ¢g. Dann setze noch ay := qy.

Riickwérts hochgehen: qnv_1 = any-g+an_1
-2 = qn-1-9g+an—2 = an-g*+an-1-g+an—2
gv-s = qv-2-g+tanv-s = ay-g°+ay-1-g*+an_o-g+an_s

no= .. = an-g"+...+a-g+a d
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7.B: 2007 im Fiinfersystem: 2007:5 = 401 Rest 2 = a¢=2
401 : 5 80 Restl = a1 =1

80 :5 16 Rest 0 = ay =0

16:5 = 3 Restl = a3=1

Verfahren bricht ab, da 3 < 5. Also a4 = 3 und (2007),9 = (31012)5.

1.11 Maichtigkeit von Mengen

1.58 Definition: Zwei Mengen A, B heiflen gleich grof3 oder gleich méichtig, falls es eine
bijektive Abbildung f: A — B gibt.

ZB.: f:{1,2,3} = {4,5,6} : x — x + 3 ist bijektiv

ZB.: f:]—o00,-3] = [-3,00[: x — —6 — x (Spiegelung an —3) ist bijektiv, also sind die
Mengen gleich méchtig.

Z.B.: G:={2n:n € N} und N sind gleich méchtig, obwohl G echte Teilmenge von N.

7.B.: Q ist gleich méchtig wie N.

1.59 Definition: Sei A eine Menge.

1) A heifit endlich, falls jede injektive Abbildung f : A — A auch surjektiv ist. (0 ist

automatisch endlich.)

2) A heifit unendlich, falls A nicht endlich. D.h. falls es eine injektive Abbildung f: A — A
gibt, die nicht surjektiv ist, oder falls A gleich méchtig ist wie eine echte Teilmenge von
A.

3) A heiit abzdhlbar unendlich, falls A gleich méchtig wie N ist.

4) A heifit tiberabzéhlbar, falls A unendlich und nicht abzéhlbar unendlich ist.

7.B.: Q ist abzéhlbar. Spéter: R ist {iberabzihlbar.
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2 Zahlenkorper

2.1 Mengen und Verkniipfungen

Was ist +? Eine Abbildung: +: N x N — N: (a,b) — a + b.

2.1 Definition: Sei G Menge. Eine Abbildung o : G x G — G : (g,h) — g o h heifit Ver-
kniipfung auf G.

1) Eine Verkniipfung heiit assoziativ, falls
Vg,h,j € G:go(hoj)=(goh)oj.
2) Eine Verkniipfung heifit kommutativ, falls
Vg, h e G:goh=hog.
3) Ein Element e € G heifit neutrales Element, falls
VgeG:eog=g=goe.

4) Sei g € G. Ein Element h € G heifit inverses Element zu g, falls goh = e = hog.

Schreibweise: g~1 := h.

Z.B.: (N, +).
Z.B.: (N,-).
Z.B.: (Z,+).
ZB. (Q )

2.2 Definition: Sei o eine Verkniipfung auf G.

1) (G,o) heifit Monoid, falls o assoziativ ist und ein neutrales Element existiert.

2) (G,o) heit Gruppe, falls (G, o) ein Monoid ist und jedes Element von G ein inverses

Element besitzt.

3) (G,o) heiBt abelsche Gruppe, falls (G, o) eine Gruppe ist und o kommutativ ist.

Z.B.: Monoide sind (No, +), (N,-), (P(M),N).
Z.B.: Abelsche Gruppen sind (Z,+), (Q,4+), (Q\ {0}, ).
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Wichtiges Beispiel: Die Permutationsgruppe (S(M), o). Sei

M endliche Menge,
S(M) := {m:M — M | 7 ist bijektive Abbildung},

o : (m,mp) — m o my (Hintereinanderausfithrung).

Dann ist (S(M), o) eine Gruppe. Falls M > 3 ist diese Gruppe nicht kommutativ.

2.3 Satz: In jeder Gruppe gelten:

1) e ist eindeutig.

2) g !ist eindeutig.

3) Vg,heG 3z e G:gox=nh (ndmlich x = g~' o h).
4) YgeG:(¢) =y

5) Vg,heG:(goh) ' =h"tog

Beweis: 1) Seien e, €’ zwei Einselemente. Dann: e = €’ oe = €.

1 1

2) Seigog '=e=glogundgoh=e=hog.

= h =ceoh = (g'og)oh = glo(goh) = gloe =g".

3) Existenz: z:=g 'oh = gox=go(gtoh)=(gog)oh=coh=h.

1

Eindeutigkeit: gox =h = g logox =g 'loh = z=g loh.

4), 5) als Ubung.

Schreibweise: Fiir g € G und n € Z setzt man

go...og fiir n € N,
—_—
n Mal
g" = e fiir n =0,
glo...og7! fir —neN
—_—
\ —n Mal

Dann gilt ¢" o g™ = ¢g"™ fiir n,m € Z.
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2.2 Zwei Verkniipfungen

2.4 Definition: Auf der Menge R seien zwei Verkniipfungen +, - definiert.
1) (R,+,-) heifit Ring, falls
a) (R,+) ist abelsche Gruppe,
b) (R,-) ist Monoid,
c) Es gelten die Distributivgesetze:
Vg, h,jeR:(g+h)-j=g-j+h-j Ng-(h+j)=g-h+g-]
d) 0# 1 (0= neutrales Element beziiglich + und 1 = neutrales Element beziiglich -).

2) (R,+,-) heift kommutativer Ring, falls zusitzlich zu 1) - kommutitativ ist.

3) (R,+,-) heit Kérper (englisch: field), falls zusétzlich zu 1) (R \ {0},-) eine abelsche

Gruppe ist.

Z.B.: (Z,+,-) ist kommutativer Ring.

Z.B.: (Q,+,") ist ein Korper.

Z.B.: p Primzahl. Dann ist (Z/pZ,+,-) ein Korper.

Z.B.: m keine Primzahl. Dann ist (Z/mZ,+, ) ein kommutativer Ring.

Z.B.: R:={f:Q— Q Abbildung}
frg:z— f(z)+g(2)
frgixe fz) g(z)

Dann ist (R, +,-) ein kommutativer Ring.

2.5 Schreibweisen: —x := Inverses beziiglich +
vy = z+(-y)
é =a2"! = Inverses beziiglich -
g = x -y~ ! (oder auch z : y)
o= gex--ew, o= (z7hHn
n mal

2.6 Folgerungen: Sei (K, +,-) ein Korper. Fiir a,b, ¢, d € K gelten:

1
1) —(—a)=2 6 1 - o
3) x.y:():>x:0\/y:0 a c a.c.
8 > - 2=
9 (-2)y=—(zy) A Ny
a ¢ a d a-d
5 ) (—a) = - b A
) (—z)-(~y)=z-y 9 5y s Do
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2.3 Die reellen Zahlen

2.7 Definition: Die reellen Zahlen (R, +,-) bilden einen Korper mit folgenden Eigenschaf-

ten:

(0) (R, <) ist ein angeordneter Korper,
(A) (R, <) ist ein archimedischer Korper,

(V) (R, ].|) ist vollstandig.

2.3.1 Die Anordnung in R und Folgerungen

2.8 Axziom (O): (R, <) ist ein angeordneter Koérper, d.h. auf R ist eine Relation < (klei-

ner) definiert, so dass:

(01) Va,b € R: Genau eine der Beziehungen a < b, a = b, b < a ist wahr.
(02) Va,b,ce R:a<b ANb<c = a<c (Transitivitit).
(03) Va,b,ceR:a<b = a+c<b+c (Vertriglichkeit mit Addition).

(04) Va,b,ceR:a<b AN0<c = ac<bc (Vertriglichkeit mit Multiplikation).

2.9 Bemerkungen: 1) Fir a < b schreibe auch b > a (groSer).
2) a € R heifit positiv, falls a > 0. Sei

R := {a€R:a>0}, RS = RTu{0}.

3) Definiere
a<b & a<bV a=0b,
a>b & a>bV a=b

< und > sind Ordnungsrelationen auf R.
4) Ein Ausdruck der Form a < b, a < b, a > b, a > b heifit Ungleichung.

5) Endliche Korper kénnen nicht angeordnet werden (siche (U6) unten).

2.10 Folgerungen: (Ul) a<b & 0<b—a & b—a>0

(U2) a<bAhz<y = a+x<b+y.
Insbesondere: a <0 AN 2 <0 = a+2<0; 0<bAO<y = 0<b+y.



Mathematik I fiir inf/swt/msv, Wintersemester 2018/19, Seite 26

(U3) a>0 & —a<0 und a<0 < —a>0.
(U4) 0<a<bANO<z<y = azr<by.

(Us) a<0Az<y = azx>ay.
Insbesondere: a < 0ANx <0 = ax>0; a<0A0<y = 0> ay,d.h. Multiplikation

von Ungleichungen mit negativen Zahlen vertauscht < und >.

(U6) a #0 = a®> 0. Insbesondere: 1 =12 > 0.
In endlichen Kérpern gibt es keine Ordnung: 1 >0=1+1+...+ 1.

(U7) a>0 = £>0; a<0 = 1<0.

(U8) 0<a<b = =>

Q=
S =

(U9) 0<a<b =

SIS

> 1.

2.11 Satz (Bernoulli-Ungleichung): Fir z € R, x > —1 und n € Ny gilt

(I+x)" > 1+ nz.

2.12 Intervalle: Sei a < b. Definiere

[a,b] = {r€R:a<xz<b} (abgeschlossenes Intervall)
la,b] == {x€R:a<x<b} (offenes Intervall)
[a,b] = {x€R:a<x<b} (rechts halboffenes Intervall)
[a,00] == {x€R:a<x}
anslog: Ja, B, ] — oo, ] —o00,b; Ja,oof; ] oo 00[=R

2.13 N, Z, Q in R: 1) Identifiziere N als Teilmenge von R: Definiere f : N — R durch

fw) =1, f(n+ 1) = f(n) + 1r.

Nach dem Induktionsaxiom ist f fiir alle n € N definiert.

Setze N := f(N) = {f(n) : n € N}.

Die Abbildung f ist injektiv: Zeige n #m = f(n) # f(m):

Sein #m. O.B.d.A. n <m, alsom=n+k.

= f(n)<fn)+1lg=f(n+1n) < f(n+2n) <...< fn+k)= f(m).

& fm) # F(m).

Also: f: N — N ist bijektiv.

Damit gelten die Peano-Axiome automatisch in N mit Nachfolger(n) = n + 1.
Identifiziere nun N mit &, schreibe im Folgenden N anstelle von N. (Typisches Mathema-

tisches Vorgehen.)
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2) Setze Z:={ke€R|In,meN:k=n—m}.

._ o D
3) Setze Q:={reR|[IpeZ geN:z==L}

Wir iibertragen Arithmetik und Ordnung von R auf diese Teilmengen, soweit das geht.

2.14 Definition: Der Betrag oder Absolutbetrag von x € R ist definiert durch

2] rz firxz>0
x| =
—x furxz<0.

Insbesondere gelten

| >z, |z| = |-z > —=.

2.15 Eigenschaften von |.|: Fir z,y € R gelten:

(Bl) [z| >0 A (Jz|=0 < z=0)

(B2) [z -yl =[] |y]

(B3) |z +y| < |z|+|y| (Dreiecksungleichung, A-Ungleichung)

Beweis: (Bl) >0 = |z|=2>0
r=0 = |z|=2=0
r<0 = |z|]=—-2>0 (nach (U3))

(B1) Unterscheide 4 mogliche Félle x > 0 Ay > 0,..., getrennt nachrechnen.

Bl) 2+y>0 = |z+yl=2+y<|z[+]y|
r+y<0 = |z+yl=—(v+y)=(-2)+ (~y) < |z + |y| O

2.16 Definition: Ein Kérper (K, +, ) mit einem Betrag, d.h. einer Funktion |.| : K — Ry mit
(B1), (B2), (B3) heifit bewerteter Korper (z.B. auch C).

2.17 Folgerungen: In jedem bewerteten Korper gelten:

1) |1 = | =1 = 1, insbesondere | —z| = |z|.

= m falls y # 0.
vl
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3) le—yl > [lzl=lyl] = |z —1y]),
-ty > |l =yl
(A-Ungleichung nach unten).

Beweis: 1) 1=1*>0 = |1|=1.
1>0 = —-1<0 = |-1=—-(-1)=1
| —zf=[-0-2)[=[(=1) -2l =] =1][z[ =1 [z] = |x].

2) = L Yy = x| = )E) -ly| = Behauptung.
Y Y

3) Als Ubung

2.18 Definition: In einem bewerteten Korper ist der Abstand zweier Elemente x,y € K
definiert durch

dwy) = |z~ yl

Die Abstandsfunktion d : K x K — R{ besitzt die Eigenschaften

(M1) d(z,y) > 0 A (d(z,y) = 0 & z=y) (Positivitit, Definitheit).
(M2) d(z,y) = d(y,x) (Symmetrie).

(M3) d(z,y) < d(z,2z)+d(z,y) (A-Ungleichung).

Diese drei Eigenschaften werden spéter dazu beniitzt, abstrakt den Begriff eines Abstandes
(Metrik) zu definieren.

ZB.:R2=RxR, d((z1,11), (x2,52)) = /(z1 —22)%+ (y1 — y2)> (euklidischer Abstand).
)

2.19 Definition: Sei M Menge. Eine Folge in M ist eine Abbildung N > n +— x, € M.

Schreibweise: (z,,) oder (x,)nen-
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2.20 Konvergenz: Sei (K, |.|) bewerteter Korper. Die Folge (z,,) in K heifit konvergent ge-
gen x, falls
Ve>0 AN.eN Vn>N.: |z, —x| < e.

D.h. fiir jedes noch so kleine € > 0 ist der Abstand aller x,, zu = kleiner als ¢, sobald n > N,

gilt. In diesem Fall schreiben wir

. n—oo .
r = lim z,, Ty, — X, T, — x fir n — oo;
n—oo

x heifit Grenzwert oder Limes der Folge. Eine Folge (x,) heifit konvergent, falls
dr e K: 2z = lim z,.

n—o0

Ist eine Folge nicht konvergent, so heifit sie divergent.

2.21 Eindeutigkeit des Grenzwertes: Sei (K, |.|) bewerteter Korper. Ist lim z, = z, so
n—o0

besitzt (z,,) keinen weiteren Grenzwert.

Beweis: Annahme: x = lim z,, A y = lim z, A = #y.
n—oo n—oo

Wahle ¢ :=

.Dann: IN. €N Vn > N.: |z, — x| < ¢

[z — vl
2 ~ ~
AN. €N Vn> N, : |z, —y| < ¢

Fiir n > max{N¢, NE} folgt

Tyl = o=zt a0 =y <o —zal +wa —yl = [r -+ ly— 2l <26 =|o—y| }
0

2.22 Satz: Sei (x,) konvergente Folge in R und K € R, N € N. Dann

(Vn>N:z,<K) = limaz, <K,

n—oo

(Vn>N:z,>K) = limz, > K.

n—o0

1
2.23 Achtung: z, := — > 0, aber lim z, = 0.
n

n—oo

Beweis spéter
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2.3.2 Die archimedische Anordnung

2.24 Axziom (A): (R, <) ist ein archimedisch geordneter Korper, d.h. es gilt

VeeR IneN:n>zx.

2.25 Folgerungen: Aus (A) folgt

1) YweR Ve eR" IneN:nz>y

2) VzeR] ImeNy:n<z<n+l1

Definiere die untere Gauflklammer: |z] := max{n € Ny : n < z}.
3) Ve>0 dneN:i<e
4) z€Rf AN (VneN:z<2) = =0
5) Vb>1 Vx>0 dIneN:b" >z

6) Vbe|0,1] Ve>0 IneN:b" <¢

1
2.26 Anwendung auf Folgen: 1) — — 0.
n
2) Sei |g| < 1. Dann ¢" — 0.

3) Sei g <1 und

1
Dann s, - ——.
l—¢q

4) Die Folge (x,) mit x,, = (—1)" ist nicht konvergent (Beweis spéter).

2.3.3 Die Vollstandigkeit

2.27 Verdichtungsprinzip: Sei (x,) konvergent. Dann gilt:
Ve >0 IN. €N Vn,m > N, : |z, —z,| < e

Beweis: Sei ¢ > 0. Aus z, = 2: AN, € N Vn > N, : |z, — 2| < 5.

Fiir n,m > N. folgt

e €
|xn—xm|:\xn—x+x—xm\§|xn—x\+\x—xm|<§+§.
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2.28 Definition: Eine Folge (z,,) in einem bewerteten Korper heift Cauchy-Folge, falls sie
das Verdichtungsprinzip (x) erfillt.
Also: (x,) konvergent = (x,) Cauchy-Folge

(x,) keine Cauchy-Folge = (z,) divergent

2.29 Dezimalbriiche: Sei ay € Ny, und fiir j € N sei d; € {0,1,...,9}. Setze

di  dy dy,
n = — + — 4 ...+ — CR.
a a0+10+100+ +10n€Q_

Schreibe zur Abkiirzung a, = ag, d1ds . .. d,. Man nennt die Folge (a,) einen Dezimalbruch.

Behauptung: (a,) ist eine Cauchy-Folge.

Beweis: Sei m > n, also m = n + k. Dann gilt

lam — an| = ap —a, = 1%1:1 +...+ 1%n1ﬁk

< L

= 00+ 107+

= L <1 + i + L)
10n+1 10 1061

_9 -G
1om+ 1 — =

_ o W (1_ (g)>
10m+t 9 10

<

1 1\"
1—0n<8f1'irn>N€, da (—) — 0

2.30 Aziom (V): (R,|.|) ist vollstindig, d.h. in R konvergiert jede Cauchy-Folge.

Also: In R gilt (x,,) konvergent < (z,,) ist Cauchy-Folge

2.31 Satz: 1) Jeder Dezimalbruch konvergiert gegen eine reelle Zahl.

2) Fiir jede relle Zahl x € R existiert ein Dezimalbruch, der gegen x konvergiert.

Meist identifiziert man x mit dem Dezimalbruch, z.B.

V2 = 1,41421...

Beweis: 1) folgt aus (V) und 2.29.
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2) SeizeR:.
Setze ag := |z|. Dann 0 < x —ap < 1 und 0 < 10(z — ag) < 10.

d; € {0,.
Setze dy := |10(x — ap)| = et 9
Fural.—a0+ gilt 0 <z — <1—10
dy € {0,.
Setze dy := |100(z —a1)| = 2 € 9 4 )
Furag—a0+1(1)+100g11t0<x az < 155
Dann ist (a,) Dezimalbruch und |z — a,| < 13, also a, — .
Fiir x € R~ fiithre Verfahren fiir —x durch. 0

Mit diesem Verfahren erhélt man zu x einen eindeutigen Dezimalbruch. Alle Dezimalbriiche

kommen vor bis auf diejenigen, fiir die gilt:
dng € N Vn>ng:d, =9.

Denn sei z.B. a, =3,19...9. = [3,2—a,|=10"—=0 = a, — 3,2.
Fiir x = 3, 2 liefert das obige Verfahren aber x = 3,200.. ..

2.32 Bemerkung: Entsprechend kann eine g-adische Entwicklung von z € R konstruiert

werden:
n

P N—k
r = (aNGN_1...00,0_1,0_3...)g = 111210105 an—k g

mit N e N, a; € {0,1,...,9 —1}.

2.33 Satz (R und Q): 1) Qist abzéhlbar (Q C Z x N, Cantorsches Diagonalverfahren).
2) Rist iberabzéhlbar. Insbesondere Q & R.

3) Fiir jedes = € R existiert eine Folge (¢,,) in Q mit z = lim g,.
n—oo
Man sagt: Q liegt dicht in R.

Beweis: 1) Schon gemacht

2) Zeige: Ist f: N — R, so ist f nicht surjektiv.
Sei also eine Abbildung f : N — R gegeben. Definiere x := 0,d; ds . . ., wobei
. {0 falls () = do,dy ds ... und d; # 0
i =

1
1 Mbﬂﬁ:ddd.”mﬁ@:O

= xR A x# f(j) fiir j €N
= z e R\ f(N).
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3) Waihle (¢,) = zu z konstruierter Dezimalbruch. 0

Also: Auf dem Zahlenstrahl hat die Menge Q Liicken. Die Menge der Liicken ist grofler als Q.

2.34 Definition: 1) Eine Folge (a,,) heifit monoton wachsend / monoton fallend, falls

Api1 > Gy [ apy1 < a, firn € N.

2) Seien (ay), (b,) Folgen in R. Die Folge von Intervallen ([ay,,b,]) heifit Intervallschach-
telung, falls

e (a,) monoton wachsend, (b,) monoton fallend,
e VneN:a, <b,,

e lim (b, —a,) =0.

n—o0

2.35 Satz: Ist ([a,,by])nen eine Intervallschachtelung, so konvergieren die Folgen (a,), (b,)

gegen denselben Grenzwert. Auflerdem existiert genau ein z € R mit x € ﬂ [ay, b,], ndmlich

n=1
r = lim a, = lim b,.
n—oo n—oo

Beweis: (i) (a,) konvergiert: Sei € > 0.
by, —a, =0 = IN. €N Vn > N.|b, —a,| <e.
Fiir m > n > N, folgt |a,, — an| = apm — a, < by, —a, <b, —a, <e¢
= (a,) ist Cauchy-Folge
= a, > a€R

(ii) b, — a: Seie > 0.

by —an —0 = 3IN. €N Vn>N€|bn—an|<%
£

an —a = 3IN.eN Vn>N€|an—a\<2

= fiir n > max{N., N.} : |by, — a| = |bp — an + an — a| < |by — ap| + |an —a| < e.
(iii) a € [an, b, fiir alle n € N: Sei n € N fest.

Firm>n: a, <b,<b, = a=lim,_wa, <b,

. = a, <a<hb,.
Firm>n: a, <a, = a, <lim,, o0 Om = a

(iv) Eindeutigkeit: y <z = IneN:a, >y = y & ),enltn bnl
y>r = IneN:b, <y = y&,enltn, b O
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2.36 Definition: Sei M C R, M # 0.

1) a € R heifit eine obere (untere) Schranke von M, falls

VeeM:z<a (z>a)

2) M heifit nach oben beschrinkt, falls M eine (und damit unendlich viele) obere Schran-
ke besitzt. Analog: Nach unten beschrinkt.

M heifit beschrankt, falls M eine obere und eine untere Schranke besitzt.

3) a € R heift maximales (minimales) Element von M oder Maximum (Minimum)
von M, falls
aeM ANVzeM:x<a (zr>a)

Schreibe a = max M bzw. a = min M.
4) a € R heit Supremum von M, falls a kleinste obere Schranke ist:
(VxGM:xga) A ((V:EGM:be) = bZa).
Analog: Infimum = groite untere Schranke. Schreibe a = sup M bzw. a = inf M.

5) Falls M nicht nach oben beschrankt ist, besitzt M kein Supremum. Schreibe dann:

sup M = oco. Genauso inf M = —oo, falls M nicht nach unten beschrankt.
ZB.. M; = ]—o0,1]
M2 ]27 OO[
M3 [07 3[

2.37 Satz(Existenz Infimum/Supremum): Jede nach unten (oben) beschréinkte Menge
) # M C R besitzt ein Infimum (Supremum).

Beweis: Intervallschachtelung.

ag+ b
Fiir Infimum: Wahle ag untere Schranke, by € M. Setze x; := 0 ;— 0.
Entweder: x; ist untere Schranke. Dann aq := xq, by := by.
Oder: x1 ist keine untere Schranke: 3y € M :ap < y < x;. Dann: a; :=ag, by ==y

a;+b
Setze x5 := 12 L
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Dann ist [a,, b,] Intervallschachtelung mit

1
Vn € N : a, ist untere Schranke A b, € M A 0< b, —a, < 2—n(b0 — ap)

= a:= ﬂ[an,bn] ist Infimum.

n=1

2.38 Hauptsatz iiber monotone Folgen: Ist (a,) monoton wachsend und nach oben be-
schrinkt (a, < K fiir n € N) oder monoton fallend und nach unten beschrénkt, so ist (ay)

konvergent.

Beweis: Sei (a,) monoton wachsend, a, < K. Setze a := sup{a, : n € N}.
Behauptung: a = lim a,,.
n—oo
Sei ¢ > 0 fest. a — ¢ ist keine obere Schranke.
= dN.€N:any. >a—e.
= VYn>N.: a,>an. >a—¢

} = |a—a,| <e.

a, <a

2.39 Existenz der Wurzel: Sei a € R und xy € RT. Definiere (z,,) rekursiv durch

1 a
Tpil = 5 (xn + $_n) (n € Np).
Dann existiert

b = lim z,,
n—oo

und es gilt b = @ und b > 0, d.h. b =: y/a (Babylonisches Wurzelziehen, Heron-Verfahren).

Beweis: 1) x, > 0: Induktionsanfang: xo > 0

1
Induktionsschritt: z, >0 = x,,1 = 5 <:cn + i) >0
Tn

Induktionsschluss: x,, > 0 fiir alle n € No.

2) YneN:a2 >a
) 1 ( a )2
r,—a = —|Tp_1+ —a

4 Tpn—-1
1 a 2

= Z ('ril + 2a + <xn1) — 4a>
1 a \?

= — [L‘n_ —
4 ! Tp—1

> 0
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3) (z,) ist monoton fallend ab n = 1:

- 1 +a _1 a B 1(2 )1),>2)0
T xn+1—xn2xnx —2xn . —anxna_

n

4) Wegen z; > x, > 0 und der Monotonie konvergiert (z,).

b:= lim x, > 0.

n—oo

siehe spéter
2 l 2 2
Esgilt b>0: b = limax, > a > 0.
n—o00

5) b =a:

siehe spéter

. . .1 a b1 a
b = lim z, = T}er;oxn+1 = hm§<xn+—> = §<b+g)

n—00 n—00 Ty
= 2b = b+%
a
-2 =0
< b
s P—a =0

, dann zeigt eine

2.40 Bemerkungen: 1) Definiert man den relativen Fehler d,, := x”;n\/a

kurze Rechnung
dn-l—l S di

Insbesondere verdoppelt sich die Zahl der richtigen Nachkommastellen bei jedem Schritt.

2) Wir wissen: v2 € R\ Q.

Analog: Sei k € N, k > 2. Setze

Tpi1 = ((k — Dz, + %), xo > 0.

n

e

Dann existiert b := lim z,,, und es gilt ¥* = a und b > 0. Schreibe b =: /a.

n—oo

1 n
2.41 Die Zahl e: Sei a,, := (1 +— .
n

Dann ist (a,) monoton und beschriankt, also konvergent. Der Grenzwert heifit Eulersche Zahl:

e := lim <1+l) = 2,7182818...
n

n—o0

Man kann zeigen: e ist irrational. Neben 7 ist e eine der wichtigsten Zahlen in der Mathematik.
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Monotonie:
an (1+.)"
An—1 B (1 -+ ﬁ)nil
B n+1)" (n—1)""!
o nn nn—l
B m+1)"(n=1)" n
N n2n n—1

- n?) n—1
B (n®>—n)-n

B n?-(n—1)

= 1

Also: a,, > a,,_1.

Beschrianktheit:

inomi = 1
w Y (1)

n-m--n k!
k=0
"1
< _
- k!
k=0
"1
= 1+) 5
k=1
EI>ok—1 "1
S =
k=1
n—1 n
I=k—1 1
1=0 2
1—(3H)n
IEPEREL)
I—3
1
< I+
2
= 3

Hier sieht man: e < 3.
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2.4 Die komplexen Zahlen

2.42 Uberblick: 3+ x =2 hat keine Losung in N. N U {-1} Gruppe 7
3-x =1 hat keine Losung in Z. Z U {%} Korper Q
2% = 2 hat keine Losung in Q. QU {\/5} VOHSt-_Kgrper R
2?2 = —1 hat keine Losung in R. ~ RU {y/—1} Korper C

Aber: In C gibt es keine Ordnung.

Vieles in der Mathematik versteht man leichter in C, z.B. Nullstellen von Polynomen, Matrizen,

Potenzreihen, Losungen von Differentialgleichungen.

2.4.1 Der Korper der komplexen Zahlen

2.43 Idee: Suche Korper (C,+,:) mit R € C und v—1 =:i € C, also z +iy € C fir
z,y € R, i* = —1. Falls (C, +, -) Korper, dann

(T +ipm) + (2o +iy:) = i +iy+a2+iye
= T+ Ty+1y +1yo
= (z1+22) +1(y1 +y2)
und
(x14+iyr) - (za+iye) = maet+iyae+ iy +iyriye
120+ (1) yrye +Hiyizo +i71 90
= (122 —y1y2) +1(y1 22 + 21 Y2)

Fiihrt das zu einem Koérper?

2.44 Satz: C:= R x R mit den Verkniipfungen

(z1,91) + (T2,92) = (21 + 22,91 + 1)
(1,91) - (22,y2) = (2122 — Y1y2, T1Y2 + Y122)

ist ein Kérper mit

Nullelement 0 = (0,0)
1 1,0)
—<.§U, y) = -, _y)

- z -y
@ = (e i)l ) £ 00)

Einselement

—~~ —~

(C,+,-) heiit Korper der komplexen Zahlen. In C kann man also rechnen wie in jedem

Korper.
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Beweis: Durch Nachrechnen, z.B.

<x,y>-( T Y ):( LA A A8 ') AL ) — (1.0)

22+ 42 22+ 2 :L’2+y2_:1:2+y2 22 + 42 22 + 42

t

2.45 R als Teilmenge von C: Die Abbildung f: R — C: z — (x,0) ist injektiv, und es gilt

fl@)+fly) = (@,0)+(0) = (x+y,0) = flz+y)
fx)- fly) = (2,0)-(y,0) = (v-y,0) = f(z-y)

Es ist egal, ob ich in R rechne und dann abbilde, oder erst abbilde und dann in C rechne.
Also: Identifiziere x € R mit (x,0) € C bzw. R = f(R). Dann sind die Verkniipfungen
+,-: C x C — C Fortsetzungen von +,- : R x R — R. Weiter gilt fiir « € R, (z,y) € C

Oz-(x,y) = (a,O)-(x,y) = (Ozx,ay) = (x,y)-a.

2.46 Vereinfachung: Seii:= (0,1). Dann gilt
i? = -1 €¢R.
Die komplexe Zahl i heiffit imaginire Einheit. Es ist
(z,y) = z(1,0) +y(0,1) = z+1iy (z,y € R).

Schreibe statt (z,y) auch z+1iy (Normalform einer komplexen Zahl), rechne wie in R, beachte
i?=—1.
4+ 3i

7.B.: Berechne 7 =1+ 21.
—1

Veranschaulichung in der Gauf3’schen Zahlenebene.
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2.47 Definition: Sei z=x+iy € Cmit z,y € R.

1) x heiBt Realteil von z: 2 = Rez.
2) y heifit Imaginérteil von z: y =1Im 2.
3) Z:=ux —1iy heifit die zu z konjugierte Zahl.

Im

A

Re

2.48 Satz: Fiir z, 2, 25 € C gilt:

1) z+— z = Spiegelung an reeller Achse in der GauBl’schen Zahlenebene

Rl
I
©

2)

3) zeR & zZ =2

z2+z z2—Z
, Imz = -
2 21

4) Rez =

5) 21+ 20 = Z1+ 22

o (1) 1
6) Z1-z = 717, - = =
z Z

7 2z =x+iy = 2-2 = 22 +y? €RY
2B:z2=3+51 = z-z7=34.

2.49 Bemerkung: Wegen i’ = —1% kann C nicht angeordnet werden.

2.50 Definition: Sei z =z +iy € C. Dann heif3t

|z = V27 = /a2 4 32 (siche Satz 2.48)

der Betrag von z. (Geometrisch: |z| = Lange von 0 bis z in GauBl’scher Ebene.)
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2.51 Hilfssatz: 1) |z| = |Z|
2) [Rez[ < |z, [Imz| <[4

3) z=z2€R = |z|lc = V22+0 = |z|g.

Also: Der Betrag in C verallgemeinert den Betrag in R.

2.52 Satz: (C,|.|) ist ein bewerteter Korper, d.h. es gelten:

(B1) |z| > 0; 2| =0 & z=0.
(B2) |21 2| = [z |zl
(B3) |21+ 22| < |z1| 4 |22] (A-Ungleichung).

21

Z9

_ @’ |21 & 29| > ’|Z1| — |2’2H (vgl. Folgerungen 2.17).

Insbesondere:
|22

Beweis: (B1) |z| > 0 okay
2l =0 2?+y* =0 2 =0Ay=0%c2=0
(B2) |51 = (m122) (512) = 212275122 = 2171207 = |z1]* 2]

(B3) |zai+ 2l = (z21+2) (0 +2)
= (a1 +2) (@ +2)
= 121 t2122+t2221+ 22
= |z*+ 2> +2Rez1 %
Nt

<2|z1 72|=2|21] [22]=221] | 22]

< (Jz] + |2))*

2.4.2 Folgen in C

Definition von Konvergenz: Siehe Definition 2.20

2.53 Hilfssatz Vergleich von Betrdgen: Sei z = x +iy. Dann gilt
2] < fal 1yl < V2 2.

D.h., wenn |z| klein ist, sind auch |z|, |y| klein und umgekehrt.

Beweis: (i) [2]* = 2*+y* = 2P+ y[* < |2 + [y + 20zl [yl = ([ + |y])?
= |z < [z +Jyl.
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(ii) Es gilt 0 < (|2 = |y)* = [«f* = 2[|[y| + [y[* = 2fxlly] < |2[*+ |y[*

(if)
(i) (|o[+1yD)?* = |2 +2lallyl +y* < 2012 +|y*) = 22 = |zl + ]yl < V2[5

2.54 Folgerung: Seien z, = x, +1iy,, 2 =2 +iy. Dann gelten

1) limz,=2 < limz,=2 A limy,=y.
n—oo n—o0 n—oo

2) () ist Cauchy-Folge in C < (), (y,) sind Cauchy-Folgen in R.

3) C ist vollstiandig.

1 1
2.55 Beispiele: 1) 2z, = — +i(2——) — 2i
NN L
—0 —2

1
2) z, = —+in: (Imz,)nen ist divergent = (z,) ist divergent.
n

3) z,=(-1)"— % : (Re zp)nen ist divergent = (z,) ist divergent.

2.56 Rechenregeln fiir konvergente Folgen: Seien (a,), (b,) konvergente Folgen in C.

Dann gelten:

1) IM e R" VneN:|a,| <M (Eine konvergente Folge ist beschrinkt).

2) (a, +b,) ist konvergent mit lim (a, +b,) = lim a, + lim b,.
n—oo n—oo n—oo

(endliche Summe und Grenzwert sind vertauschbar)

3) Fiir A € Cist (Aay,) konvergent mit lim Aa, = A lim a,.

n—oo n—oo
4) (layl|) ist konvergent mit lim |a,| = |lim a,|.
n—oo n—oo

n—oo n—oo n—oo

5) (a,by) ist konvergent und lim a, b, = (lim an> - lim b,

6) Sei lim a, # 0. Dann existiert ein N € N mit a,, # 0 fiir n > N. Setze
n—oo

br,
— firn>N+1
Cn = an

0 firn<N.

lim b,
n—o0o

Dann ist (¢,) konvergent mit lim ¢, = = .
n—00 lim a,
n—oo
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7) Sind (a,), (b,) Folgen in R und N € N, so gelten weiter

a) (Wn>N:a,<b,) = lima, < lim b,.

n—oo n—oo

b) lim a, = lim b, A (¥n> N :a, <c¢, <b,) = (¢,) konvergent A lim ¢, = lim a,
n—oo

n—00 n—00 n—00

(Sandwich-Satz, Prinzip der Polizisten).

Beweis: Zul) Seic:=1 = dn; e N Vn>ny:|a, —a| <1
= Vn >ny:|a,| =la, —a+al <|a, —a|+|a| <1+ |a

Wihle
M = max {|ai],]as|, ..., |an,|, 1+ |a|}.

Zu 5) Voriiberlegung:

la, by, —ab]l = |ay,b, —a,b+a,b—ab|
< |ap by, — ay b] + |a, b — ab|
= |an||bn — b] + |b] |an — qf

Also: Sei M > 0 mit Vn € N:a,| < M, seie >0 fest.

. ) €
Wiéhle ny mit Vn > ny : |b, — b| < i
Wihle ny mit ¥n > ng : |a, —al < ﬁ (falls b # 0, sonst ny beliebig)

Wiéhle n. := max{ny, no}. Fiir n > n. gilt

lan by —ab| < M —— 4 |b] —

ont Vo] T °

Zu7)a,<c,<b, = 0<b, —c, <b,—ay, also |b, — c,| < |b, — a,

= |en—al = |ep—0by+b,—al

IN

lcn — bp| + |b — al

< by —al+ |a— ap| + b, — a
— 0
]
Z.B..a, = M
14+1in2
2n 1 mn
ZBia, = 2117

in—2-7
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1\" —~ 1
Z.B.: (1 + —) < Z o < 3 (vgl. Beweis von 2.41)
k=0

n =
(es)
ap = |1+ — — e
n
b, = 0 ist monoton wachsend und beschrénkt, also in R konvergent
k=0
= e < limb, < 3.
n—oo
R .
Man kann zeigen: kz_o o= T}LH;O b, = e

2.4.3 Polardarstellung komplexer Zahlen

Im

2.57 Satz: Fiir jedes z € C\ {0} existieren eindeutige Zahlen r € R*, ¢ € [0, 27[, so dass

z = r(cosp +isinp). (%)
Man nennt (x) die Polardarstellung von z. Es gilt
ez Im =~
r=|z|, cosp = e sinp = T

Der Winkel ¢ heift Argument von z: ¢ = arg(z).

2.58 Tabelle wichtiger Werte:

T T T T

o | 4502l o~ o~

o |0 |80 452D 60725 | 00757
VO VT V2 VB VA
sing | — | — — — —
2 | 2 2 2 2
wso | VA[VE V2 VT VO
7102 2 2 2

ZBi:z =141, 20 =1, 23 =—1, 24 = —1 — /3i.

2.59 Multiplikation: z; = ri(cosp; +1 sinpy), 2o = ro(cos g +1 sin¢y)

= 212y = TiTy ( COS (o1 COS Py — Sin 1 sin s + 1 (oS 1 sin Yy + sin ¢y cos cpg))

= ry7ra(cos(pr + @) + 1 sin(p1 + 2))
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wegen der Additionstheoreme

COS(S01 + <P2) = COS(p1 COS Py — sin ¢y Sin P9,

sin(py + p2) = cos 1 sin pg + sin @y cos Ps.

Also: Komplexe Zahlen werden multipliziert, in dem man ihre Betrdge multipliziert und die
Winkel addiert.

Im

2.60 Vereinfachung: Wir schreiben ¥ := cosp +ising (¢ im Bogenmaf}). Damit wird
die Polardarstellung zu

z = rev.

Additionstheoreme = e'#1 . el¥2 = gile1t¢2),
Multiplikation komplexer Zahlen: r; e'%t - ryel¥2 = r 1y el(P1te2),

Wichtig: Fiir ¢ € R gilt = \/0052 @ +sin?p = 1.

el¥

ZB.: (1+i)".

Z.B.: Bestimme alle Losungen von 23 = —8.

2.61 Die n-te Wurzel: Es seien r €0, 00[ und ¢ € [0, oo[ gegeben. Die Gleichung

2" = re¥ = r(cosp+1isingp)

hat genau n verschiedene Losungen

2 = Tl/né% E—G <Cosu+ismu)’ k=0,1,...,n—1.
n n

D.h. die Gleichung 2™ = a hat fiir a # 0 genau n verschiedene Losungen.
Spezialfall n = 2: Fiir a € C \ [0, 00[ bezeichnen wir mit y/a eine (egal welche) Losung von

22:(1,.

7.B.: v/8i bezeichnet (2 4+ 2i) oder —2 — 2i.
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2.62 Quadratische Gleichungen: Die Gleichung az?> + bz + ¢ = 0 (a # 0) hat die
Losungen
—b £+ Vb — dac
21/2 = .
2a
Beweis: az?+bz+c =0
b
& P24 -z+- =0
a
b

b 1
& 24— = +—Vb?2 —4dac
2a b 21a
& = — 4+ — b2 -4
: 2a 2a ac O

2.4.4 Polynome
2.63 Definition: 1) FEin Polynom ist eine Funktion

P:C—)C:z»—)Zakzk = aq+az+...+a,z2"
k=0

mit den Koeffizienten a; € C. Falls ag, ay,...,a, € R, heift das Polynom reell (dann
betrachtet man auch P : R — R). Ist a, # 0, so heifit n der Grad des Polynoms:
n = Grad P. Fiir das Nullpolynom: Grad 0 := —1.

2) Eine rationale Funktion ist eine Funktion z @ mit geeignetem Definitionsbereich,

Q(2)
wobei P, () Polynome sind.

3) Die Menge der komplexen/reellen Polynome: C[z], R[x].

2.64 Berechnung: P(z) = (...((an 2 + Gpn-1) 2 + an—2) 2+ ... + a1) z + ap. Hierflir werden

n(n+1)

nur n Multiplikationen benétigt statt =5 (Hornerschema).

ZB.: P(z) = 42 -322+22-1 = ((42—3)z+2)z—1
Berechnung von P(2): a ‘ 4 ‘ -3 ‘ 2 ‘ -1
z =2 8110 24
4| 5|12 23 = P(2)
Klar ist: Sind P;, P, # 0 Polynome, dann ist P, - P, Polynom mit

Grad (P, - Py) = (Grad P,) + Grad P,.

Philosophie: Rechnen mit Polynomen analog Rechnen mit ganzen Zahlen. Rechnen mit ra-

tionalen Funktionen analog Rechnen mit rationalen Zahlen.
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2.65 Division mit Rest: Seien P, () Polynome, 1 < Grad @) < Grad P. Dann gibt es ein-

deutig bestimmte Polynome P, und R, so dass

P =@ -P+R A Grad R < Grad Q.

R
——
ZB. (42'-142%4622 +32-5): (2% +32+1) = 2z—7+322z—+2
4 462 42 5 o sl
—1423 + 25
—1423 —21z-7
22242

2.66 Satz: Sei P € Clz], Grad P > 1, A € C. Dann gilt:

P(A) =0 & (z—\)ist Teiler von P, d.h. P(z) = (z — \) P (2).

Bewets: “«<” klar.

“=7: Esgilt P(z) = (z—A)Pi(2) + R(z), Grad R < 1, also R = konstant.
0 =P =0-PN+RN = R =0 O

2.67 Folgerung: Ein Polynom vom Grad n > 1 hat hochstens n verschiedene Nullstellen.

Beweis: Annahme: P()\;) =0, 7=0,...,n+ 1, alle A\y,..., \,41 verschieden.
= P(z) = (z—=X\) (2= Ay1) - Q(z) = Polynom vom Grad > n % 0

2.68 Identitdtssatz: Sind

P(z) = iakzk, Q(z) :ibkzk
k=0 k=0

Polynome vom Grad < n, die an mindestens n + 1 verschiedenen Stellen iibereinstimmen, so

gilt P=@Q,d.h.a,=0, fir k=0,1,...,n.

Beweis: P — @ hat mindestens n 4 1 Nullstellen und Grad(P — Q) <n = P-Q=0.

2.69 Definition: \ € C heiit k-fache Nullstelle von P oder Nullstelle mit Vielfachheit &,
falls (z — A\)*, aber nicht (z — \)**! Teiler von P ist. D.h. P(z) = (z — \)*Py(2) mit Py()\) # 0.
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2.70 Fundamentalsatz der Algebra (C.F. Gauf$ 1799): Sei P € Clz] Polynom vom
Grad n > 1:
P(2) = ap2" + ap1 2"+ ...+ ag mit a, # 0.

Dann gelten
1) P hat in C mindestens eine Nullstelle.
2) Es gibt komplexe Zahlen Ay, ..., A, (nicht notwendig verschieden), so dass
P(z) = an(z—=A1) (2 — ).

Die A; sind bis auf Nummerierung eindeutig. Zahlt man jede Nullstelle mit ihrer Viel-
fachheit, so hat P genau Grad P Nullstellen.

2.71 Hornerschema: Seien P(z) = a,2" + a,_12" ' + ...+ ap und z, € C gegeben.

ay Ay | Gp-1 Ap—2 .| ag
z =z 200, Zobp—1 .o | zoby
A | Qp—1 + 200y, | Qp_2 + 20bp—1 | ... | ag + 2ob1
=: b1 =:by_2 =:by = P(z)
Dann kann in der letzten Zeile das Ergebnis der Polynomdivision P(z) : (z — 29) abgelesen
werden:
P(2):(z—20) = an2" '+ bp1 2"+ Fbyz+ b+ zfozo

ZB.: P(z) = 2t =522 — 22, 20 = —2

Qe 1 0—=5]-2
2= =2 -2 4| 2
1{-2(-1] 0

= P(z) =0, P(z): (2 +42)=2%—222 — 2.

2.72 Reelle Polynome: Ist P reelles Polynom und A € C Nullstelle, dann ist auch A Null-

stelle.
Also: Eine Nullstelle ist entweder reell oder ist A € C\ R Nullstelle, dann auch \.

Fall 1: A e R: P(z) = (# — A\)Pi(z) (P reelles Polynom)

Fall22 A€ C\R: P(z) = (z—=MN)(z—=AN)Pi(2)

= (22— (2Re Nz + |\ Pi(2) (Py reelles Polynom)
Aus dem Fundamentalsatz folgt nun: Ein reelles Polynom ist darstellbar als Produkt von li-
nearen und quadratischen reellen Polynomen, wobei die quadratischen Polynome keine reellen

Nullstellen besitzen (d.h. sie sind in R irreduzibel).
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ZB.. P(z)=2"+42%+22%+ 42+ 1 hat Nullstelle z =i
= weitere Nullstelle z = —i
(z—i)(z+1)=2%2+1
(P 4423+ 222+ 42+ 1) : (2P +1) =22+ 42+ 1

—AEVIE-1_ . e
: -

P2 rdz4+1=0 & 212 =

= P(z)=(+1) (= (=2+V3))(z = (-2 - V3))

q

2.73 Rationale Nullstellen: Sei P(x) = Zak 2% mit ag,...,a, € Z. Ist x = P Nullstelle
k=0
von P, wobei p, q € Z teilerfremd sind, dann ist p Teiler von ag und g Teiler von a,,.

n n—1
Beweis: 0 = a, <2> + ap_1 (2) + ...+ ag

b b
S 0= apa”+an_1a" b+ Fagh?
& apa” = —b(...)
a,b teilerfremd
= blaya"” bl a,
Genauso: b"ag = —a(...) = a|b"ag = alag 0

ZB.. P(x) = 1-2%—22% -6z +4.
Wegen a,, = a3 = 1 sind alle rationalen Nullstellen ganze Zahlen.
Wegen ay = 4 kommen nur z = £1, 42, +4 in Frage.
Probieren: P(—2) = 0.

ZB.. P(x) = 122* — 423 + 622 + 2 — 1.
Teiler von a, = a4 =12: 1,2,3,4,6,12.

Teiler von ag = —1: 1

1 1 1 1 1
= Mogliche rationale Nullstellen z = +£1, +—, +—, +— +— +—.
273476 12

1
Probieren: P(g) = 0.
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3 Lineare Algebra

3.1 Linearitit

3.1 Definition: Ein Vektorraum oder linearer Raum iiber einem Korper K (z.B. K =
R, K= C, K = F,) ist eine abelsche (d.h. kommutative) Gruppe (V,+), versehen mit einer
Skalarenmultiplikation -:KxV — V : (A v) = X-v, so dass

(S1) A+p)-v = XNv+p-v
(S2) A (v+w) = Av+Aw
(83) A-(u-v) = (Ap)v
(S4) v = w

Die Elemente des Vektorraumes heien Vektoren. Das neutrale Element der Gruppe (V,+)
heifit auch Nullvektor 0.

Beispiele: 1) V; =R"= . D T1,...,T, € R} ist ein Vektorraum iiber R mit

1 (1 1+ T ATy
A N A P N N O

21
2) h=C"= { ( : ) Sy .., 2p € C} ist ein Vektorraum iiber C oder iiber R mit Defi-
Zn
nition von +, - wie in 1).

3) Vektorraum der Folgen:
Vs := {(an)nen | Vn € N: a, € C}
ist Vektorraum tiber C (oder iber R) mit
(an) + (bn) = (an+0bn), A-(an) = (Aan).
4) Vektorraum der konvergenten Folgen:
Vi = C = {(ap)pen | ¥ E€N:a, €C A Ja€C:a, = a}

ist Vektorraum iiber C (oder iiber R) mit Definition von +, - wie in 3).

5) Vs:=F:={f:C — C}: Vektorraum der komplexen Funktionen mit

frgioe f()+9(@), A-f:rz=A[(2)
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6) Vo:=P:={P:C— C| P ist Polynom} mit +, - wie in 5) ist Vektorraum der Polynome,

Untervektorraum von F.

7y Vi =P, = {P : C — C | PistPolynom vom Grad < n} mit +,- wie in 5) ist

Untervektorraum von F und von P.

8 Ve :={f:C—C:zw— Az"| X € C} ist Untervektorraum von F, P und von P,.

,Gerade im Raum der Polynome“

9) (K,+,-) ist ein Vektorraum iiber K.

3.2 Rechenregeln: Sei (V,+,-) ein Vektorraum. Dann gelten:

1) Mv=0& A=0V v=0.
2) (=1)-v = —v (inverses Element zu v).

3) Seien u,v € V gegeben. Die Gleichung u + xz = v besitzt die eindeutige Losung

r=v+(—u)=:v—u.

3.3 Definition: Sei (V,+,) ein Vektorraum iiber K. Eine Teilmenge U C V heifit Unter-
vektorraum oder linearer Teilraum von V| falls (U, +,-) ein Vektorraum iiber K ist (hier

bezeichnen +, - die Einschrankungen der V-Operationen auf U x U bzw. K x U).
3.4 Untervektorraumkriterium: Es seien (V,+,-) ein Vektorraum iiber K und U C V.
Dann sind dquivalent:

(i) U ist Untervektorraum von V.
(i) U#£0 AN VWwywelU Y\ pueK:XN-v+p-wel).

(i) U£0 AN MWwyweU:v+wel) N (VWwelU VYAeK: X-vel).

Beispiele: 1) V =R

-

UQ =

|
=
|
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2) V={(an)nen |Yn € N:a, € C}.
Ur = {(an)nen | an — 0}.

Uy := {(an)nen | an — 1}.

3) P, ist Untervektorraum von P.
Sei P;:C—C:z— 2 (j=0,...,n)

= Pn = {ZAJPJAJEC}
j=0

3.5 Definition: 1) Seienn € N, A\1,..., A\, € K, v1,...,v, € V. Dann heifit

n
v o= E Aj - v;
J=1

Linearkombination der Vektoren vy, ..., v,.

Achtung: Eine Linearkombination ist immer eine endliche Summe.

2) Sei M C V. Dann heifit

LH(M) := {Linearkombinationen von Elementen aus M }
= {Z)\j-vj:nGN,)\je[K,vjeM}
j=1

die lineare Hiille von M. Offensichtlich gelten:

e LH(M) ist ein Untervektorraum von V.

e LH(M) ist der kleinste Unterraum von V, der M enthélt:

M CW A W Unterraum von V. = LH(M) C W.

Man sagt: M spannt den Untervektorraum LH(M) auf.

Beispiele: 1) V =R"

w-{(1)
(1))
() (1)

MQZ

M3Z
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2) V ={(a,) Folgein C}, M :={e; eV ]|jeN A e;=(0,0,...,0,1,0,0,...)}
1 j-tes Folgenglied

3) V=P, M:={Pj:2—2|j=0,1,2,...}.

3.6 Minimale aufspannende Mengen: Sei M C V mit LH(M) = V. Dann sind dquiva-

lent:
(i) Vm e M : LH(M \ {m}) # V.
(ii) Fir jede endliche Teilmenge {my,...,m,} C M gilt

VA, ...\, €K <Z)\]mj:0 = )\1::)\n:0>

J=1

n
(iii) Istv = Z Aj-mj mit my, ..., m, € M, so sind die Koeffizienten (Koordinaten) Ay, ..., A,
j=1
eindeutig.

3.7 Definition: Seien V, W Vektorrdume iiber K. Eine Abbildung L : V' — W heifit linear

oder Vektorraum-Homomorphismus, falls
(i) (Vu,veV:L(u+v)=Lu)+Lw) A (VueV YAEK: LA -v)=X-L(v))
oder dquivalent

(i) Yu,oeV VA peK: LA -u+p-v)=X L(u)+ p- Lv).

xq
Beispiele: 1) L:R*— R: ( T ) = 2.
T3

x a1 T1 + ax
2) L:[R2—>[R2:(x;>»—><b11x11+b22x;>.
3) L:F—C: [ f(1).
4) L:P—P:P— P.

5) V =C={(ay,) Folge in C | (a,) konvergent}, L :C — C: (a,) — lim a,.

n—o0

3.8 Satz: Seien U, V, W Vektorrdume iiber K. Sind K : U — V und L : V — W linear, dann
ist auch Lo K : U — W linear.
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3.9 Definition: Sei L :V — W linear. Dann heifit
Bild(L) := {L(z):z €V}
das Bild von L und das Urbild der Menge {0} C W
Kern (L) := {x € V: L(z) =0} = L '({0})

der Kern von L.

Beispiele: 1) L:R* R : (51 )0 (7).
2) L:F—C:f~— f(1).
3) L:P,—>P,:P— P.

4) L:C—C: (a,) — lim a,.

n—o0

3.10 Eigenschaften linearer Abbildungen: Sei L : V — W. Dann gelten:
1) L(0)=0.
2) Bild (L) ist ein Untervektorraum von W.
3) Kern (L) ist ein Untervektorraum von V.

4) TIst zusitzlich L bijektiv, so ist L= : W — V linear.

3.11 Definition: Sei L : V — W linear und bijektiv. Dann heiffit L Isomorphismus, die
Vektorrdaume V und W heiflen isomorph. Man kann dann V' und W identifizieren, sie sind nur

verschiedene Realisierungen desselben Vektorraumes.

ai
Beispiele: 1) L:C”+1—>Pn:( : )|—>(P:z|—>a1+a22+...+an+1z").
An1
2) L :P — {abbrechende Folgen} :
(P:zn—>a0+alz+...+anz")|—>(a0,a1,...,an,0,0,...).

Anwendung: In einem endlichen Kérper K mit n Elementen gibt es nur n™ verschiedene
Abbildungen f : K — K. Der Raum der Polynome soll aber unendlich viele Elemente
enthalten. Deshalb definiert man den Vektorraum der Polynome P nicht als Raum von

Abbildungen sondern durch
P := {abbrechende Folgen in K}.

Im Fall von K = R ist diese Definition dquivalent zu unserer urspriinglichen Definition.
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3.12 Kern und Injektivitdt: Fir L : V — W linear sind &dquivalent:

(i) Kern (L) = {0}.

(i) L ist injektiv.

Beweis: (i) = (ii): Lu=Lv & Lu—Lv=0

& Lu—v)=0
< u—wv e Kern (L)
& u—v=0

(i) = (i): L(0) =0 A L injektiv = L~'({0}) = {0}.

3.2 Lineare Gleichungssysteme - Vorlaufiges

anry 4+ apry + ... + apr, = b
a91T1 + ... + Aon Ty = bg
amiTi + ... + Gpntn = bn )

Ist (%) inhomogen, so heifit das LGS mit denselben Koeflizienten a,j, aber b; =

das zugehorige homogene LGS.

Kiirzere Schreibweise fiir (x):

n

g ajrxy = b, j=1,....m
k=1

Praktische Schreibweise fiir kleinere LGS:

a1y a19 N AT b1

m1 Am2  --. Gmp bm

3.14 Bemerkung: Die Abbildung

T EZ:1a1kl’k
L:IK"—)[K":(')I—) :

T

3.13 Definition: Seien m,n € Nund aj;,b; € Kfiir j =1,...,m, k=1,...,n gegeben. Das

(%)

., Z, € K heifit lineares Gleichungssystem (LGS). Falls die
rechte Seite verschwindet (d.h. by = ... = b, = 0) heifit das LGS homogen, sonst inhomogen.
Y —
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ist linear.

b
Also: (x) l6sen bedeutet: L} : bestimmen.

b,

3.15 Das Gauj3-Verfahren: 1) Vertausche die Zeilen, so dass keine Zeile weiter links

beginnt als die erste Zeile:

Vj > 2:min{k : aj;, # 0} > min{k : a1, # 0}.

2) Durch Addition von Vielfachen der 1. Zeile zu den anderen Zeilen erreiche ,fithrende
Nullen* ab der 2. Zeile:

Vj > 2 :min{k : aj # 0} > min{k : ay, # 0} + 1.

3) Vergiss die erste Zeile, betrachte die zweite Zeile als erste und wiederhole den Vorgang.

Abbruchbedingung: Fiihre das Gauf-Verfahren so lange durch, bis das LGS Zeilenstufen-
form hat, d.h. dass jede Zeile entweder vom linken Rand her mehr Nullkoeffizienten als die

vorhergehende Zeile hat oder links vom Gleichheitszeichen aus lauter Nullen besteht:

a1y + appr2 + e + amT, = b
0 r1 + agere + e + a9y, T, = b2
Ol‘l + OZL‘Q + assxrs + ce + as, T, = bg
Oz + Qe + ... + amx, = b (k > l)
0 = b
0 = bn

Klar ist: Falls ;1 # 0 oder b5 # 0 ... oder b,, # 0, dann gibt es keine Losung. Pech!

Andernfalls kann man das LGS ,,von unten nach oben“ auflosen.

3.16 Begriindung: Ist (x1,...,x,) Losung von (%), dann auch von dem umgeformten System
nach einem Gauf-Schritt (Wir haben ja nur Gleichungen addiert).

Ist (z1,...,x,) Losung des umgeformten Systems, dann kénnen wir die urspriinglichen Glei-
chungen durch GauB-Umformungen rekonstruieren.

Also: Ein Gauf-Schritt &ndert die Losungsgesamtheit nicht.

3.17 Folgerung: Ein homogenes LGS besitzt immer die Losung 1 = ... = z, = 0. Im
Fall m < n — 1 (weniger Zeilen als Variablen) besitzt ein homogenes LGS immer nichttriviale

Losungen.
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3.3 Basis und Dimension

3.18 Definition: Sei (V,+,-) ein Vektorraum iiber K.

1) Eine Teilmenge M C V heifit linear unabhéngig, falls folgende dquivalente Bedingungen
erfiillt sind:

(i) Fiir jede endliche Teilmenge {my,...,m,} C M gilt

VAL, ...\ €K (Z)\JmJ:O = )\1::)\n:0>

j=1

n
(ii) Istv = Z Aj-mjmit my,...,m, € M, sosind die Koeffizienten Ay, ..., A, eindeutig.
j=1

(ifi) Vm € M : LH(M \ {m}) # LH(M).

Falls M nicht linear unabhéngig ist, heiit M linear abhingig.

2) Eine Teilmenge B C V heifit Basis, falls B linear unabhéngig ist und LH(B) = V.

Insbesondere besitzt dann jeder Vektor v € V' eine eindeutige Darstellung

U:Z)\j'bj mitneh\l,)\jeﬂ(,bjeB.
j=1

Die Koeffizienten Ay, ..., A\, heien Koordinaten von v beziiglich B. Wir schreiben
At
v o=
M) g
1 0
Beispiele: 1) V=K' e =] . | ...e,:= O
0 1
B :={ey,...,e,} ist die kanonische Basis von K".

2) V=K a,...a, € K*\ {0}, so dass a; fiir j > k mehr Nullen ,von oben her* hat als

ag. Dann ist {aq,...,a,} Basis von K",

3) V ={(a,) Folge in C}, ¢; = (0,0,...,0,1,0,0,...)
1 j-tes Folgenglied

M = {ey,es,...} ist linear unabhéngig, aber keine Basis.
4) Seien Pj:C— C:z— 27, j € No.

{Py, ..., P,} ist Basis von P,,
{Py, Py, ...} ist Basis von P.



Mathematik [ fiir inf/swt/msv, Wintersemester 2018/19, Seite 58

5) V=F={f:R— R Abbildung}.

M = {x +— e | a € R} ist linear unabhéngig, aber keine Basis.

3.19 Die Idee von Descartes: Sei {vy,...,v,} C V. Definiere

n
— ZZL‘j %
j=1

Falls T' umkehrbar: Jeder Vektor v € V besitzt Koordinaten x4, ..., z,. Mit Koordinaten kann

T1
T:[K"—)V:(

T

man rechnen.

3.20 Satz: 1) T ist linear

2) Aquivalent sind: (i) LH {vy,...,v,} = V.
(ii) T ist surjektiv.

3) Aquivalent sind: (i) {vi,...,v,} ist linear unabhingig.
(ii) T ist injektiv.
4) Aquivalent sind: (i) {vi,...,v,} ist Basis von V.

(ii) T ist bijektiv.

3.21 Folgerung: Sei V Vektorraum iiber K mit einer endlichen Basis B und n := §B. Dann

ist V' isomorph zu K".

3.22 Satz: Der Vektorraum V besitze eine Basis mit n Elementen. Dann gelten:

1) Jede Menge mit mehr als n Elementen ist linear abhéngig.

2) Jede Basis hat genau n Elemente.

Beweis: 1) Sei B={b,...,b,} die Basis. Dann ist 7' : K* — V Isomorphismus. Seien nun

Wi,y ..., Wyt € V. Zu zeigen:

A1 w4 ..o+ Apaq - wpaq = 0 hat nichttriviale Losungen
= T’l()\l cwy + ... 4+ A\py1 - Wyy1) = 0 hat nichttriviale Losungen
& AT Hw) 4. 4 Mgt - T H(wpgr) = 0 hat nichttriviale Losungen

< wahr,

da hier ein homogenes LGS mit n + 1 Unbekannten und n Zeilen vorliegt.
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2) Seien B, B’ Basen von V.
1) = $B' <#B (da B’ linear unabhingig) i — 4B
1) = tB <tB (da B linear unabhingig) . O

3.23 Definition: Besitzt V eine endliche Basis B, so heifit §B die Dimension von V :
dimV :=¢B.

Besitzt V' keine endliche Basis, so heiflit V' unendlichdimensional.

Beispiele: 1) dim(K") =n,

2) Cm™ als Vektorraum iiber R: dim(C") = 2n,

o voun{(1)(1). (1)} = amor 2

4) dim(P,) =n+1,

5) P ist unendlichdimensional.

3.24 Folgerung: Falls dimV = n und {vy,...,v,} C V linear unabhéingig, ist {vy,...,v,}

eine Basis.

3.25 Basisergdnzungssatz: Sei V endlichdimensional, m € N, m < n := dimV und
{v1,...,v} C V linear unabhéngig. Dann existieren Vektoren v, i1,...,v, € V, so dass
{v1,...,v,} eine Basis von V ist.

Beweis: Sei {by,...,b,} Basis von V.

Ul:ZAj'bj N 1)17&0 = El)\]1§é0

j=1

Dann kann b;, durch v; ersetzt werden, d.h.
({b1,...,b,} \ {bj,}) U {v1} ist Basis von V.

Genauso folgt, dass es ein bj, gibt, das durch v, ersetzt werden kann, und die enstehende Menge

ist immer noch Basis von V.

So fortfahrend erhalten wir

({br, . o) \ {bjrs - b3 Y U {vn, o v}

als gewlinschte Basis von V. 0
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3.26 Bemerkung: Man kann beweisen: Jeder Vektorraum besitzt eine Basis.

3.27 Dimensionsformel: Sei L : V — W linear, dim V' < oco. Dann gilt
dimV = dimKern (L) 4 dim Bild (L)

(wobei dim ({0}) := 0).

Beweis: Sei k := dim Kern (L), n := dim(V).

Fall k=n: = V =Kem (L) A Bild(L) ={0} = n =0+ n stimmt.

Fall 1 <k <n—1: Sei{by,...b;} Basis von Kern (L).

Ergénze zu einer Basis {b,...,b,} von V
= Bild (L) = L(V) = L(LH{by, ..., b,}) = LH{Lby,..., Lb,} = LH{Lby1,..., Lb,}.

Behauptung: {Lbyy1,. .., Lb,} ist linear unabhéngig.
Dann: n = k + (n — k) stimmt.
0 = Mest-Lhost 4+ oot A= Lby = L1 bpgr vt M- b)
= Mgt bpe1+ ...+ Ay by € Kern (L)
— Mest bt o A by = A b4 A by
N P )

Fall k = 0: Sei {by,...,b,} Basis von V. Behauptung: {Lb, ..., Lb,} ist linear unabhéngig.

Dann: n = 0 + n stimmt.

0 = A -Lb+...4M-Lby = LA b+ ...+ Ay by)

= AN-b+...+ X\ b, € Kern (L) = {0}
:> )\1_ :)\n:O

Beispiele: 1) L:R*— R?:

[
Kern (L) = {
|

€
g; ) —> ( %2 ) ist linear.

1
( 993 ) DLy, %3, %4 € IR} = dim(Kern (L)) =3

( [} ) P2 € [R} = dim(Bild (L)) = 1
= dim(R?*)

Bild (L) =
3+1 =
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2) L:P,—>P:P— P

dim(Kern (L)) = 1

= dim(Bild(L)) = n+1—-1 = n
dim(P,) = n+1

3.28 Definition: Sei L : V. — W linear. Dann heifit Rang(L) := dim (Bild (L)) der Rang
der Abbildung L.

3.4 Lineare Abbildungen und Matrizen

3.29 Erinnerung: Seien V, W Vektorrdume iiber K.

1) L:V — W heift linear, falls

Vu,o eV VA peK: LA u+p-v) =X Lu+ p- Lv.

2) Der Kern von L: Kern (L) := {v € V : Lv = 0} = L7'({0} ist ein Untervektorraum von
V.

3) Das Bild Bild (L) := {Lv : v € V'} ist ein Untervektorraum von W.

3.30 Lineare Abbildung und Basis: Sei {by,...,b,} Basis von V  {w,...,w,} € W.

Dann existiert genau eine lineare Abbildung L : V — W mit

L(bl) = W1, ..., L(bn) = Wy,.

Bewets: 1) Annahme: L :V — W ist eine lineare Abbildung mit L(b;) = w;, j=1,...,n.

SeiveV = v= Z Aj - bj, A; eindeutig

J=1

= L(v) = Z)\j -L(b;) = Z)\j -w; = L(v) ist eindeutig
j=1 j=1
= Eindeutigkeit von L.

2) Definiere L:V — W : Z Aj by — Z A;j - w; Dann ist L linear (durch Nachrechnen)
j=1 j=1
= Existenz von L. 0
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Beispiele: 1) V =K", b; = e; (kanonische Basis)

I n
= L( )'-)ZSL’]"U)J'
j=1

Tn

2) L:R R definiert durch L( ) = <

= 1(5) =2 (0) v (V)

N OO
[ ~
= ~

/N
7N

NDNO =<

N———

N——

n I
< VR
i |

- N H}—‘o

I | & S——

— =

N——

I

N

DO DN

88

| 1<

e

N——

8.81 Satz: 1) Aquivalent sind: (i) LH ({wy,...,w,}) =W.
(ii) L ist surjektiv.

2) Aquivalent sind: (i) {wi,...,w,} ist linear unabhingig.
(ii) L ist injektiv.
3) Aquivalent sind: (i) {wi,...,w,} ist Basis von W.

(ii) L ist bijektiv.

Beweis: Siehe 3.20 O

3.32 Folgerung: Seien B = {by,...,b,},C ={c1,...,¢n} Basen von V bzw. W, und
Wy, :Zajk~cj (k=1,...,n)
j=1

die eindeutigen Darstellungen von wq, . .., w, beziiglich der Basis C'. Dann ist die in 3.30 gege-
bene Abbildung eindeutig bestimmt durch Angabe der oj;. Vereinbarung: Schreibe die oy, in

Matrixform:

M = MJP = : : = (ajr) = (),

A1 oo O

3.33 Definition: M = MS’B heift die m X n - Matrix der linearen Abbildung L beziiglich
der Basen B und C'. Es gelten:

1) Zeilenzahl = dim W (Bildraum),

2) Spaltenzahl = dim V' (Urbildraum),
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3) in den Spalten stehen die Koordinaten beziiglich C' der Bilder der Basisvektoren:

(6]
12 a9
NG 2% N (6D))
C.B .
ML = . . . . :>L(bg):Oz12'01+...+04m2'0m:. .
Qm2 Q2 C

() e

2) Zu0:V — W :v~ 0 gehort immer die Nullmatrix

0O ... 0
MEP = | : = 0
0 ... 0

3) Zuldy :V — V : 2+ x gehort beziiglich einer Basis B die Einheitsmatrix:

1 0 ... 0
Mﬁ’f _ 0 1 0 =: E, (n = Anzahl Spalten/Zeilen)
o ... 0 1

Aber: Mﬁ’f sieht anders aus, wenn C' # B (Transformationsmatrizen).

4) Sei L:V — W bijektiv, B = {by,...,b,} Basis von V, C := {Lby,...,Lb,} (nach 3.31

ist C' Basis von W).

1 0 ... 0

O Vs N S
L
0o ... 0 1

Diese Matrix sagt iiber die Abbildung nicht viel aus.

o vese = {() () () -re-

h
7N
e N
Il
DLW N
N—— N—

G
sy

|
VRS
e
S\
o W
~_
b‘
N

—HOoOOOROOOR

~
Y

—_oo

_ o lxy + 229 + 323
— \ 4z + dxo + 623

()1l (§) o () o
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3.34 Das Bild eines Vektors: Sei L : V. — W gegeben durch MLC’B = (i), und sei
B = {bl,...,bn}, C= {Cl,...,Cm}.
Firov eV gilt v = ka-bk und

k=1
n
Lv = Z’Uk . L(bk)
k=1
n
-2 Z Q- ¢;
m
- 5 (Saen)
j=1 \k=1
= Koordinaten von Lv beziiglich C
Also L :v+— Lv
n
Z Ak Vg
U1 1 Q11 Q2 ... Oqp g;
: = : = : : :
Un /B " Ol 2 . Ot Uy, B
Z Qi Vg
k=1 C

D.h.: 1. Koordinate des Bildvektors = 1. Zeile der Matrix ,,Mal“ Vektor

m-te Koordinate des Bildvektors = m-te Zeile der Matrix ,,Mal“ Vektor

3.35 Satz: Seien B = {by,...,b,},C = {c1,...,¢n} Basen von V bzw. W und MS’B die
Matrix der Abbildung L : V' — W. Dann berechnen sich die Koordinaten von Lv beziiglich der

Basis C' aus den Koordinaten von v beziiglich B durch

(Lv)1 a1 ... Oap (%1
(Lo)e = | = | z | = MPP g
B

(Lv)m C Am1 -+ Qmp Un

8.86 Satz: Sei L :V — W linear, B Basis von V, C Basis von W und M{"® = (a;;) mit den

Spaltenvektoren

glk
k
ap = 2 (k=1,...,m).

aﬁk C
Dann gelten
Bild (L) = LH{a4,...,a,},
Rang (L) = dim (LH{al,...,an}>.
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3.37 Satz: Sei L : V — W linear, dim(V) = n, dim(I¥) = m. Dann existieren Basen B,C

von V bzw. W so, dass

0
0 1 0
MEE = Lo ... 0 1 0 ... 0 | « kteZeile
0
m — k Nullzeilen
0 ... ... 0

——
n — k Nullspalten
k-te Spalte

und es gelten

Rang (L) = Anzahl der Spalten ungleich Null = &k
dimKern (L) = Anzahl der Nullspalten = n—Fk = dimV —k

3.38 Verkniipfung linearer Abbildungen: Seien U, V, W Vektorrdume mit endlichen Ba-
sen By, By, By und

K : U — V linear mit Matrix Mg""" = (B;) .
L :V — W linear mit Matrix M™% = (ay;)
Dann ist die Matrix von L o K gegeben durch

(Vik) 1., . MLBoV}?BU = M5W7BV'M§V7BU = (szﬂ(ﬁjk)

wobei das Matrizenprodukt definiert ist durch

m
Yo =) i B
j=1

(i = i-te Zeile der Matrix (oy;) ,Mal“ k-te Spalte der Matrix (S;).
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Beweis: B, ={ay,...,a,}, By ={b1,...,bn}, Bw ={c1,...,¢}
= (LoK)(ax) = L(K(ay))
= L (Zﬁjk‘bj)

m

= Zﬁﬂc - L(b))

m l
= Zﬁjk : (Z Qg Ci)
j=1 i=1
l

C$ (S

i=1

=ik

3.39 Definition: Die Matrix C' = (7); heifit Matrizenprodukt von Aund B: C = A-B.
Das Matrizenprodukt A - B kann nur gebildet werden, wenn Spaltenzahl von A = Zeilenzahl

von B.

1
) (12 -11)- (9] =
1
) 12 -1 1
0 00 00
5 | 1|2 -1 1)=1|1 9 |4
1 12 -1 1

(manchmal auch “dyadisches Produkt”). Insbesondere A- B # B - A (vergleiche mit dem

vorigen Beispiel).
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3.40 Matrizen und lineare Abbildungen: Zu einer m x n-Matrix

a1k
., it Spaltenvektoren ay = ( : ) e K™
Amk

definieren wir die lineare Abbildung

X1

n I
T, k=1 Tn

Dann gilt MLEJIME = M, wenn E,E’ die kanonischen Basen von K" bzw. K™ bezeichnen. Die

Abbildung

LM:IK"—)IKm:(

® : M +— Ly mit Umkehrabbildung &' : L — MF
ist eine bijektive Abbildung von der Menge aller m x n-Matrizen auf die Menge aller linearen
Abbildungen L : K" — K™
Sei nun M eine m x n-Matrix und K eine | x m-Matrix. Dann: ®(M) : R* — R™, ®(K) :
R™ — R', und

(K, M) +— K-M Matrizenmultiplikation

1 )
(P(K),®(M)) — P(K)oP(M) Hintereinanderausfithrung
Also: (K - M) = ®(K) o ®(M).

So wurde die Matrizenmultiplikation definiert!

3.41 Umkehrabbildungen: 1) Sei L :V — V linear und invertierbar, B eine Basis von

V' mit n Elementen. Dann gilt

B,B BB B,B B,B B,B L
MEE . MEE — MEE . MPE — MEP = E, =

Die n x n-Matrix FE,, heifit Einheitsmatrix.

2) Sei M eine n x n-Matrix (iiber K). Falls eine n x n-Matrix M ! existiert mit M-M~! = E,,,
so gilt auch M~!- M = E,,. Auerdem ist die Matrix M ~! eindeutig, d.h. die Matrizen-
gleichung

M-X = E,

besitzt genau eine Losung X = M1,

3.42 Definition: Eine n x n-Matrix M iiber K heifit invertierbar, falls eine n x n-Matrix
M1 existiert mit M - M~! = E,. Dann gilt auch M~! - M = E,, und die Matrix M~! heifit

inverse Matrix zu M.
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3.43 Folgerung: Essei L :V — V linear mit Matrix M = Mf’B. Dann sind dquivalent:

(i) L ist invertierbar (d.h. bijektiv).

(ii) M ist invertierbar.

Beweis: (i) = M5 =M1 = (i)

(ii) = Setze K : V =V 1z K(z) mit (K(z)), = M ' zp.
BB - BB BB BB - BB
Dann: M” = M~ und M = M7 - My :M-Mle:MIdV
= LoK =1Idy,also K = L7!
= () -

3.44 Satz: Die Menge
{L Kt — K" ‘ L ist linear und bijektiv}

mit der Hintereinanderausfithrung o als Verkniipfung bildet eine Gruppe, die lineare Gruppe
GL, (K).

3.45 Folgerung: Sind A, B invertierbare Matrizen, dann ist auch A - B invertierbar und es
gilt
(A-B)™t = B71. A%

3.46 Folgerung: Die Menge
{M } M ist invertierbare n x n-Matrix iiber [K}

mit der Matrizenmultiplikation als Verkniipfung bildet eine Gruppe. Sie wird ebenfalls als
lineare Gruppe GL,, (K) bezeichnet.

3.5 Lineare Gleichungssysteme 11

3.47 Matrizen und lineare Abbildungen: Zu einer m x n-Matrix

alk

mit den Spaltenvektoren a; = : e K™

Ak
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definieren wir die lineare Abbildung
X n Zq
Ly K" K" | 0 [ =) apa=M
k=1
xn xn
Dann gilt MLEI:IE = M, wenn F, E’ die kanonischen Basen von K" bzw. K™ bezeichnen.

Damit definiert
M + Ly mit Umkehrabbildung L ~ M7

eine bijektive Abbildung von der Menge aller m x n-Matrizen auf die Menge aller linearen
Abbildungen L : K" — K™.

3.48 LGS und Matrizen: Sei ein LGS

)
a1 + apre + ... + A1y = b1
a91T1 + ... + Aon Ty = bg
(%)
amiTi + ... + Gpntn = bn

mit der Koeffizientenmatrix

ayy ... Qg
M =
Am1 Amn
I
gegeben. Dann ist 1, . .., x,, genau dann Losung von (%), wenn der Vektor x := : Losung
T,
von
b
Lyx = b = : (%)
bim
ist, oder anders geschrieben:
Mz = b (% %)

3.49 Folgerung: Das LGS Lx = b ist genau dann 16sbar, wenn b € Bild (L).

3.50 Losungsstruktur: Sei L : K® — K™ und das inhomogene LGS Lz = b gegeben. Ist xg

eine Losung, dann sind alle Losungen gegeben durch
x = xo+Kem (L) = {zg+y:ye€Kemn(L)} = {zg+y:Ly=0}.

Man nennt x, partikulire Lésung, obwohl zy nur irgendeine Losung bezeichnet (falls es

mehrerere Losungen gibt).
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3.51 Folgerung: Sei L : K" — K" und das LGS Lz = b gegeben. Dann sind dquivalent:

(i) Das LGS besitzt fiir jeden Vektor b € K" genau eine Losung.
(ii) Kern (L) = {0}

(iii) Rang (L) =n

Beweis: (i) = Kern (L) ={0} < (ii)

(ii) < (iii): Dimensionsformel n = dim(Kern (L)) + dim(Bild (L))

(ii) = (i): (ii) = (iii) = Bild(L) = K* = b € Bild (L) = mindestens eine Losung existiert.
(ii) = Losung ist eindeutig
= (i) O

alk

3.52 Definition: Sei M = (ajx) eine m x n-Matrix mit den Spaltenvektoren a; =

Qmk
(k=1,...,n). Der Rang von M ist definiert durch

Rang (M) := Rang(Ly) = dim(Bild (Ly)) = dimLH({ai,...,a,}).
3.53 Folgerung: Eine n x n-Matrix M ist genau dann invertierbar, wenn Rang (M) = n.

Beweis: M invertierbar < L), bijektiv
Bild (Ly;) = K* (Lj surjektiv)
{ Kern (Ly) = {0} (& Las injektiv)
< dim(Bild (Ly)) =n
< Rang(Ly)=n O

3.54 Satz: Sei das LGS Ax = b gegeben, A’ := (Ab) die erweiterte Koeffizientenmatrix.
Dann sind dquivalent:

(i) Az = b besitzt mindestens eine Losung.

(ii) Rang(A) = Rang(A’).
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Beweis: (i) & be LH{a,...,a,}
< LH{ay,...,a,} = LH{ay,...,a,,b}
< Rang(A) = Rang(A’) O

3.55 Berechnung inverser Matrizen: Sei M eine n x n-Matrix. Schreibe (M }En) Wende
Gauflalgorithmus an, bis links vom Trennstrich die Einheitsmatrix steht. Dann steht rechts die
inverse Matrix:

(M|E,) & ... (E,|M™).

3.6 Basiswechsel
3.56 Definition: Sei V ein Vektorraum mit Basen B, B’. Dann heifit

— B'.B
S = M

die Basiswechselmatrix von B auf B’.

3.57 Eigenschaften: 1) Ist B={b,...,b,} und B'={cy,...,¢,} und

n n
o= w5 =)y
j=1 j=1

so konnen die Koordinaten x1, ..., z, und yy, ..., y, folgendermaflien umgerechnet werden:
Y1 1 1 Y1
B'.B ) ) _ ayBB
= MIdV : bzw. : = MIdV
Yn ) g Tn /) g Tn /) g Yn ) g

2) S ist invertierbar: S~ = Mlﬁ’B,.
Vv
3) Ist L:V — V linear, dann ist

B'.B B'.B B,B B,B’
M; = MIdV - M; -Mldv

4) Allgemeiner: Seien L : U — V, B, B’ Basen von U, C,C" Basen von V, M := MS’B,
R:= Mg’B, S = Mlcd/’c. Dann gelten
U 1%

c'.,B c',C C,B _

M7 = My “- M = SM

] [C,B’ . ] [C,B ] [B,B’ . V.R-1
L - L "Hidy - ‘R

;A C'.C 1sCB 3sBB 1
M = MO MPP MR = SMR
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3.58 Definition: 1) Zwei m x n-Matrizen A, B heiflen dquivalent, wenn es invertierbare

Matrizen S (m x m) und R (n x n) gibt mit
B =S5-A-R"' (vgl oben M"® =5.M-RY).

D.h. A und B beschreiben beziiglich geeigneter Basen dieselbe Abbildung.
Insbesondere: Rang (A) = Rang (B).

2) Zwein x n-Matrizen A, B heilen dhnlich, wenn es eine invertierbare n x n-Matrix S gibt
mit

B =S8-A-81".

3.59 Satz: Es sei M eine m x n-Matrix. Die Anwendung des Gau$-Algorithmus (Vertauschen
von Zeilen und Addition des Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile) dndert den Rang

von M nicht. Insbesondere gilt

Rang (M) = maximale Anzahl linear unabhéngiger Spalten

= maximale Anzahl linear unabhéngiger Zeilen

Beweis: 1) Vertauschung zweier Zeilen, z.B. 1. und 2. Zeile:

010 0

100 ... 0

001 O 0

M' = . . M- E,
0

: 0

000 ... 0 1
= M’ , M sind dquivalent, haben denselben Rang.

2) Addition A - (1. Zeile) zur 2. Zeile:
10 0
A1 0 0
M = 0 -M - E,

- 0
00 ... 0 1

= M’', M sind dquivalent, haben denselben Rang.
3) Forme M mit GauBschritten um zu Zeilenstufenmatrix M’
= Rang(M) = Rang(M’) = Anzahl der nicht-Null Zeilen in M’

GauB-Schritte &ndern nicht die maximale Anzahl der linear unabhéngigen Zeilen. 0
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3.7 Lange von Vektoren

3.60 Definition: Seien K = R oder K = C und V ein K-Vektorraum. Eine Abbildung ||.| :
V — R: x+— ||z|| heift Norm, falls fiir 2,y € V und X € K gilt:

(N1) Jjz]|>0 A (||lz| =0< 2 =0) (Positivitét)
(N2) Az = [Al]=] (Homogenitiit)

(N3) Nz +yll < [zl + [yl (A-Ungleichung)

(vgl. Eigenschaften des Betrages in Satz 2.15).

3.61 Definition: Ist ||.|| eine Norm auf V, so heifit B1(0) := {z € V : ||z|| < 1} Einheits-
kugel. Ist ||z|| = 1, so heifit x Einheitsvektor.

3.62 Definition: Sei V' Vektorraum iiber K = R oder K = C mit Norm ||.||. Dann heiit
d(z,y) = |z -yl firz,yeV
der Abstand von x zu y. Der Abstand besitzt folgende Eigenschaften:

(M1) d(z,y) > Osowied(z,y) = 0 & z =y (Positivitit, Definitheit).
(M2)  d(z,y) = d(y,x) (Symmetrie).

(M3) d(z,y) < d(z,2)+d(z,y) (A-Ungleichung).

(vgl. Abstand in Kérpern, Definition 2.18).

3.8 Winkel im Vektorraum
3.63 Definition: Sei V Vektorraum iiber R oder C. Eine Abbildung
VXV —=K:(z,y) — (x,y)

heifit Skalarprodukt (engl. inner product) auf V', falls

(SP1) (z,2) >0 A ((z,2) =0 2=0)

(SP2) (y,7) = (z,y)

(SP3) (A-x+p-y,2) =Mz, 2) + 1 (y, 2)
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Ein Vektorraum mit Skalarprodukt (V,(.,.)) heiit auch euklidischer (K = R) oder unitéirer
(K= C) Vektorraum.

Beispiele: 1) Standard-Skalarprodukt im R™:

)N -50e

2) Standard-Skalarprodukt im C™:

xq Y1 n
) = > 7
Tn, Yn j=1
3) Im R"ist auch
T Y1 ~ A 0 T Y1 n
S P = S B = Aj T Yj
Ln Yn 0 )\n Tn Yn j=1

ein Skalarprodukt, falls Ay,..., A, > 0.

3.64 Figenschaften: 1) Fiir festes y € V ist die Abbildung
x— (z,y)
linear nach (SP3).
2) Nach (SP2) und (SP3)
(e y+p-2) = X(o,y)+7i (2.2).

3) (WeV:(ry)=0) = =0 (Setze y := x, sieche (SP1)).

3.65 Satz (Cauchy-Schwarz-Bunjakowski Ungleichung (CSB)): Fir x,y € V gilt

[y < Viwa) V().

Bewesis: Fally=0: = 0 <0 stimmt.

Fall y # 0: Setze \ := — <:E,y>
)

—~

(SP1) = 0 < (y,y)(z+ \y,x+ A\y)
= (g, ) ({&,2) + Xy, z) + Xz, 9) + A (y,9))
(o) (o, 2) = [{2,9) P = [{z9) P+ | (2, 9) |2
= (yy) (@, 2) — | {z,y) [
= z,y) > < {y,y) (z,2) O
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3.66 Satz: Ist (V,(.,.)) ein Vektorraum mit Skalarprodukt, so definiert
lzllz = V{z,2)

eine Norm auf V. Die Cauchy-Schwarz-Bunjakowski-Ungleichung wird zu

@y | < llzllz -yl

Beweis: (N1) ||z||2 > 0 stimmt, ||z]s =0 < (r,z) =0 < 2 =0.

(N2) [|A-zla = /(A 2, A z) = VAP (@, 2) = [A] [[2]]2.

(N3) |z+yll3 = (@+y,z+y) = (x,2) + (z,y) + (y,z) + (y,y)
= [|z/|3 + lyll3 + 2Re (z, )
)13 + [lyll3 + 2 (z, y) |
)13 + [lyl3 + 2l|[l2 |yl
2
= (llzllz + lyll2) O

3.9 Orthogonalitét
3.67 Definition: Sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt (., .).

1) z,y € V heiflen orthogonal (z L y), falls (z,y) = 0.

2) Eine Familie (v;);e; € V mit v; # 0 fiir ¢ € I heiBt Orthogonalsystem, falls v; L v; fiir
i # j, und Orthonormalsystem (ONS), falls

0 fiire#j
1 firi=j.

(vi,vj) = bij = {

Ist ein ONS gleichzeitig Basis, so heifit es Orthonormalbasis (ONB).

3.68 Satz des Pythagoras: Sei x 1 y. Dann gilt

lz+yllz = ll=ll2 + llylls -

3.69 Satz: Ist (v;);er ein Orthogonalsystem, so ist {v; : ¢ € I'} linear unabhéngig.
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Bewezis: Sei J C I, J endlich und Z)\j -v; = 0. Fiir k& € J folgt

Jje€J
0= <Z A - vj,vk> => N (o) =XMeluill; = A =0.
i€t i€t —0 fiir j£k

3.70 Satz: Sei (V,(.,.)) Vektorraum mit Skalarprodukt, {vy,vs,...} C V endliche oder ab-
zéhlbare linear unabhéngige Menge. Dann gibt es ein ONS {ey, s, ...} mit der Eigenschaft

VEk € Nmit & < #{vy,vq,...} : LH{vy,..., v} = LH{ey, ... e}

Insbesondere gilt: Ist dim V' < o0, so besitzt V eine ONB, und jedes ONS lésst sich zu einer
ONB ergénzen.

Beweis: Verwende das Gram-Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren:

Schritt 1: ¢; (= —

N0
[[v1]]2 !

Schritt 2: f;:= vy — (vg,€1) - €1 #0, da vy & LH{v:} = LH{es}

Es gilt fa Ley: (fa,e1) = (v2,€1) — (v, €1) {e1,€1) =0
=1

Set 1 fr = {e1, €2} ist ONS
etze €9 \'—m ——
2l LH({e1, es} = LH({vy, v}

Schritt k: Sei {ey,...,ex_1} bereits konstruiert.
Dann gilt vy & LH{vy,...,v,_1} = LH{eq,...,ex_1}
k—1

= fi ::vk—Z(vk,ej>~ej7éO
j=1
Esgilt fp Le;fiirj=1,...,k—1:

k—1
<fkae] Ukae] Z Ukaez elaej <vk7€j> - <Ukuej> =0.
=1

=05

Setze ey, :=

1
TR

{e1,...,er} ist ONS
LH({eh ) ek} = LH({Uh B 7Uk}
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3.71 Entwicklung nach Orthonormalbasen: Sei B = {ey,...,e,} ONB von V.

1) Fir allev € V gilt

n

b= D)o,

J=1

d.h. (v,e1),...,(v,e,) sind die Koordinaten von v beziiglich {ey,...,e,}.

2) Istu:Z)\j-ej, vzz,uj-ej, so gilt
j=1 j=1

n )\1 431
(u,v) - ZA]ﬁ] = < 7( >> - <(U)B>('U)B>|Kn'

An

Insbesondere gilt
2
lulld = (uu) = Y INE = > | (we)]
=1 j=1

(Parsevalsche Gleichung).

Beweis: 1) B Basis = v = Z Aj-€j.

j=1

n

= firk=1,...,n: <v,ek>:Z)\j<e]~,ek):)\k.

3.72 Folgerung: Der Isomorphismus

X1

L:ﬂ<"—>V:< )wzxfej
j=1

T
erhélt das Skalarprodukt:
<.T, y)[K" = <L T, Ly>v ’

und damit auch die Norm. K" und V' konnen als identisch angesehen werden.

Beispiele: 1) V =R? B={ej, e} = {( (sj?rfg ), ( —Cgisngpap )} mit festem ¢ € R.

a2 . T1 COS Y + Xy sin @
x_(@)E = x_<—xlsincp+x2c:oscp)3
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2) V=0C(0,2n]) :={f:]0,2n] — C| f ist stetig}.

2T
(f,9) = / f(z)g(z)dz ist Skalarprodukt
0
1/2

2T
Ifll2 = (/ |f(x)|2d:c) zugehorige Norm
0

Setze
. 1
e: X —
’ V2T
— —=sin(na)
€an_1: T+ —=sin(nx
2n—1 r
1
€y T+ —= cos(nw)

NZ3
Nachrechnen: {eg, €1, ...} ist ONS. Fiir f € LH{eg, ey, ...} gilt

f = Z(f en) *€n = b0+Zansmmc +Zb cos(nr)

/ fla

b, = — f( ) cos(nzx) dx

0
/ f(x)sin(nx)

Léasst man auch ,unendliche Summen* zu, so kann man praktisch jede Funktion f so

entwickeln: Theorie der Fourierreihen.

3.73 Satz: Seien V ein Vektorraum mit Skalarprodukt, U ein endlichdimensionaler Unter-
raum, {eq,...,ex} ONB von U und = € V fest. Fiir y € U sind dquivalent

k

() y=>) (z.¢) ¢

J=1

(i) z=y+zmit 2 LU (dh.VgeU: 2z L g)

(iii) Vg € U: [l — yll2 < [l = gll2-
D.h.: y ist das Element von U, das zu x den kleinsten Abstand hat.
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Beweis: (i) = (ii): Seiz:=x—yund y € U, y—Z)\ e;.

j=1
= <Z,g> = (:c—y,@ = <I,37>—<y,37>
k k k
- Z)‘J (z,€;) _Z<x76j>z<6]7)‘l er)
Jj=1 Jj=1 =1
k o k o
= Aj <l‘,6j>—z<l‘,6j>>\] 1
j=1 j=1
= 0
(ii) = (iii): Seiz:=2x—y L U, ye U.
= llo=3l; = lla—y+y-7l3
1U cU

= Nz =yl +Ily - 7l3
>z —yllz

k
(iii) = (i): Fallx € U: Dann y = Z z, €j)

Fall z € U: Sei {e1, ..., ek, exr1} ONB von LH{ey, ... e, x}. Es gilt

k+1 k1
:U:Z(:c,ej>-ej, y:Z)\j~ejmit)\k+1:O.
j=1 j=1
k41 2
= llz—yl3 = |D_(ae)=N)-e
j:l 2

k+1 )
= Z’<$76J>_)\J
=1

= Minimum, falls \; = (z,¢;) fir 1 <j <k

3.74 Bemerkung: Aus dem Satz: Fiir x € V 3ly € U : ||x — y||2 ist minimal. Es gilt

k
E .%’6]

J=1

k
Die Abbildung P:V — U : x +— Z (x,ej) - e; ist linear und heift orthogonale Projektion
j=1

von V auf U.
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3.10 Die adjungierte Matrix
3.75 Definition: Sei

A:

am1 --- Amn

eine m X n-Matrix. Dann heifit die n x m-Matrix

a1 ... Qmi

A1p ... Omn

die adjungierte Matrix zu A und die n x m-Matrix

ay; ... Qmi

AT =
A1p ... Omn

die transponierter Matrix von A. Im Fall K = R gilt A* = AT,

3.76 Definition: Eine n x n-Matrix A heift

1) selbstadjungiert, falls A* = A,
2) symmetrisch, falls AT = A,

3) unitir, falls A* = A~!. Im Fall K = R heiit A dann auch orthogonal (AT = A~1).

3.77 Satz: Seien B, zwei ONB’s von V. Dann ist MS’B unitér, d.h. die inverse Matrix ist

B,C oB\"
besonders einfach zu berechnen: M~ = (Mld’ ) .

Beweis: Fir V= C" und C = E = kanonische Basis. Sei B = {b1,...,b,}.

M® = : L = (00 (00)E)
(bl)n (bn)n
—~— —~—
Koord. Koord
von b; von b,
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. (b))%
= (MI%B> Mgt = : '((bl)E (bn)E>
(bn)E
b)) (b o (b by
B (b2, br)
o) (b

= F (Einheitsmatrix)

3.78 Satz: Seien (., .)yn, (., .)ym die Standard-Skalarprodukte in K" bzw. K™, und sei A eine
m x n-Matrix. Fiir x € K", y € K™ gilt

<Ax7y>km = <$,A* y>|]<n .

n

k=1
= (Az,y)ym = Z (Za]kxk> U
j=1 \k=1

Genauso

(@, A ) = > _wn(Ay),

3.79 Folgerungen: 1) Ist A selbstadjungierte n x n-Matrix, so gilt fiir z,y € K™
(Az,y) = (,Ay).
2) Ist A unitér, so gilt fiir z,y € K"

(Az,Ay) = (z,y).

Insbesondere gilt ||Az||s = /(A z, Ax) = ||x||2. Eine unitdre Matrix erhilt Langen und
Winkel.
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3.11 Die adjungierte Abbildung

3.80 Satz und Definition: Sei L : V — W. Dann existiert genau eine lineare Abbildung
L*: W — V, so dass
YoeV YweW: (Lv,w)y, = (v,L"w), .

L* heiflit die adjungierte Abbildung zu L.
Ist B={by,...,b,} ONB von V und C = {cy,...,¢,} ONB von W, so gilt

g = (g’

d.h. zur adjungierten Abbildung gehort die adjungierte Matrix.

Beweis: Existenz: Sei (Lv)c = M;""(v)p. Offensichtlich ist MS” eine m x n-Matrix und

(MLC’B)* eine n x m-Matrix. Definiere
LW =V (Lrw)p = (MLC’B>* (w)e.
Dann gilt Mf;c = (MLC’B>* und
(v, L'w) = {(v), (L'w)p)yn
(@ (ME") )e),,
= (MW, (w)e)

= ((Lv)o, (w)o)gm
{

Lv, w)y,

Km

Eindeutigkeit: Sei K : W — V mit (Lv,w) = (v, Kw),,

= (Kw— L'w,v) = (w,Lv) —(w,Lv) = 0 YveV
= Kw-—-L'w=0.

3.81 Figenschaften der Adjungierten: Essei L:V — W, K : W — U. Dann gelten

1) (L*)*=L.
2) (KolL)*= L*"o K* (Reihenfolge dreht sich um!).
3) Kern(L) = (Bild (L*))* :={z € W : (z,y) = 0 Vy € Bild (L") }.

4) Falls L:V — V, gilt Rang (L) = Rang (L*).
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Beweis: 1) Firxz eV, ye W gilt
(x, (L")'y) = (L'z,y) = (x,Ly) = (L")'y = Ly.

2) (KolL)z,y) = (K(L(x),y) = (Lx, K*y) = (z,L*(K"y)) = (z, L7 o Ky).

3) zeKern(L) Lx=0

=

& VYye W (Lx,y) =0
s YyeW:(x,L*'y) =0
&z e (Bild(L*)"

4) Dimensionsformel: dim V' = dim Kern (L) + dim Bild (L).

= Rang(L) = dim Bild(L) = dim(V) — dim Kern (L)
= dim(V) — dim (Bild (L*)*)
= dim(V) — (dim(V)) — dim Bild (L*))
= dim Bild (L*) = Rang(L").

3.82 Definition: Eine Abbildung L : V — V heif3t

1) normal, falls Lo L* = L*o L.
2) unitér, falls L* = L7, Ist L unitir und gilt K = R, so heift L auch orthogonal.

3) selbstadjungiert, falls L* = L. Ist L selbstadjungiert und gilt K = R, so heifit L auch

symmetrisch.

3.83 Figenschaften unitdrer Abbildungen: Fir L : V — V linear sind dquivalent:

(i) L ist unitér.

(ii) Yu,v € V : (Lu, Lv) = (u,v). Insbesondere ist L lingen- und winkelerhaltend.
(iii) L ist isometrisch, d.h Vu € V : ||Lul|2 = ||ul2-

(iv) L transformiert ONBen in ONBen.

(v) Es existiert eine ONB B, so dass die Spalten von ME’B eine ONB bilden.

(vi) Fiir jede ONB B bilden die Spalten von M,"" eine ONB.
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3.12 Determinanten

3.84 Definition: Seien z,y € R?. Die orientierte Fliche des von x,y aufgespannten Paral-

lelogramms ist definiert durch

T hn
F(z,y) == 21y2 — T2y1 = \

T2 Y2

3.85 Folgerung: Die orientierte Fliache besitzt folgende Eigenschaften:
1) F(z,y)=0 < {z,y} ist linear abhingig.
2) F(el,eg) =1.
4) F(r+zy)=Flr,y) + Fzy), Flr,y+2) = F(z,y) + F(z, 2).

3.86 Definition: Seien x,vy,z € R3. Dann heifit

V(x,y,z) = T1Y223FY122%3 21 T2Y3 — 21 Y2 T3 — T1 2, Y3 — Y1 T2 23

T n 21 T1 U1

Y2

T3 Ys Z3 xs3 Y3

das orientierte Volumen des von z,y, 2z aufgespannten Parallelepipeds.

3.87 Definition: Es sei M, ,(K) die Menge der n x n-Matrizen mit Elementen in K. Eine
Abbildung det : M, ,(K) - K : A — det(A) =: |A| heifit Determinante, falls sie folgende
Eigenschaften besitzt: Ist

A = (a1 an) mit Spaltenvektoren a; € K",

so gelten:

(D1) det(E,) = 1.
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(D2) Fir jedes k € {1,...,n} gilt:

det (al...ak_l (-ap+p-b) ak+1...an) =

= adet(ay...ap_q1 ag agyq - . .an) + p det(ay...ax—1 b agyq - . .an).
D.h. die Abbildung det ist in jedem Argument linear.
(D3) Fiir alle Paare (k,j) mit k # j gilt:
det(al...ak...aj...an) =(-1) det(al...aj...ak...an),

d.h. Vertauschung zweier Spalten éndert das Vorzeichen.

3.88 Bemerkung: Man kann beweisen, dass es genau eine Determinante det : M, ,(K) — K
mit diesen Eigenschaften gibt.
3.89 Satz: Es sei A eine n x n-Matrix. Fiir die Determinante gelten:

1) Verschwindet eine Spalte: a; = 0 fiir ein k, so gilt det(A) = 0.

2) Enthilt A zwei gleiche Spalten: aj = a; fiir ein Paar (k, j) mit k£ # j, so gilt det(A) = 0.

a1y 0 0
0 .
3) det 22 = A11 022" Onp.
. ) 0
0 0 apn

4) Addition des Vielfachen einer Spalte zu einer anderen éndert nicht den Wert der Deter-

minante.

3.90 Satz: Es sei A= (a;...a,) eine n X n-Matrix mit den Spaltenvektoren a;. Dann gilt:
{ai,...,a,} ist linear abhingig < det(A) =0.
Oder anders ausgedriickt: Es gilt

Rang (A) <n < det(A) =0 bzw. Rang(A)=n < det(A) #0.
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Beweis: ,=“:FEssei \j-a1+...+ N\, a,=0. OBdA A\ #0 = a1+§—f~a2+...+’)\\—?~an20

A A
= det(A):det<<a1+—2-a2—|—...—|——"~an) as ... an) =0

A1 A1
-0
,<"“: Kontraposition: Zeige {ay,...,a,} linear unabhéngig = det(A) = 0.
Sei {aj,...,a,} linear unabhéngig
1
0
= e = : =A-a;+...+ A, -a, wobel 3k Ay, #0
0
o 1 M a2
— e = —-a . +ta — - ap,
Mo Mo . ) My ,
= det(4) = det{a; ... ap1 (= a4 Aap+... 2 an] Qg .. an
Ay Ay
1
= +—det(e; a; ag,—1 Ag41 --- Gp)
k1
1 1 1
= +— . — — det(e en
Mo Mo A @ )
# 0

3.91 Lineare Gleichungssysteme: Es sei A eine n x n-Matrix. Dann gelten:

1) Das LGS Ax = 0 besitzt nichttriviale Losungen genau dann, wenn det(A) = 0.

2) Das LGS Az = b ist fiir jedes b € K" eindeutig 16sbar genau dann, wenn det(A) # 0.

Beweis: 1) det(A) =0 < Rang(A) <n < LGS Az = 0 besitzt mehr als eine Losung.

2) det(A) #0 < Rang(A) =n < LGS Ax = b ist fiir jedes b € K" eindeutig 16sbar. 0

3.92 Rechenregeln: 1) det(A-B) = (det(A))det(B).

1
~ det(A)

2) Falls A invertierbar ist: det(A™!)

3) det(AT) = det(A).
Insbesondere: Addition des Vielfachen einer Spalte zu einer anderen &ndert nicht den

Wert der Determinante.
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3.93 Laplace-Entwicklung: Fir A = («;;) € M,,,, setze

p
Az’j = ( &G T =27 ) € Mnfl,nfl
s

(Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte in A).

Fiir jedes i € {1,...,n} gilt
det A = Z(-l)iJrj()éij det Az’j
j=1
(Entwicklung nach i-ter Zeile), und fiir jedes j € {1,...,n} gilt

det A = Z(—I)H—j&ij detAij

i=1

(Entwicklung nach j-ter Spalte).

3.94 Geometrische Bedeutung: 1) Firvy,...,v, € R"ist

V(vy,...,v,) = det (v1 vn)

das orientierte Volumen des von den Vektoren vy, ..., v, aufgespannten Parallelepipeds.
2) Sei A eine reelle n x n-Matrix. Betrachte L : R* — R" : 2 — Az. Sind vy, ..., v, € R", so
gilt

V(Lvy,...,Lv,) = det(A)V(vy,...,v,),
d.h. det(A) gibt an, wie sich das Volumen unter der Abbildung L veréndert.
3.95 Definition: Sei L : V — V linear und B Basis von V. Dann ist die Determinante von
L definiert durch

L] = det(L) := ‘Mf’B‘.

3.96 Bemerkung: Sind B, B’ Basen von V und ist L : V' — V linear, so gilt

27| = |

Beweis: Sei MIB;’B die Basiswechselmatrix. Dann gilt:

BB BB B,B BB’
M| = |
B BB B,B BB
= |7 ||
~—
BB\ !
=(vi3”)
1 B,B BB’
= e (M2 |
M
0
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3.13 Diagonalisierung

3.97 Definition: Sei L : V — V linear.

1) X € Kheifit Eigenwert (EW) von L, falls ein v € V mit v # 0 existiert, so dass Lv = A-v.
Der Vektor v heiit dann Eigenvektor (EV) zum Eigenwert A

(englisch: eigenvalue, eigenvector).

2) Die Menge o(L) := {A € K: X ist EW von L} heift Spektrum von L.

3.98 Satz: Sei L:V — V linear, B = {by,...,b,} Basis von V. Aquivalent sind:

(i) B besteht nur aus Eigenvektoren.
(ii) Die Matrix Mf’B hat Diagonalgestalt, d.h.

A 0
MPP =

0 An

Sind (i) und (ii) erfiillt, so ist b; Eigenvektor zum Eigenwert \;: L(b;) = A; - b;, und es gilt

AF 0
MEP = :
0 AF
At 0
MPY = (falls L invertierbar)
0 At

A\ 0
Bewets: (i) < Vj=1,...,n3\; e K: Lb; =\;-b; & vaB: )

3.99 Definition: L heifit diagonalisierbar, falls es eine Basis von V' aus Eigenvektoren von
L gibt.

3.100 Satz: Essei L :V — V linear. Dann sind fiir A € K dquivalent:

(i) A ist Eigenwert von L,
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(ii) det(L — A -1d) = 0.

Bewets: Sei B Basis von V. Dann:

(i) eV \{0}:Lv=X-v

Fo e V\{0}: MPP(w)g=X-(v)p

Das LGS (ME’B - A E) (v)p = 0 hat nichttriviale Losungen
det (Mf’B A E) —0

det(L —A-1d) =0

S R

3.101 Satz und Definition: Sei L : V — V linear, dim(V') = n.

1) pr: K> XA pr(A) :=det(L — X-1d) ist Polynom n-ten Grades in A. p;, heifit charak-

teristisches Polynom von L.

2) Ist A= M} beziiglich einer Basis B von V, so ist
pr(A) = det(A—X\-E)
und héngt nicht von B ab.

3) Esgilt pr(\) = (=1)" A"+ (=1)" Yo + ... + Q)AL + ...+ det A
Die Summe der Diagonalelemente von A héngt also nicht von der Basis B ab und heifit
Spur von L (oder auch Spur von A).
Schreibweise: Sp(L) oder tr(L) (trace) bzw. Sp(A) oder tr(A).

3.102 Folgerung: Fiir eine lineare Abbildung L : V — V gelten:

1) X € Kist Eigenwert von L < pr(A) = 0.
2) Falls K = C besitzt L mindestens einen Eigenwert.

3) L hat hochstens n verschiedene Eigenwerte.

3.103 Definition: Sei A Eigenwert von L. Dann heifit

ng(A) :=dim{v € V : Lv = \-v} die geometrische Vielfachheit von \.
nq(A) := Ordnung der Nullstelle A von p;, die algebraische Vielfachheit von .
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3.104 Satz: Sei A\ Eigenwert von L. Dann gilt ng(A) < ng(A).

Beweis: Wir bezeichnen den Eigenwert mit Ag. Sei {b1,...,b;} eine Basis des Eigenraumes
{veV:Lv=X-v} (also k = ny(\y)). Ergénze zu einer Basis B = {by,...,b,} von V.
0 X :
c -0
BB _
= M7= 1 0 Ao
0 0 0
: oA
0 ... 0 0
)\0 - A 0 *
= pr(N) = det(MP” =X E) = det |
)\0 — A *
0 0 A—\-FE
= (A= Nfdet(A—\-E)
= X\ = )\ ist mindestens k-fache Nullstelle von p;, also n,(Ao) > k = ng(Ao). 0
3.105 Satz: Sind \q, ..., \; € K paarweise verschiedene Eigenwerte von L mit Eigenvektoren
V1, ..., Uk, SO ist {v1, ..., v} linear unabhéngig (Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten

sind linear unabhéngig).

Beweis: Induktion nach k:
Induktionsanfang k = 1: {v;} ist linear unabhéngig, da v, # 0.
Induktionsschritt: Sei o - v + ...+ agyr - v = 0.

= 0 = (L—)\kﬂ-Id)(al-vl+...+ak+1-vk)
= ()zl()\l —)\Hl)-v1+...+ak()\k—)\k+1)-vk+0
= a=...=a,=0

= apy =0

3.106 Hauptsatz: Fiir eine lineare Abbildung L : V' — V sind dquivalent

(i) L ist diagonalisierbar.

(ii) pp zerfallt iiber K in Linearfaktoren (hat also n nicht notwendig verschiedene Nullstellen
= Eigenwerte in K):

p()\) = ()\ - )\1)()\ - )\2) T ()\ - )‘n)u

und fiir jede Nullstelle gilt geometrische = algebraische Vielfachheit.
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Bewets: Sein :=dimV.

(i) = (ii):

(i) < V besitzt Basis aus EVen B = {b,...,b,}
A 0
o MPP =
0 An

= prN) =det(MPP —XN-E) =AM =X\ — \)

Da zu jedem J\; ein Eigenvektor b; aus der Basis gehort, gilt ng(\;) > n.(A;). Mit
Satz 3.104 folgt ngy(\;) = na(A;).

(ii) = (i):
Seien Ay, ..., \; die paarweise verschiedenen Nullstellen von p;. Da das Polynom in Li-

nearfaktoren zerfillt, gilt
k
Z nq(Aj) = n.
j=1

Wegen der Bedingung n,(A;) = ny(A;) folgt

Z ng(A;) = n.

j=1
Sind By, ..., By Basen der Eigenrdume zu \q, ..., Az, so folgt aus Satz 3.105, dass B :=
By U...U By linear unabhéngig ist. Wegen

k
tB = an()\j) =n=dimV

J=1

ist B dann eine Basis von V.

3.14 Sesquilineare Abbildungen

3.107 Definition: Sei V ein Vektorraum iiber K. Eine Abbildung b: V x V — K mit

b(A1-v1+ Ao -vo,w) = A b(vy,w) 4+ Mg b(va, w),
b(w,v) = bv,w)
<Dann gilt auch b(v, A1 - w; + Ay - wa) = AL b(v,wy) + Ay b(v, wo)
und b(v,0) = 0 = b(0, w))

heifit Sesquilinearform auf V. Falls K = R, heifit b auch Bilinearform.
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3.108 Satz: Sei V Vektorraum mit Skalarprodukt, F' = {ey,...,e,} Orthonormalbasis von
V, b eine Sesquilinearform auf V. Dann existiert eine selbstadjungierte Matrix MF € M, ,(K),

so dass
b(v,w) = <MgE (v)g, (w)E>[Kn )

Falls K = R, ist M symmetrisch.

Beweis: Sei M := (a3,) mit vy, := b(eg, e;).
= oy = b(ej, ex) = b(ex, e;) = @y, also (Mf)* = MF

Auflerdem:

b(v,w) = b <Z (v,e) - €5, y (w,ex) -ek>

j=1 =~~~ k=1 ~—~~~ '
n n =V =wg, (k-te Koordinate von (w)g)
= E E v Wy, b(ej, ex)
=1 k=1
n n
= E E AL Uj Wi
k=1 7=1

= (M (), (W)E)yn

3.109 Bemerkung: Durch b +— MF wird eine bijektive Abbildung von der Menge aller Ses-
quilinearformen auf V' auf die Menge aller selbstadjungierten n x n-Matrizen in K definiert.
Dies entspricht dem Vorgehen bei linearen Abbildungen: Durch L Mf/’B wird eine bijek-
tive Abbildung von der Menge alle linearen Abbildungen L : V' — W auf die Menge aller

m X n-Matrizen definiert.

3.110 Satz: Zusitzlich zum letzten Satz sei E’ eine weitere Orthonormalbasis von V' und

S = Mlﬁ’E/ die Basiswechselmatrix von £’ zu E. Dann gilt

ME = 5 MP.S =St MF.S.

Bewezts:

bo,w) = (MF()s, (w)r)
= (ME M ), M (W)
= <S* : MbE . S(U)E/, (w)E/> y

und S* = S~1, da S unitér ist. ]
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3.111 Definition: Sei b eine Sesquilinearform auf V.

1)

2)

3)

Die Abbildung
q:V —=>K:v—b(v,v)

heifit die zu b gehorige quadratische Form.
Eine quadratische Form heifit positiv semidefinit, falls
YoeV:iqv) > 0

b heifit positiv semidefinit, falls die zugehorige quadratische Form positiv semidefinit
ist.

Eine selbstadjungierte n x n-Matrix A heiffit positiv semidefinit, falls
Ve e K": (Ax,2)y. > 0.
Eine Sesquilinearform bzw. die zugehorige quadratische Form heifit positiv definit, falls
Vo e V\ {0} : b(v,v) = gq(v) > 0.
Eine selbstadjungierte n x n-Matrix A heiffit positiv definit, falls

Ve e K"\ {0} : (Az, )y, > 0.

Bemerkung: Jede positiv definite Sesquilinearform definiert ein Skalarprodukt.

3.112 Satz: Es sei M eine selbstadjungierte n x n-Matrix in K, und die zugehorige Abbildung

Ly - x — M x besitze eine Orthonormalbasis £ aus Eigenvektoren.

1)

2)

Aquivalent sind: (i) M ist positiv semidefinit,
(ii) Fiir alle Eigenwerte A von Ly, gilt A > 0.

Aquivalent sind: (i) M ist positiv definit,
(ii) Fir alle Eigenwerte A von Ly, gilt A > 0.

Beweis: Sei E' die ONB aus EVen, S := MI}‘E’E/.

A 0
I R T
=5-1 0 An
= q(z) = (Muz,x)
= (S" M S(x)p, (z)p)

= M)+ ()2
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3.15 Diagonalisierung mit Orthonormalbasen

3.113 Satz: Sei V Vektorraum mit Skalarprodukt. Ist L : V' — V normal (d.h. L*oL = LoL*),
so gilt:

v ist Eigenvektor von L zum Eigenwert A = v ist Eigenvektor von L* zum Eigenwert A

Beweis: ||(L* = X-1d) o, = ((L* = X-1d) v, (L* = X-1d) v)

= (L, L*vZ— <L*U,X . v> — <X ‘v, L*v> + <X SN v>

(.

v~

~(Lv,Lv) L) =(LoAv) —(AvAw)

= ((L—A-1d)v, (L —A-1d)v)
= 0

3.114 Charakterisierung normaler Abbildungen: Sei V Vektorraum iiber C mit Skalar-

produkt. Fiir eine lineare Abbildung L : V' — V sind &dquivalent:

(i) L besitzt eine ONB aus Eigenvektoren.

(ii) L* o L = Lo L* (d.h. L ist normal).

3.115 Folgerung: Ist L normal, dann gelten:

1) Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal.

2) L ist diagonalisierbar

Beweis: (i) = (ii): Sei B die ONB aus EVen.

A1 0 A1 0
. BB _ BB _
0 A 0 A,
= Mﬁ;ﬁ* = ME’B o Mng = Mng o ME’BO = MﬁfL

= Lol = L*olL

(ii) = (i): Vollstandige Induktion nach n = dim V:
Induktionsanfang n = 1: Klar, jede lineare Abbildung besitzt eine ONB {b;} aus EVen.

Induktionsschritt: Sei dimV = n 4+ 1. Da K = C, besitzt p;, mindestens eine Nullstelle
A1 = A ist EW. Sel v; EV zu ;.
Betrachte W := {v;}+ = {v € V : (v,v;) = 0}. W ist Unterraum von V mit dim W = n.
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(a) Es gilt L(W) C W
weM = (Lw,v) = (w,Lv) =(w,\v1) =0 = LweW.
(B) Es gilt L*(W) C W: Beweis genauso.

Betrachte nun L := L’W : W — W. Dann gilt L*=1L*

W
= E*oz:L*’WoL’W:L}WOL*}W:ZOE*.

Also ist L normal.

Induktionsvoraussetzung: Es existiert eine ONB {ey,...,e,} von W aus EVen von L
= {ey,...,en, ”2—1”} ist ONB aus EVen von L.

3.116 Charakterisierung unitirer Abbildungen: SeiV Vektorraum tiber Cund L : V —

V' linear. Dann sind dquivalent:

(i) L ist unitér,

(ii) L ist normal und o(L) C {A € C: |\ = 1}.

Insbesondere ist jede unitdre Abbildung {iber C diagonalisierbar, und alle Eigenwerte liegen auf

dem komplexen Kreis um 0 mit Radius 1.

Beweis: (i) = (ii): L* = L™! = L ist normal, also diagonalisierbar mit ONB.

A1 0 A 0
Sei B ONB aus EVen = M}” = L MPP = :
0 An 0 A,
M 0 A 0
LoL*=1d = : = E.
0 An 0 A\

= MP=... == 1
(ii) = (i): L ist normal, also diagonalisierbar mit ONB. Sei B ONB aus EVen

A]? 0
= MPP .- MPP = =E=M;".
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3.117 Satz und Definition: 1) Die unitdre Gruppe
U(n) = {L:C"— C" | L ist unitar}

ist eine Untergruppe der linearen Gruppe (GL,(C),0), d.h. dass U(n) C GL,(C) gilt
und (U(n), o) eine Gruppe ist.

2) Die lineare Gruppe GL,(R) enthélt folgende Untergruppen:

e Die orthogonale Gruppe O(n) = {L:R"* — R" | L ist orthogonal},
e Die spezielle orthogonale Gruppe SO(n) := {L € O(n) | det(L) = 1}.

Beweis: Zur Erinnerung: (GL,(K),0) = {L : K® — K" | L bijektiv}, (GL,(K), o) ist eine nicht
abelsche Gruppe.

1) Sei U :C" — C" unitér.

n

IR

J=1

= |det(U)| = =1%#0 = U ist bijektiv.

Also: U(n) € GL(K).
Seien U, V' unitér.

_ UoVunitir: (UoV)* =V*oU*=V1oU = UoV)!
Ul witéar: (U )= (U =U=U""1)"!

(Insbesondere Id = U o U™ € U(n))
Damit ist U(n) Untergruppe von (GL,(K), o).

2) Wie in 1) folgt, dass O(n) Untergruppe von (GL,(K), o) ist.
Es gilt: U € O(n) = detU = +1.
UoV e SO(n):det(UoV) = (detU)-detV =1

Seien U,V € SO(n) = 1
U1 eSO(n):det(U1) = U 1

3.118 Charakterisierung selbstadjungierter Abbildungen: Sei V' Vektorraum iiber C
mit Skalarprodukt und L : V' — V linear. Dann sind dquivalent:

(i) L ist selbstadjungiert,
(ii) L ist normal und o(L) C R,

(iii) Yo € V: (Lv,v) € R.
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Beweis: (i) = (ii): L* = L = L ist normal.
Sei B ONB aus EVen. Dann:

A\ 0 A 0
0 An 0 An

= Vje{l,....,n}: )\ €R
(ii) = (iii): Sei B ONB aus EVen.

= (Lv,v) = (MPP(0)5, (0)5) = Wor2 + ...+ Afonf* €R.

(iii) = (i): (Lv,v) = (v, Lv) = (L*v,v).
= YveV:{((L—-L")v,v)=0.

Nun gilt: L — L* ist normal (Nachrechnen!)
Sei B ONB aus EVen von L — L*, B = {by,...,b,}.

= 0=((L—L"b;,bj) = \|Ibj||*> = X; =0

= L = L* L ist selbstadjungiert. 0

3.119 Folgerung: Im Satz 3.112 ist die Voraussetzung , Ly, besitze eine Orthonormalbasis

aus Eigenvektoren“ automatisch erfiillt, da M als selbstadjungiert vorausgesetzt wird.

3.120 Charakterisierung symmetrischer Abbildungen: Sei L : R" — R* : z — Ax.

Dann sind dquivalent:

(i) A bzw. L ist symmetrisch,

(ii) L besitzt eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren.

Insbesondere zerfillt das charakteristische Polynom py, in reelle Linearfaktoren, und fiir jeden

Eigenwert A von L gilt: n,(A\) = ng(N).

Beweisskizze:

(ii) = (i): Sei B ONB aus EVen
A1 0
= S= MI?;’E ist orthogonal, S-A-S'=D = .
0 An
= AT=E"1'D-9H'="-D-'=5T-D-(SHY'=8T.D.-S=A,
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(i) = (ii): Idee: Betrachte L : C" — C" : x — Ax.
B ONB aus EVen existiert

L ist selbstadjungiert =
Alle Eigenwerte sind reell

Ist nun Ab; = \;b;, so folgt fiir ¢; := Reb; = 1(b;+b;) € R" und ¢; := Imb; = 1(b;—b;) €
R™:
AC]‘:)\]"C]‘ VAN A@:A](Z
3.121 Anwendung auf quadratische Formen: Auf R" sei die quadratische Form

q(z) = (Az,z)

mit beliebiger quadratischer Matrix A € M, ,(R) gegeben. Dann ist (A + AT) symmetrisch,

und ¢ ist die zur Bilinearform

b = {3+ ATey)

gehorende quadratische Form. Sei nun B = {by,...,b,} eine Orthonormalbasis aus Eigenvek-
toren: (A + AT)b; = A\;b;. Dann gilt

3.16 Die Jordansche Normalform

3.122 Definition: Fiir \j € K und k € N heifit die k x k-Matrix

N 10 ... 0
0 X 1 I

JP = 0| € Myi(K)
' 1
0o ... 0 Ao

Jordan-Matrix oder Jordan-Block.

3.123 Satz: Fiir eine Jordan-Matrix J/(\];) gelten:

N e e : k)
1) A=)\ ist einziger Eigenwert von J/(\0 :
2) n4(Ao) = k und ny(Ao) = 1. Insbesondere ist J)(\l;) nicht diagonalisierbar fiir k£ > 2.

3) (J/(\];) — Ao~ E)/LC = 0, d.h. die Matrix J/(\];) — Ao + E bzw. die zugehorige lineare Abbildung

ist nilpotent.
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Beweis: 1) Es gilt det(J\" — X E) = (A — M-,

2) Folgt aus

=}
4
I
@)
0
4
I

(S =X 1o =0 =

3) Die Anwendung von (J /(\];) — )\O-Id) auf einen Vektor v verschiebt alle Koordinateneintréage
um eine Stelle nach oben und setzt die letzte Koordinate auf 0. Da der Vektor genau k

Koordinaten hat, sind nach k& Anwendungen alle Koordinaten 0, also (J i’j) — o -Id)l‘C v =0.
O

3.124 Satz: Es sei k > 2 und L : K¥ — K* eine lineare Abbildung, die nur einen Eigenwert
Ao besitzt, und fiir die gilt: n,(Xg) = k, ny(\o) = 1. Fiir eine Basis B von K* sind fquivalent:

. B,B k
(1) ML = ‘])(\0)7

(ii) Die Basis B = {by, ..., by} besteht aus einer Vektorkette zum Eigenwert \g von L, d.h. es
gilt
(L—=Xo-1d)by = 0 (b ist Eigenvektor),
(L—=Xo-1d)bj41 = b; firj=1,2,...,k—1.
Das bedeutet, man kommt von einem FElement der Vektorkette zum vorherigen durch

Anwendung der Abbildung L — \q - Id.

Beweis: (i) = (ii): Durch Nachrechnen, z.B.
0
1 Ao
Lb2 = J>(\];) O = 0 — b1+)\0'62
0 /% 0 /4y
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(i) = (i):

)\0 * *
0 = *
Lb = >\0'b1 = Mf’B =
0 = *
)\0 1 * *
0 )\0 * *
B,B

ng = )\Q'bg+b1 = ML, = 0 0 = ... =%

0 0 =x *
UsSw. 0

3.125 Jordansche Normalform: Sei L : V — V linear. Falls p;, iiber K in Linearfaktoren
zerfallt:
pr(A) = (A= A)" - (A = A)™,

so gibt es eine Basis B von V, so dass

0
MpPP = '
o
wobei J; = J /(\Ijl) Jordan-Blocke sind. L ist genau dann diagonalisierbar, wenn alle Jordan-Blocke
1-dimensional sind.

Vorsicht: Es kann mehrere Jordan-Blocke zu einem Eigenwert geben. Sind z.B. Jy, ..., J; alle

Jordan-Blocke zum Eigenwert A;, so gilt k1 + ... 4+ &k = ng(A1) und ng(Ay) = L.

Erginzung: Beweis des Satzes 3.125
3.126 Grundvoraussetzung: Fiir den Beweis von Satz 3.125 sei im folgenden vorausgesetzt:

o L:V — V ist linear, und es gilt dim(V') = n.
e Fiir das charakteristische Polynom von L gilt
prA) = (A= A)" - (e = A)™,

wobei die Eigenwerte Aq,..., \; paarweise verschieden sind. D.h. die algebraische Viel-

fachheit von A; ist nq()\;) = n;. Insbesondere gilt n; + ...+ ny = n.
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e Wir betrachten die Untervektorraume
V; :=Kern ((L — A\;-1d)™) mit Basis B; (j=1,...,k).

Zunéchst sei B; ganz allgemein eine Basis von Vj, spiter werden diese Basen speziell

gewahlt.

3.127 Satz: 1) Fiirjedes j € {1,...,k} ist V; invariant unter L, d.h. es gilt

L) C v,

2) Fiir i # j ist die Abbildung (L — A; - Id)’ : V; — Vj bijektiv.

Bewets: 1) Sei j fest. Fiir v € V; gilt (L — A, - Id)™v = 0. Daraus folgt
(L= X 1) (Lv) = L(L—X;-1d)™v = 0,
also Lv € V.

2) Zunéchst erhalten wir aus 1), dass fiir v € Vj auch (L — \;-Id)v=Lv -\, -v € V.
Sei v € Kern ((L -\ Id)’v)- Das bedeutet einerseits v € V}, also (L — A; - Id)™v = 0,
und andererseits Lv = \; - v, also (L — A; - Id)™v = (A — A;)™ -v. Wegen \; — \; # 0

folgt v = 0. Also gilt Kern ((L -\ Id)}v_> = {0}, und daraus folgt die Bijektivitét. O
J

3.128 Satz: B = U B; ist linear unabhéngig (B; = Basis von V}, vgl. 3.126). Insbesondere

j=1
gilt
k
Zdlm(Vj) < dim(V) = n
j=1
Beweis: Wir bezeichnen die Elemente von B; mit bgj), . .,bg), wobei d; = dim(V;). Wir
zeigen, wie aus
k dj ‘
S
Jj=1[l=1
€11 = Ci2 = ... = c1q, = 0 folgt. Genauso folgt dann c;; = 0 fiir alle j,[, also die lineare

Unabhéngigkeit von B.
Wegen (L — A; - 1d)" b = 0 gilt

(ﬁ (L= A;- ) (izcﬂ b ) = icu' (ﬁ(L — A Id)nj> by

J
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Fiir j # 1 ist die Abbildung (L — A, - Id)‘ : Vi — Vi bijektiv. Das bedeutet, dass linear
%

unabhédngige Mengen auf linear unabhéngige 1Mengen abgebildet werden. Somit ist die Menge
k
{H(L — NIy = 1,...,d1}
j=2

linear unabhéngig, und es folgt ¢;1 =c1o = ... =14, = 0. 0

3.129 Satz: Es gilt dim(V;) =n, fir j=1,... k.

Beweis: Es geniigt, dim(V;) > n; zu beweisen. Mit dim(V;) + ... + dim(Vy) < ng + ... 1y
(letzter Satz) folgt dann die Behauptung.

Wir fithren den Beweis fiir j = 1. Dazu sei B eine Basis von V, die durch Erginzung von B;

entstanden ist. Da V; invariant unter L ist, folgt

- A
!

mit einer d; x d;-Matrix A; und einer (n — dy) x (n — dy)-Matrix A (d; = dim(1})).
Aus dem Entwicklungssatz folgt
pr(A) = det(L—X-1d) = (det(A; — A-Ey,)) -det(A— X E,_q,)
(E; = [ x[-Einheitsmatrix). Falls \; keine Nullstelle von det(A — \- E,,_4,) ist, muss (A} — )™

Teiler von det(A; — A - Ey,) sein und somit d; > ny gelten.

Annahme: A; ist Nullstelle von det(A — A - E,_4,). Dann besitzt A einen Eigenvektor zum
Eigenwert \;. Hieraus folgt, dass L einen Eigenvektor zum Eigenwert A\; besitzt, der nicht in

Vi (von B aufgespannt) liegt. Dies ist ein Widerspruch zu Vi = Kern ((L — Ay - Id)™). 0

k
3.130 Satz: B := U B; ist Basis von V, und es gilt
j=1
A 0 0
L - )
0
0 0 A

wobei fiir j = 1,...,k die Matrix A; eine n; x n;-Matrix ist.
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Beweis: Nach dem letzten Satz spannt B einen Raum der Dimension n; + ...+ n, = n =

dim(V') auf, ist also Basis von V.

Die Gestalt der Matrix M f B folgt aus der Tatsache, dass die von den Basen B; aufgespannten

Réume V; unter L invariant sind. 0

Mit dem néchsten Satz bzw. der Verallgemeinerung fiir B; folgt dann die Behauptung von
Satz 3.125.

3.131 Satz: Die Basis B; von Vj kann so gewihlt werden, dass sie als Vereinigung von
Vektorketten dargestellt werden kann, d.h. es gibt Vektorketten Ki,..., K,,, so dass B; =
KiUKy,U...UK,,. Fir diese Wahl von B; hat die Matrix A; im letzten Satz die Form

Alz .
0

wobei J; = J/(\]fi) Jordan-Blocke zum Eigenwert A; mit k; = K sind (i = 1,...,m).

Zum Beweis reicht es, eine Basis von V) zu konstruieren, die nur aus Vektorketten zum Eigenwert
A1 von L besteht. Zu jeder Vektorkette (die auch nur aus einem Vektor bestehen kann, das
ist dann ein Eigenvektor) gehort dann in A ein Jordan-Block (vgl. 3.124). Wir untersuchen

zunéchst die lineare Unabhéngigkeit von Vektorketten.

3.132 Satz: E seien | Vektorketten K; = {vgl), oty e K= {vgl), ...} zum Eigenwert \;

von L gegeben. Dann sind dquivalent:

(i) K1 U...U K] ist linear unabhéngig.

(ii) {vg), e ,vy)} ist linear unabhéngig (d.h. die Menge aus allen ersten Vektoren der Vektor-
ketten).

Beweis: (i) = (ii): Folgt direkt aus {v%l), . ,vy)} CKiU...UK,.

(ii) = (i): Wir beweisen folgende einfachere Fassung: Es seien K7 = {vq,...,v;} und K, =
{wn,...,w;} zwei Vektorketten zum Eigenwert ;. Ist {v1,w;} linear unabhéngig, dann auch

K; U K. Der allgemeine Beweis geht genauso.

Sei

i

J
0 = ch-vlJerl-wl.
=1

=1
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Annahme: Mindestens einer der Koeffizienten ¢;, d; ist von Null verschieden. Dann ist
M = max{l: ¢ #0 V d, #0} > 1.

Da alle ¢;, d; mit [ > 0 verschwinden, folgt aus der Definition von Vektorketten

M M
0 = (L— A ~Id)M71 (ch X +Zdl -wl>
=1 =1

= CM'U1—|—dM'U}1

und aus der linearen Unabhéngigkeit von {v;,w;} schlielich ¢y; = dpy = 0 im Widerspruch

zur Definition von M. Also miissen alle Koeffizienten ¢, d; verschwinden. 0

Beweis: (von Satz 3.131, konstruktiv, kann so programmiert werden)
Wir dndern die Basis By von V] sukzessive ab, bis sie nur noch aus Vektorketten besteht. Dazu
betrachten wir fiir jedes Element v € B; die zugehorige Vektorkette
K@) = {(L—=X\" Id) v, (L — A\ -1d) o, .. v}
mit (L — A -Id)'v 0 A (L — A -1d)" v =0.
Aus der Definition von V; folgt [ < n; — 1.

Schritt 1: Wir setzen
L(By) = max{fK(v):v € By} (maximale Kettenlidnge),
Wir stellen fest, wie viele der Vektorketten maximaler Lange benotigt werden:
d(B;) = dimLH{(L— X -1d)"P) v v e B},
Nun seien vq,...,vqB,) € By so ausgewihlt, dass gilt:

{(L—=\ 1)yl =1,...,d(By)}
ist eine Basis von LH{(L — ), - Id)EBI=1y g € Bi}.

Nun reduzieren wir die Lange der anderen Ketten maximaler Lange. Dazu wird jedes v €
By \ {v1,..., 04y}, das eine Kette K(v) mit maximaler Lénge erzeugt ($K(v) = L(B1)),

ersetzt durch
dy

0= v— ch -v;,  so dass (L — \; - Id)*BV=1 5 =0,
j=1
Dadurch entsteht eine Basis By, in der nur die Ketten K (v1), ..., K (vqs,)) die Lange K (v) =
L(B;) haben. Fir alle anderen Ketten gilt 4K (v) < L(By).
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Nun verwenden wir den letzten Satz. Aus der Definition der Vektoren vy, ..., v4p,) folgt, dass
die Menge K (v;)U...U K(vgp,)) linear unabhéngig ist. Nun tauschen wir diese Vektoren mit
ebenso vielen passend gewihlten Vektoren aus der Basis By aus (Basisaustauschsatz). Dann

haben wir eine Basis BF) von V; mit

K()U...UK(vgsy) € BY.

Schritt 2: Falls C; := B\ \ (K (v1)U...UK (vgp,)) # 0, fithren wir dieselbe Prozedur fiir diese
Menge durch: Wir bestimmen L(C}) und wihlen d(Cy) Vektoren aus C aus, so dass gilt:

{(L =X - IOyl =d(By) + 1,...,d(By) +d(Ch)}
ist eine Basis von LH{(L — A; - Id) L)1y 0 e Ci}.

Entsprechend der obigen Vorgehensweise entsteht eine Basis B§2), so dass

K(Ul) Uu...u K(Ud(Bl)+d(Bg)) - B%Q).

) nur noch aus

Dieses Verfahren kann so lange fortgesetzt werden, bis die entstandene Basis Bil
Vektorketten (eventuell der Lénge 1, dann enthélt die Vektorkette nur einen Eigenvektor und

keine anderen Vektoren) besteht.

U

3.133 Bemerkungen: 1) Ausdem letzten Beweis folgt, dass Vi = Kern ((L—A; -1d)“(5V)
gilt, wobei L(By) < ny.

2) Sei p; das charakteristische Polynom von L. Man kann nun in die Variable auch lineare
Abbildungen (oder Matrizen) einsetzen, da Potenzen und Linearkombinationen von linea-
ren Abbildungen definiert sind. Dann ist z.B. pr(L) wieder eine lineare Abbildung. Aus

der Jordanschen Normalform von L folgt, dass
pr(L) == (L—X - 1d)™ - (L — X - Id)™ = 0.

Diese Gleichung heifit Gleichung von Cayley-Hamilton. Mit der vorigen Bemerkung
folgt sogar
(L — X - IQ)EE) (L — N\ - Id)EEBD = .
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