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Aufgabe V 23: Grenzwerte von Folgen

Bestimmen Sie den Grenzwert bzw. die Divergenz

23.1 an =
2n+ 3− 2n2

2n+ 3n2 + 2
23.2 bn =

n− 1√
n2 + 1 + n

23.3 cn =
√
n2 + 3n+ 1− n

23.4 dn =
2 + n+ 2n i

n− 2 i
23.5 en =

in

n
23.6 fn =

2n+1 + 2

3n + 2n

Aufgabe V 24: Konvergenz von Folgen

Untersuchen Sie die Folge (an) mit

an =
n!

nn

auf Monotonie und Beschränktheit.
Falls die Folge konvergent ist, dann bestimmen Sie den Grenzwert.



Gegeben sind die Abbildungen

f1 : R→ R : x 7→ x→ x sin(2x)

f2 : [1,∞[→ [1,∞[ : x 7→ (x− 1)2 + 1

a) Begründen Sie, warum f1 nicht injektiv ist.

b) Geben Sie die Abbildung f1 ◦ f2 an.

c) Bestimmen Sie die Umkehrabbildung f−1
2
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Aufgabe 6 (5 Punkte)
Sind die angegebenen Aussagen für alle z, z1, z2, z3 ∈ C gültig (J für

”
ja“, N für

”
nein“ ) ?

|z|2 = z2

z1 · z2 = z1 · z2

| z1 − z2 | = |z1 − z2|

|iz| = |z|

|(1 + i)z| = |z| + |iz|

|z1 + z2 + z3| ≤ |z1| + |z2| + |z3|

|z1 − z2| ≤ |z1| − |z2|

|z1 + z2| ≥
∣∣|z1| − |z2|

∣∣

Re z =
z + z

2i

Im z =
z − z

2i

Aufgabe 7 (4 Punkte)
Berechnen Sie Realteil und Imaginärteil der folgenden Zahlen:

Re z Im z

z = |1 − 2i| · (2 + i)

z =
5 + 5i

i − 3

z = Im (1 + 2i) − Re (3 − i)

z = (5 + 3i) − (7 − 6i)

Aufgabe 8 (4 Punkte)

a) Geben Sie den binomischen Satz an: Für a, b ∈ R und n ∈ N gilt

(a+ b)n =

b) Folgern Sie aus dem binomischen Satz: Für x > 0 und n ∈ N gilt (1 + x)n >
n(n − 1)

2
x2:
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Aufgabe 9 (4 Punkte)
a) Es sei (K, | |) ein bewerteter Körper, a ∈ K und (an) eine Folge in K. Geben Sie die Definition

der Aussage lim
n→∞

an = a an:

b) Beweisen Sie: In (R, | |) gilt lim
n→∞

2n + 5

n+ 3
= 2:

Aufgabe 10 (4 Punkte)
Geben Sie an, ob die nachstehend definierten Folgen (an) konvergent sind (J für

”
ja“, N für

”
nein“ ),

und tragen Sie for jede konvergente Folge ihren Grenzwert in die letzte Spalte ein.

ist konvergent lim
n→∞

an

an = in

an =
5n + 4ni

4n + 5ni

an =
n∑

k=0

(
i

2

)k

an =
2n − n3i

5 − 6n2

Aufgabe 11 (4 Punkte)

Beweisen Sie durch vollständige Induktion auf einem extra Blatt: Für n ∈ N gilt

n∑

k=1

k

2k
= 2− n+ 2

2n
.
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Aufgabe 3 (6 Punkte) : Geben Sie an, ob die folgenden Abbildungen injektiv, surjektiv
bzw. bijektiv sind (J für

”
ja“, N für

”
nein“ ).

ist injektiv ist surjektiv ist bijektiv

f : R −→ [0, ∞[ : x 7−→ x4 + 1

f : R −→ [0, ∞[ : x 7−→ x4

f : R −→ R : x 7−→ x5

f : [0, ∞[ −→ R : x 7−→ x3

Aufgabe 4 (4 Punkte) : Geben Sie an, ob die angegebenen Mengen gleich mächtig sind
(J für

”
ja“, N für

”
nein“ ).

{2, 5} und [2, 5]

[0, 3[ und [0, 8[

Z/3Z und {1, 2, 3}

N und ]1, 2[

Aufgabe 5 (4 Punkte) : Geben Sie an, ob es sich bei den angegebenen mathematischen
Strukturen um Gruppen handelt (J für

”
ja“, N für

”
nein“ ):

(Z, +)

(Z \ {0}, ·)

(R, +)

(R \ {0}, ·)

Aufgabe 6 (2 Punkte) : Sei (an)n∈N eine Folge in R und a ∈ R. Geben Sie die Definition
der Aussage

”
(an) ist konvergent gegen a“ an.

Geben Sie die Negation dieser Definition an:

Aufgabe 7 (6 Punkte) : Tragen Sie die Grenzwerte der angegebenen Folgen (an) ein:

an :=
(√

n2 + 4n + 1 −
√

n2 + 6n − 3
)

lim
n→∞

an =

an :=
1

n2

n∑

j=1

j lim
n→∞

an =

an :=
(n + 1)(n2 − 6n + 9)

(2n2 + 3)(n − 5)
lim
n→∞

an =

2
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Aufgabe 9 (4 Punkte)
a) Es sei (K, | |) ein bewerteter Körper, a ∈ K und (an) eine Folge in K. Geben Sie die Definition

der Aussage lim
n→∞

an = a an:

b) Beweisen Sie: In (R, | |) gilt lim
n→∞

2n + 5

n+ 3
= 2:

Aufgabe 10 (4 Punkte)
Geben Sie an, ob die nachstehend definierten Folgen (an) konvergent sind (J für

”
ja“, N für

”
nein“ ),

und tragen Sie for jede konvergente Folge ihren Grenzwert in die letzte Spalte ein.

ist konvergent lim
n→∞

an

an = in

an =
5n + 4ni

4n + 5ni

an =
n∑

k=0

(
i

2

)k

an =
2n − n3i

5 − 6n2

Aufgabe 11 (4 Punkte)

Beweisen Sie durch vollständige Induktion auf einem extra Blatt: Für n ∈ N gilt

n∑

k=1

k

2k
= 2− n+ 2

2n
.

3
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Aufgabe 8 (6 Punkte) : Sei (an) eine Folge in R. Gegeben sind die vier Aussagen

A : (an) ist konvergent, B : (an) ist monoton und beschränkt,

C : (an) ist eine Cauchy–Folge, D : (an) ist beschränkt.

Geben Sie an, ob die in der Tabelle genannten Implikationen wahr sind (J für
”
ja“, N für

”
nein“ ).

A B C D

Wenn A gilt, dann gilt auch J

Wenn B gilt, dann gilt auch J

Wenn C gilt, dann gilt auch J

Wenn D gilt, dann gilt auch J

Aufgabe 9 (8 Punkte) : Berechnen Sie Realteil und Imaginärteil der folgenden Zahlen:

Re z Im z

z = (1 − 3i)(3 + i)

z =
10

i − 3

z = Im (3 + 2i) − i Re (1 − i)

z =
√

2 eπi

Aufgabe 10 (4 Punkte) : Gegeben sei die komplexe Zahl z := −1 − i. Füllen Sie die
untenstehenden Tabellen aus.

Polardarstellung von z: z =
Re(z7)=

Im(z7)=

Aufgabe 11 (4 Punkte) : Gegeben ist das Polynom p(x) := x4 + 2x3 + 6x2 + 8x + 8. Eine
Nullstelle ist x = 2i. Bestimmen Sie die komplexe Faktorisierung von p in Linearfaktoren und
die reelle Zerlegung von p in Polynome möglichst geringer Ordnung:

Komplexe Faktorisierung: p(x) =

Reelle Faktorisierung: p(x) =

3
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Aufgabe 12 (3 Punkte) : Es sei (K, +, ·) ein Körper und |.| : K → R eine Abbildung.
Geben Sie an, welche drei Eigenschaften erfüllt sein müssen, damit (K, +, ·, |.|) ein bewerteter
Körper ist. (Die Reihenfolge ist egal, die Bezeichnungen (B1), (B2), (B3) dienen nur zu Ihrer
Orientierung)

(B1)

(B2)

(B3)

Aufgabe 13 (6 Punkte) : Beweisen Sie durch vollständige Induktion:

Für alle n ∈ N gilt:
n∑

k=1

k3 =

(
n(n + 1)

2

)2

.

Geben Sie einen vollständigen Beweis im untenstehenden Kasten an.
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Name: Matrikel–Nr.:

Fach: inf © swt © tpinf © ©

Bewertung:

Aufgabe 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 Summe

Punkte

Bitte beachten Sie die folgenden Hinweise:

• Bearbeitungszeit: 80 Minuten. Es können maximal 60 Punkte erreicht werden.

• Erlaubte Hilfsmittel: Keine (außer Schreibwerkzeug).

• Tragen Sie Ihre Antworten in die dafür vorgesehenen Leerstellen auf dem Klausur-
bogen ein. Nebenrechnungen werden nicht gewertet und daher auch nicht eingesammelt.

• Bei Aufgaben mit dem Hinweis: J für
”
ja“, N für

”
nein“ werden für richtige Antworten

Pluspunkte, für falsche Antworten entsprechend viele Minuspunkte und für fehlende
Antworten keine Punkte gegeben.

Viel Erfolg!!

Aufgabe 1 (1 Punkt) : Bitte kreuzen Sie an: Den Namen Ihrer Tutorin bzw. Ihres Tutors
und den Zeitblock, in dem Ihre Übungsgruppe stattfindet:

Christiane Geiger © Matthias Braun © Silvia Ebetiuc © Bernd Ackermann ©
Timo Pfrommer © Peter Lesky © Simon Hoher © Hynek Kovarik ©
11.30 – 13.00 Uhr © 14.00 – 15.30 Uhr © 15.45 – 17.15 Uhr © 17.30 – 19.00 Uhr ©

Aufgabe 2 (6 Punkte) : Untersuchen Sie, ob folgende Mengen Supremum, Infimum,
Maximum oder Minimum besitzen. Geben Sie gegebenenfalls die Werte an bzw. tragen Sie N
für

”
nicht existent“ ein:

M Sup M Inf M Max M Min M
{
−1 + 1

n
: n ∈ N

}

]0, 1] ∪ [1, ∞[

]0, 2[ ∩ [1, 3]
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