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4 Konvergenz

4.1 Abstiande

4.1 Definition: Sei M nichtleere Menge. Eine Metrik oder ein Abstand auf M ist eine
Abbildung d : M x M — R mit folgenden Eigenschaften:

(M1) Vz,y € M :d(z,y) > 0AVz,y € M : (d(z,y) =0 <z =y) (Positivitit, Definitheit).
(M2) Vz,y € M : d(z,y) = d(y,z) (Symmetrie).

(M3) Vz,y,z € M :d(x,y) < d(z,z) +d(z,y) (Dreiecks-Ungleichung, A-Ungleichung).

(M, d) heiBt metrischer Raum.

4.2 Satz: Ist (V. ].||) ein normierter Vektorraum, dann ist

d@,y) = llz -yl

eine Metrik auf V.

4.3 Beispiele: 1) Ist (K,|.|) ein bewerteter Korper (z.B. K = R oder K = C), dann ist

d(z,y) = |z —y
eine Metrik auf K.

2) Sei V =R" oder V = C". Aus Satz 4.2 und Beispielen zur Definition von Norm in 3.59

do(z,y) =

n

di(z,y) = D lwy—yl,

j=1

doo('ruy) = llgjag%Lrj - yj‘a

n 1/p
dy(z,y) = (Z |z; — yj|p> mit 1 <p < oo
j=1

sind Metriken auf V. Je nach Anwendung kann eine andere Metrik passend sein.
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3) Der Raum der n x n-Matrizen V.= M,,,, = {(aij) L<icn ‘Gij € C}
1<j<n

A+ B = (aij) + (bij) = (aij + bij)
AA = X (ay) = (Aay)

n

A-B = (ay)-(bj) = (Z a; bl]) (Matrizenmultiplikation)
2

=1
1Al = ||(a;)|| == n max]a;| ist eine Norm
= d(A,B) = H (aij) — (bij) H ist eine Metrik auf M,,,,

Spezialitiat: ||A-B|| < n maxz | by
=1

< n®max |a;;| max |b;|
LA Bl
Insbesondere gilt: | A*|| < ||A||* fiir k € N.

4) V =C([a,b] = R): Raum der auf [a, b] stetigen reellwertigen Funktionen.

[flloo = Iga§b|f(x)| ist Norm
d(f,g) = Iga§b|f($) —g(z)| ist Metrik auf C([a,b] — R)

5) Metrik auf einer beliebigen Menge: Sei M # ().

d(.y) 0 fallsz =y
x, =
Y 1 fallsx #y

ist eine Metrik auf M.

4.4 Dreiecks-Ungleichung nach unten: Sei (M,d) ein metrischer Raum. Fiir x,y,2 € M
gilt
d(.ﬁl}, y) > ‘d(l’, Z) o d(Z, y)‘

4.5 Definition: Sei (M,d) ein metrischer Raum, o € M und R € ]0,00[. Dann heifit
Br(zg) = {3: €M :d(z,z) < R}

offene Kugel um xy mit Radius R.
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4.2 Folgen

4.6 Konvergenz: Sei (M,d) ein metrischer Raum, (z,,) eine Folge in M und z € M.

1) (=z,) heifit konvergent gegen x, falls
Ve >0 IN. €N Vn> N, :d(z,, ) <e.
In diesem Fall schreiben wir
x:T}Ln;Oxn, anH—())Ox, r, — x fiir n — oo, Ty, — T,
x heifit Grenzwert oder Limes der Folge (x,,).
2) (z,) heiBt konvergent, falls
dreM:zx= lim x,.

n—o0

Ist eine Folge nicht konvergent, so heifit sie divergent.
3) (z,) heit Cauchy-Folge, falls

Ve >0 dN. €N Vn,m > N :d(z,,z,) <c.

4.7 Satz und Definition: Sei (M,d) ein metrischer Raum.

1) Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge.

2) Gilt umgekehrt: Jede Cauchy-Folge ist in M konvergent, dann heifit (M, d) vollstindig.

4.8 Eindeutigkeit des Grenzwertes: Sei (M,d) ein metrischer Raum. Ist lim z,, = z, so
n—o0

besitzt (z,,) keinen weiteren Grenzwert.

4.9 Beispiele: 1) M =Q, d(z,y) = |z —y|:
T, —x & Ve>0 IN. €N Vn> N, : |z, —z| <e.

Dies ist der Konvergenzbegriff, den wir bereits kennen.
(Q, d) ist nicht vollsténdig.

2) M =R mit d(z,y) = |z — y| ist vollstéandig (vgl. 2.30).
3) M=C,d(z,u) =|z—u|. Es gelten (vgl. 2.54)

Zn — 2 < Rez, —Rez AN Imz, —>Imz

(zn) ist Cauchy-Folge < (Rez,),(Imz,) sind Cauchy-Folgen.

Da R vollstandig ist, ist auch C vollsténdig.
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4) M =C" d(z,u) :=du(z,u) = nax |z; — ;] ist vollstandig:
<j<n

(2m)1
Sei (z,) Cauchy-Folge, z,, = :
(Zm)n

= Vm,k> N, Vj=1,....0n:|(2m); — (2);j| < ds(zm,2r) <¢
= Vji=1,...,n: ((#m)j)men ist Cauchy-Folge in C

= Vi=1,....n:(zy); >u; €C

Uy

Setze u 1= : = d(zm,u) = nax ’(zm)j — uj} —0 = z, > uin (C",dy).
<jsn
Unp,

Entsprechend kann bewiesen werden: (C", d,) ist vollstandig (vgl. 4.3)

5) V=M,,, d(A,B) =n max|a;; — b;|:
Genauso wie 4): (V, d) ist vollstandig.
Sei A € M,,,, mit ||A]| < 1. Dann gilt A" — 0:

d(A",0) = |A* = O = [[A™]| < [|A[* = 0.

6) V=0C(a,b = R), dol(f,g) = max |f(x) — g(z)|: Spéter: (V,d.,) ist vollstandig.

a<z<b

4.10 Definition: Gilt fur die relle Folge (a,,):
VM >0 dNeN Vn>N:a,>M

oder
VM >0 AN eN Vn> N :a, < —M,

so heiBt die Folge (a,) bestimmt divergent. Man schreibt

lim a, = o0 oder a,, — o0 bzw. lim a, = —oo oder a,, — —o0.
n—oo n—oo

Das bedeutet aber nicht, dass fiir solche Folgen ein Kovergenzbegriff definiert wird.

4.11 Beispiele: lim n = oo, lim (—nl/looo) = —00.
n—oo n—oo

Die Folge a,, = (—1)" n ist nicht bestimmt divergent.
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4.3 Reihen

4.12 Definition: Sei (a;) eine Folge in einem normierten Vektorraum (z.B. R, R", C, C").

o0

1) Die (unendliche) Reihe Zak bezeichnet die Folge der Partialsummen (s,),cn, mit
k=0

Sp = Zak, d.h. Zak = <8n)n€n\]0 = (Z CLk>
k=0 k=0 k=0

Die Folgenglieder a; heiflen auch die Summanden der Reihe.

neNg

2) Die Reihe Z ar, heifit konvergent, falls (s,,) konvergiert, sonst divergent.
k=0

3) Falls die Reihe konvergiert, schreibt man
S oo e = i Yo
k=0 k=0
4) Eine relle Reihe (d.h. die Summanden sind reell) heifit bestimmt divergent, falls
VK eR 3Nk €N Vn>Ng: Y ap>K
k=0

(d.h. s, = 00) bzw.

VK € R INg € N ‘v’n>NK:Zak<—K

k=0
(d.h. s,, = —o0). Schreibweise:
Zak = oo bzw. Zak = —00.
k=0 k=0

5) Genauso Z ap mit ko € Z.
k=ko

Achtung: Z ar, bzeichnet zwei verschiedene Dinge: (i) Die Teilsummenfolge (s,,),

k=0 (ii) den Grenzwert der Teilsummenfolge.

4.13 Bemerkung: Jede Folge kann als Reihe dargestellt werden:

o
Tp= X1 +To—T1+T3—To+...+Tp —Tp_1 = E ag = (x,).
v H,—/ H,—/ w_/ =1
=:an

=:a1 =:a2 =:a3
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4.14 Beispiele: 1) ap,=1: s, =n+1, Z 1 = oo (bestimmt divergent).

2) Die Geometrische Reihe: a;, = ¢*, ¢ € C\ {1}

n 1_qn+1
k=0

1—gq
d<1 = 4=
k=0 —4q

lgf >1 = qu ist divergent
k=0

gERANg>1 = qu:oo
k=0

1
3) Wichtigste divergente Reihe: Harmonische Reihe Z T

k=1
A 1+1++1>1+1++1 1flt
us it —>—4+—+ ...+ —=-1o
m+1  m+2 om = 2m ' 2m om 2 0
2N
Zl LI S ORI + !
Son = - = — =+ =4 ...
2N k 23 4 =~ ON-1 41 9N-1 4 oN-1
k=1 N—— >1 -
> >1
> 1+N
- 2
N .. N e i
= s, > 1+ 5 fiir n > 2% fiir beliebiges N € N.
s
=
k=1
Sehr langsame Divergenz: s1g00 = 7,4 ...; 510000 = 9,7 .. ..

Auf jedem Taschenrechner konvergiert die harmonische Reihe.

4) Dezimalbriiche: 7 = 3,14159. .. bedeutet
— ay, .
Z—k mit ag = 3, a; = 1, ay = 4,
k=0

afn—l—l
10n+1 =0

n

Die Teilsummenfolge ist monoton: s,11 — s, =

und beschrankt: s, < Z ToF < 92 <10) = 17

10

= Konvergenz (vgl. Hauptsatz {iber monotone Folgen 2.38).

1

1 -
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4.15 Elementare Eigenschaften: 1) Sind Zak, Zbk konvergent und A € K, dann
k=0 k=0

sind auch Z(ak + bx) und Z A a;, konvergent mit
k=0 k=0

Z(ak+bk) = Zak+2bk
k=0 k=0

k=0 = -
oo oo
Z A ap = A Qg
k=0 k=0
oo
2) Cauchy-Kriterium: Ist Z aj eine Reihe in einem vollstdndigen Vektorraum, dann ist sie
k=0
genau dann konvergent wenn
m
Ve>0 IN.eN VYn,m > N. : doan| <e
k=n-+1

=llsm—snll=d(sm,sn)

3) Sind (ax) und (by) Folgen, die sich nur an endlich vielen Stellen unterscheiden, so ist Z ay
k=0

o

genau dann konvergent, wenn g br konvergiert. (Die Grenzwerte konnen verschieden
k=0

sein.)

4) Ist Z ay konvergent, dann ist klim ap = 0. Die Umkehrung gilt nicht:
— 00
k=0
Nullfolge-Kriterium: —(a, — 0) = ) a; ist divergent.

NE
?v.lv—‘

T
I

5) Ist ax € R, a;, > 0 fiir £ € N, und sind die Partialsummen beschrinkt, so ist Zak
k=0

konvergent.
4.4 Konvergenzkriterien fiir Reihen

4.16 Leibniz-Kriterium: Sei (ax) in R eine positive, monoton fallende Nullfolge, d.h.

ap > 0, ap > agyq und kh_)m a, = 0.

Dann ist die alternierende Reihe Z(—l)k ay, konvergent. und es gilt
k=0

n

i(—l)kak - z:(—l)]C ap| < Gpir.
=0

k=0
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Bewets: Setze s, == Z(—l)’l‘C ag.
k=0

1) (Sok)ken ist monoton fallend:
So(ky1) — S2k = Qogy2 —azkp1 < 0

2) (S2k+1)ken ist monoton wachsend: Genauso

3) Esgilt: s1 < sopy1 = Sk — Aoeq1 < s < So.

= (S2x), (S2k+1) sind monoton und beschrénkt, also konvergent.

Wegen sopy1 — Sop = —agr1 — 0 gilt
lim sop = lim s9p11 =: s.
k—o0 k—o0

= (s,) ist konvergent, lim s, = s.
n—oo

4) Fehlerabschitzung:

Sop—1 <8 < So, = | — Sop—1] =5 — Sop—1 < Sop — Sop—1 = Aoy,

Sopt1 < 8 < So =[S — Sop| = Sop — § < Sop — Soki1 = Aokl

> -1 k—1
4.17 Beispiel: Z % ist konvergent (gegen In 2).
k=1

4.18 Definition: Die Reihe ) a,, heifit absolut konvergent, falls > ||a,|| konvergiert bzw.
falls 3 |a,| konvergiert (wenn (a,) reelle oder komplexe Folge). Eine konvergente Reihe, die

nicht absolut konvergiert, heifit bedingt konvergent.

(=D*
k

= Q.

=

4.19 Beispiel: Z ist bedingt konvergent, denn Z
k=1 k=1

4.20 Satz: In einem vollstdndigen Vektorraum ist jede absolut konvergente Reihe konvergent.

Bewets: Cauchy-Kriterium:

m
< Z lag]] < e fir m >n > N..
k=n+1

[8m — snll =

m
> o
k=n+1
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4.21 Majorantenkriterium: Es sei (a,) eine Folge in einem vollstéandigen Vektorraum und

(c,) eine reelle Folge. Falls
dng €N Vn>ng: ||a,| < e A ch konvergent,

n=0

dann konvergiert auch Y a, absolut.

Die Reihe ) ¢, heifit Majorante fiir ) a,.

Beweis: Cauchy-Kriterium:
m m m
|Sm — sull = Z ag|| < Z l|lag]| < Z o < € fir m >n > N..
k=n+1 k=n+1 k=n+1

4.22 Minorantenkriterium: Sind (a,), (¢,) relle Folgen, und gilt

o
dng €N VYn>ng:a, >c, >0 A ch:oo,

n=0

e}
dann ist ) a, bestimmt divergent: Z a, = 0.

n=0

o) _1)n
4.23 Beispiele: 1) Z Q(n +>3n konvergiert absolut wegen
n=0

1 1 = /1\" 1
< pre Z (5) =1 1 (konvergent).

ntan n=0

1 1
fiir n € N.

— 1
2) E — = 00 wegen > —
n:l\/ﬁ \/’ﬁ n

3) Z 4—71 konvergiert absolut wegen

n=0
n n Bernoullie Ungl. n 1 > 1 1
T R ) R S TP Tl nZ:oQ" 1-1
4)§:1k iert Lo b fink>2und
— Konvergiert wegen — —— Iur un
2 g2 & MR Stk =
1 1 1
k(k—1) k-1 k
—~ 1 < —~1 I
ko n
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4.24 Wurzelkriterium: Es sei (a,) eine Folge in einem vollstdndigen Vektorraum.

1) Falls es ein ¢ mit 0 < g < 1 gibt, so dass
Vn > ng: V/an < q

(fiir irgendein ny € N), dann ist Z a, absolut konvergent.
n=0
Aus {/||a,|| > 1 fiir n > ng folgt Divergenz.

2) Falls die Folge (" HanH> konvergiert, setze
neN

¢ = lim /]|
Dann gilt:
<1l = Zan konvergiert absolut,

q>1 = Z a, divergiert,

qg=1 = Mit Wurzelkriterium keine Aussage moglich.

Beweis: 1) a) Vn>ng:|a,| <q¢"
= > a, absolut konvergent
>~ ¢™ konvergent

b) Ja,|| >1"=1firn >ny = —(a, = 0) = > a, divergent.

1-— 1
2) Seig< 1. Setzee::Tq>O. = Firn > N, gilt {/||a,]] <q+€:%<1.

4.25 Bezspiel: i konvergiert absolut wegen
4n

n=0

1/n 1 siehe unten 1
B = T s g e T <
4.26 Satz: Es gilt lim n'/" = 1.
n—oo
Beweis: n>1 = n'/m > 1.
Setze 0, :==n'/"—1 = n'/" =1+46,, 6, >0
]*0%,_/
>0
2
= 6 < T 0
n(n —1)

= 0, = 0

= ¥ =146, - 1
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4.27 Quotientenkriterium: Sei (a,) eine relle oder komplexe Folge mit a,, # 0 fiir n > ny.

1) Falls es ein ¢ mit 0 < g < 1 gibt mit

an+1
Vn > ng :

<q,

Qn

o
dann ist Z a,, absolut konvergent.
n=0
An1
Qn,

Aus

> 1 fiir n > ny folgt Divergenz.

2) Falls die Folge < ¢ . Dann gilt:

Qn

1 . . . an+1
konvergiert sei ¢ := lim

n—oo n

<1l = Zan konvergiert absolut,
qg>1 = Z a, divergiert,

g =1 = Mit Quotientenkriterium keine Aussage moglich.

4.28 Beispiele: 1) Zn2 2" mit z € C ist absolut konvergent fiir |z| < 1 und divergent
n=0
fir 2] > 1:

Wurzelkriterium: Vn?zr| = Vn?|z| = (nl/n)2|z| = 2],

(n + 1)2|z|* n+1\>
| = () Bl

n? zn
Fiir [2] =1: [n?2"| =n* 5 00 = —(n?2" = 0) = > n?2"ist divergent.

2) }:

an+1
Qp,

Quotientenkriterium:

n
o konvergiert absolut fiir alle z € C:

zn+1
(nr1)! 1
Quotientenkriterium: ( ;1)! = |z|—— — 0.
) n/+71
3) Z — ist konvergent, und \/ 5 — 1 bzw — 1
= 1 n+1
Z — ist divergent, und { —> 1 bzw. 4 —1
n =

— (24 (-)")"
4) Z % ist absolut konvergent:

L 3" 3 ..
— = — fiir gerades n,
Wurzelkriterium: — {/|a,| = len le = absolute Konv.
\ -1 fiir ungerades n.
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)n+1

(

e

_ 1 .
. o (i1 &y T aae fiir gerades n
Aber Quotientenkriterium: = Vi
Qn, (Z) o gn+1 f d
o = =5 fiir ungerades n
4

Mit dem Quotientenkriterium ist keine Aussage moglich!

Das Wurzelkriterium ist stérker als das Quotientenkrtiterium (ohne Beweis).

4.29 Produkt von Reihen: Es seien ) a, und )b, absolut konvergent und

n

Cp = g a; - by_;.

J=0

Dann konvergiert das Cauchy-Produkt > ¢, absolut, und fiir die Grenzwerte gilt

1 (o] o
4.30 Beispiele: 1) (= — (Z q") (Z qn>’ Reihe ist fiir |¢| < 1 absolut konver-
n=0 n=0

gent.

o= > 77 =) " = (n+1)g"
j=0 J=0

1 o0 o0 B
- 1—q? Y (gt =) ng"
n=0 n=1

o _1 n
2) Z (n—l)— - ist bedingt konvergent.
n=0

=

Cauchy-Produkt mit sich selber:

~ (=1 (=) - 1
j;\/y+1\/n—y+1 ( )jgo\/j—l—l\/n—j—l—l
Die Produktreihe Y ¢, ist divergent:
Fiir festes n € N betrachte
flz) = z(n+2—12x)

- (e (1)) () = (45

J/

TV
== 42)P0

iy o1 2\’ 1 2
= fir0<z<n42glt — > —— bzw. >
f(x) n+ 2 f(z) ~n+2
1 1 S 2

- \/j+1\/n—j—|—1: VIG+1) “ n+2
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n

2 2n+1)

= (¢, — 0)
= Z ¢y, ist divergent.

4.5 Potenzreihen

4.31 Definition: Sei z, € C und (a,) eine komplexe Folge. Dann heifit

hE

an(z — zo)"

f(z) =

S
I
o

Potenzreihe um zp mit den Koeffizienten a,. Falls z, 2 € R und (a,) reelle Folge, so heift

die Potenzreihe reell.

4.32 Bezispiel:

1 1 1 o= /2\" = /1\"
29— 21— 2Z<2> Z(z) © -

<1 bzw. |2| <2

i

oder

1 1
= ) :Z(z—l)" fir |z —1| <1

4.33 Konvergenzradius: Sei ) a, (z — 2z9)" Potenzreihe.

1) Es gibt eine eindeutig bestimmte ,,Zahl“ R € [0, oc], so dass

[e.e]
Z an (2 — zp)" ist

{ absolut konvergent fiir |z — 29| < R,

— divergent fir |z — 29| > R.
(Fiir |z — 29| = R kann alles passieren.) Die Grofie R heifit Konvergenzradius der
Potenzreihe.
2) Falls
ri= lim |22 oder r:= lim m
n—oo | ay n—»00

existiert oder r = 0o (bestimmte Divergenz), so gilt

r 1
— fallsr >0
’

R = oo fallsr=0

0 fallsr=o0

\

Im Allgemeinen: r = limsup {/|a,| (Limes superior = grofiter durch Teilfolge erreich-

n—oo
barer Grenzwert), R wie oben.
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Beweis: Sei zp = 0. Zum Beweis von 2) wende das Wurzelkriterium an:

11 sei
Sanz| = V]an] |2 "i>°°(nm c/|an|) ER=a!
n—oo
1 : n
z| < ————=falls lim /|a,| >0

z beliebig falls lim {/|a,| =0

n—oo

Genauso: Anwendung des Quotientenkriteriums liefert die andere Formel fiir den Konvergenz-

radius. 0

an+1

1
= —0 = R=o0.
n+1

4.34 Beispiele: 1) ZZ—' o, = — =
n!

G,

2) ZnZ 2" R =1, Reihe ist konvergent fiir |z| < 1, divergent fiir |z| > 1 (vgl. Beispiel
auf Seite 116).

2n n 2" Ant1 n?
3) Zﬁ(z—l) = | :(n+1)22—>2
1 absolute Konvergenz fiir |z — 1| < 1
= R = —, also: & | <3
2 Divergenz fiir [z — 1] > 1

1 .
7

2" 1
— (¢ = 1)"| = — = Konvergenz (Majo-Kriterium 4.21).
n

Fir |z — 1| = 5
n

4) Geometrische Reihe:
o0 . 1
(—22)" = |
— 1+ 22

n

1
Also R = 1. Die Funktion f(z) = T
z

le). Deshalb kann der Konvergenzradius nicht groBer sein.

o n 2, n ungerade
5) 2(3—1-(—1)) 2" \/\an\:{ = R:Z.

4, n gerade

hat in z = =i eine Singularitdt (Nennernullstel-

4.35 Identitdtssatz: Seien f(z) = Z an (2 — 20)" und g(z) = Z by (z — 2zp)" Potenzreihen
n=0 n=0
mit positiven Konvergenzradien. Existiert eine Folge (z;) mit zp — 29, 2x # 2o und f(zx) = g(2)

fiir £ € N, so folgt a,, = b, also auch f =g.

Insbesondere ist jede Funktion auf héchstens eine Weise als Potenzreihe um z, darstellbar.
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4.36 Multiplikation: Seien

f(z Z a, (z — zp)" mit Konvergenzradius R; > 0 und ¢g(z Z by (z — 20)" mit Ry > 0.
n=0 n=0

Dann gilt wenigstens fiir |z — 29| < min{ Ry, R }:

o n
E cn (2 — 2)" mit ¢, = E ag bn_.
k=0

n=0

Beweis: f(z),g(z) sind absolut konvergent fiir |z| < min{R;, Ry}. Aus Satz 4.29 (Cauchy-
Produkt von Reihen): Fiir jedes feste z € C mit |z| < min{ R, Ry} gilt:

o0

f(2)g(z) = Cn)

n=0

gn = Zak (Z - zO)k bnfk (Z - 2"0>n7]C = (Z - Zo)n Zak b”*k'
k=0 k=0

4.6 Spezielle Funktionen

4.37 Definition: Wir setzen:

fir z € C,

(‘Dl\z

i
i MS
3|

S
o

o0 _1 n
Inz := 2(”_‘_)1 (z— 1) fiir 2 € Cmit |2 — 1] <1,
: . - (_1)71 2n+1 .
sin z = %mz fuI'ZGC,
o0 _1 n
cosz = % <(2n;' 22" fiir z € C.
; zt+w z w £33 : : -z 1
4.38 FEigenschaften: 1) e =e* . e" fiir z,w € C, insbesondere gilt e™* = s
: ‘1t o0 R 1/2 | ,1/2 1 1/2 1/2
Welterglltezl,e:Z—':e, el/Z.elfi=el=e AN /2 >0 = /7= /e
n!

n=0
Mit Induktion folgt e? = g-te Potenz von e fiir ¢ € Q.

2) Spiter: Die reelle Exponentialfunktion et : R —]0, 0o[: z ++ €7 ist bijektiv. Die Umkehr-
abbildung stimmt fiir |[x — 1| < 1 mit der oben definierten Logarithmusfunktion iiberein,

d.h. es gilt In(e®) = z = eln®

3) sin(—z) = —sin z, cos(—z) = cos z.
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4) e'* = cosz +isinz (Eulersche Formel) bzw.

el? ;e 17 ez _ iz '
- =cosz - =ysinz.
2 ’ 2i

Insbesondere gilt die Formel von Moivre:

(cosz +isinz)" = (¢'%)" = '™ = cos(nz) + isin(n2) fiir n € N.

it

=1furteR.

5) sin®z + cos® z = 1. Insbesondere |e

6) Additionstheoreme: sin(z; + 25) = sin 21 - €os 25 + €08 27 - sin 2,

cos(z1 + 2z3) = €OS 21 + €COS 23 — sin 27 - sin 2y

7) Spéter: Fir z = x € R stimmen sinz, cosz mit der rellen (bereits bekannten) Sinus-

bzw. Cosinusfunktion iiberein. Daraus folgt:

a) Die Abbildung [0,27[ > ¢ > €' parametrisiert den Einheitskreis in C. Insbesondere

gilt /2 =i, ™ = —1, B2 = —j ¥ = 1.

b) Die komplexe Exponentialfunktion e() : C — C : z — ¢* hat die Periode 2i:

T2 — o7 fiir z € C.

c) Die komplexe Sinus- und Cosinusfunktion haben die Periode 27:

sin(z 4+ 2m) =sinz, cos(z + 27) = cos z fiir z € C, insbesondere fiir z € R.

4.39 Definition: Sei V = M, ,, der vollstindige Vektorraum der n x n-Matrizen mit Norm

1Al = ll{ai;)ll = max |a;|. Wir setzen

0k
Z T fir A e M,,, mit A := E, (Einheitsmatrix)
k=0

(Exponentialfunktion fiir Matrizen). Dann gilt

') < e

Weiter sind die Sinus- und Cosinusfunktionen definiert durch

: . . 1) 2n+1
sin(A) = ZO e ol A fir A e M,,,

3
I

((2:&; A fir A e M,,,

Mg

cos(A) =

I
o

n

4.40 Eigenschaften: 1) B =el.eP fiir A, B € M,,,, insbesondere gilt e~

= (eA)_l.
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2) sin(—A) = —sin A, cos(—A) = cos A.

3) e =cosA+isinA

A0 A0
4.41 Beispiele: 1) A= ! = A" = 1
0 Ao 0 Az
[e's) n )\{L 1
nt\ 0 A2 0o X 0 et

1 A e Ae ..
2) A= = el = Ubungen).
: (01) <0 e)< sen)

4.42 Die geometrische Reihe fiir Matrizen: Fir A € M,,,, mit ||A] <1 gilt

(Neumannsche Reihe).

iA” = (E-A)!
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5 Stetigkeit

5.1 Um was gehts?

5.1 Definition und Satz: Seien (F,dg) und (F,dp) metrische Réume und f: £ 2D D — F,
xg € D (D = Definitionsbereich von f). Dann heifit f stetig in x, falls

(i) Ve>0 36>0 Ve e D :dg(x,x9) <6 =dp(f(z), f(x)) <€

(e-6-Kriterium fir Stetigkeit)
oder dquivalent

(ii) Fir jede Folge (z,) in D mit x, — x¢ gilt f(z,) — f(z0), d.h. lim f(x,) = f( lim a:n)
n—oo

n—oo

(Folgenkriterium fiir Stetigkeit).

f heifit stetig, falls f in jedem Punkt xq € D stetig ist.

Zur Aquivalenz: (i) = (ii): Sei (x,) Folge in D mit x, — .
Zu € > 0 wihle 0 > 0, so dass gilt: dg(x,x0) < § = dp(f(z), f(x0)) < €.
Wiéhle N5 mit dg(x,,xo) < 6 fur n > Ns. Fiir n > N; folgt dp(f(z,), f(z0)) <€
= f(xn) = f(20).
(i) = (i): Zeige (i) = —(ii):
(i) >0 V6>0 Jz e D dr(r,xg) <d N dp(f(z), f(zg)) > ¢
Fiir n € N wihle 6, := 1 : 3z, € D : dp(z,,20) < 2 A dp(f(2,), f(x0)) > €
= z, = x9 A ~(f(zn) = f(w0))
= —(ii),

5.2 Diskussion: 1) Das Bild:




Mathematik II fiir inf/swt/msv, Sommersemester 2019, Seite 124

2) Konstante Funktionen sind stetig und id : F — F : x — x ist stetig.

(Das sind die wichtigsten stetigen Funktionen.)
3) Heaviside Funktion, “Einschaltfunktion”

0, <0

h:R—=R:z—
1, >0

ist unstetig in g = 0, sonst stetig.

1, €@

0, sonst

4) f:[R—)[R:xH{

ist nirgends stetig.

1 d
5) Unglaublich, aber wahr: D:=ZCR, f: D —R:n— 1 serace ist stetig.
0 n ungerade

1
f:R\{0} = R:x+— — ist stetig.
T

6) f:R*—=R:(x,y)— -y ist stetig.

5.3 Rechenregeln fiir stetige Funktionen in Vektorrdumen: Seien E, I’ Vektorrdume
itber R oder Cund f,g: E O D — F stetig in xy € D. Dann gelten:

1) f+g, AN |fl x|l f(z)] sind stetig in xq.

2) Ist F=Roder F=C,soist f-g:x+— f(z)g(x) stetig in z.
Ist zusétzlich g(xy) # 0, so sind auch

S f(x)

1
—ire—— S ire ==
9 g9(x)" g 9(x)
stetig in xg.

3) Ist FF=C, so sind Ref und Imf stetig in x.
5.4 Anwendung: Aus 1): C(R — R) :={f: R — R | f ist stetig} ist ein Vektorraum.

5.5 Komposition stetiger Funktionen: Sei f stetig in xg, g stetig in f(zy), dann ist auch

go f:xr g(f(x)) stetig in xo.
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5.6 Beispiele: 1) Polynom P:C — C:z+ ap+ a1z + ...+ a,z" ist stetig auf ganz C.
P
2) P,Q Polynome, D :={z € C: Q(z) # 0}. Dann ist 0 stetig.

3) Seien p,q € N fest. Spiter: f : [0,00[ — [0, 00[: z + /7 ist stetig.
Setze g(y) :=y? = go f:x s 2P/ ist stetig.

5.2 Stetige Funktionen sind gute Funktionen
5.7 Satz: Sei f: E D D — F stetig in g € D und f(zg) # yo. Dann

30 >0 Ve e D :dp(x,z0) <= f(x) # yo.

5.8 Zwischenwertsatz von Bolzano: Sei f : R O [a,b] — R stetig. Dann nimmt f auch

jeden Wert zwischen f(a) und f(b) wenigstens einmal an. Insbesondere:

fla) <0 A f(b)>0 = Fze€la,b[: f(x)=0.

Beweistidee: Sei f(a) <0< f(b).

ap + bo
2

Falls f(x¢) = 0, sind wir fertig

Falls f(xg) > 0: Setze ay := ag, by := xg }

Intervallschachtelung: Setze ag := a, by := b, x¢ :=

=  fla) <0< f(by)

bl —ap = _b();a().

Fiihre Verfahren fort. Dann Nullstelle in endlich vielen Schritten oder a, — = mit f(x) = 0.

Falls f(xg) < 0: Setze ay := xg, by := by

5.9 Diskussion: 1) Dazu wichtig: [a,b] hat keine Locher, also Vollsténdigkeit.
2) Beweis gibt iteratives Verfahren zur Bestimmung der Nullstelle.

3) Es folgt: Jedes Polynom ungerader Ordnung hat mindestens eine reelle Nullstelle:

P(z) ap + a1z + ...+ a,a” " Gp_1 ag
= = x 1+ 4+ ...+
a, Qy, ~~ an,x a,x"
>0firz>0 " -
<0firz<O —1 fiir z—+o00

= 31’1,1‘2 eR: f(.’lfl) <0< f(.ﬁlfz)

P(x
Der Zwischenwertsatz garantiert nun die Existenz mindestens eines x € R mit (z) =0,

also P(z) = 0.
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5.10 Satz: Sei [ : R D [a,b] — R stetig. Dann nimmt f auf [a, b] das Maximum und Minimum
an, d.h.
Jz1, @3 € [a,0] Vo € [a,b] : f(z1) < f(z) < f(22)

Verallgemeinerung: Ist f : D — F stetig und D C R™ beschrédnkt und abgeschlossen, dann

nimmt f auf D das Maximum und Minimum an.

Beweisidee: Sei M = sup{f(z): a < x < b} (eventuell M = oo). Wihle Folge (x,,) in [a, b]
mit f(x,) — M.
Diese Folge besitzt eine Teilfolge (2, )ken, die in [a, b] konvergiert: z,, — zo € [a, b] fiir k — oo

(ohne Beweis).

n,) — M fiir £ —
= { S @ny) o o M= f(zo), insbesondere M < oc.

f(n,) = f(xo) fiir k — oo

5.11 Beispiele: 1) f :[-1,2] = R:zw— (x—1)(x —2): f(3/2) < f(z) < f(—1) fiir
z € [-1,2].

1
2) f:]0,1]—= R: 2+ — Weder Minimum noch Maximum wird angenommen.

T
3 firx=1 o ' '
Weder Minimum noch Maximum wird
3) f:[lL4—-R:iz—< o firl<az<4
angenomimen.
2 flirx=4

5.12 Folgerung: Sei F normierter Vektorraum und f : R D [a,b] — F stetig. Dann ist f
beschriankt, das heifit
dK € R Vx € [a,b] : || f(2)|| < K.

Beweis: Setze g(z) :=||f(z)|| = ¢:[a,b] — R ist stetig.
= Jr1,22 € [a,8] : g(21) < g(z) = |[f(2)[| < g(x2), d.h. g(x2) ist obere Schranke fiir || f(z)]|.;

5.3 Umkehrfunktionen

5.13 Definition: f : R O D — R heifit monoton wachsend (streng monoton wachsend,

monoton fallend, streng monoton fallend), falls

Vr,ye Dz <y = f(x) < fly) (f(z) < [fy), f(z) > fy), f(z)> f(y))

5.14 Beispiele: 1) f:R— R:z 1 ist monoton wachsend und monoton fallend.
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2) f:R— R:z— x ist streng monoton wachsend.

rfirze <1,
3) f{Ro>Rix—< 1firl<az<?2,

x fiir x > 2,
ist monoton wachsend.

5.15 Satz: Es sei f : R O D — R streng monoton wachsend oder streng monoton fallend.

Dann ist f injektiv.

Beweis: Sei f streng monoton wachsend.

Entweder z; <xo = f(21) < f(22)

T # Ty = { } = [f(21) # f(x2)

oder Ty >z = f(x1) > f(xg) (]

5.16 Satz: Sei [ : [a,b] — R stetig und streng monoton wachsend. Dann bildet f das Intervall
[a, b] bijektiv auf das Intervall [f(a), f(b)] ab. Die Umkehrfunktion f=': [f(a), f(b)] — [a, b] ist

stetig und streng monoton wachsend.
Analog fiir streng monoton fallende Funktionen f : [a,b] — [f(b), f(a)] und auch fiir offene

Intervalle.

Beweis: 1) f streng monoton wachsend = f injektiv A f([a,b]) C [f(a), f(b)].
Da f stetig, folgt mit dem Zwischenwertsatz, dass f surjektiv ist.

= f bijektiv.

2) f!ist streng monoton wachsend: Sei y; < yo mit y; = f(x;).
Annahme: f~(yy) > [~ (yo)
= n =) > ) = = p=flo) > fla) =y %

3) f! ist stetig: Seien yo = f(xo) und € > 0 fest. Wegen der strengen Monotonie gilt
flzo—¢) < f(zo) < f(xo+¢€). Wihle nun 6 > 0 so klein, dass f(zo—¢) < f(zg) — 0 und
f(zo) +9 < f(xo+¢). Fir |y — yo| < 9 gilt nun

y €1f(xo) — 6, f(wo) +6[ C [f(wo—¢), f(zo+e)] = f([xo — &, 20 +£])
= fYy)ewyg—ce,20+¢e] = |fHy) — x| <e.

1
5.17 Bemerkungen: 1) f~'# 7

2) Graph von x = f~1(y): derselbe wie der von y = f(x).
Graph von y = f~!(z): Spiegelung des Graphen von y = f(x) an y = .
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5.18 Wurzelfunktionen: Fiir festes n € N sei f: Ry — R} : z — 2™

1) f ist stetig.
2) f ist streng monoton wachsend.
3) f ist surjektiv.

Also existiert die Umkehrfunktion f=' : R — Ry : = — /x. Wie oben: f~! ist stetig und

streng monoton wachsend.

Allgemeiner folgt:

Fiir jedes ¢ € Q mit ¢ > 0 ist f : [0, 00[— [0, 00[: z — 27 stetig.
Fiir jedes ¢ € Q mit ¢ < 0 ist f :]0,00[ —]0, 00[: z — 27 stetig.

5.4 Stetigkeit von Grenzfunktionen

5.19 Beispiele fiir Funktionenfolgen: 1) Sei f,: R — R:x+— 2>
Die Folge ( fn(:c))n konvergiert nicht fiir alle x € D = R.

lz] <1 = fu(x) =0
x| =1 = fu(z) =1
lz| >1 = fu(z) >

(fn(:p))n konvergiert fiir n — oo in jedem Punkt z € D = R.
Wir setzen f(z) := lim f,(x) fir z € D.
n—oo
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1 |zl <1
= J@) =4 % el =1
0 |z|>1

Alle f,, sind stetig, aber f nicht.

1
3) Seif,:[-2,2] > R:z— 1+ —x.
n

Fiir jedes © € D = [—2,2] gilt f,(z) — 1.
Alle f, sind stetig, und die Grenzfunktion f : x — 1 auch.

5.20 Definition: Seien f, f, : E O D — F Funktionen.

1) Die Folge (f,,) heiit punktweise konvergent gegen f, falls lim f,(z) = f(x) fiir alle
n—o0
xr €D, dh.

Vee D Ve>0 dAN. €N Vn > N, :dp(fu(z), f(x)) <e.

N darf von x abhingen
2) Die Folge (f,) heiit gleichméiflig konvergent gegen f (auf D), falls

Ve >0 IN. €N Vn >N, Ve e D :dp(fu(z), f(z)) <ce.

-~

gilt unabhéngig von x

Schreibweise: lim f,, = f punktweise/gleichmifig; f heift Grenzfunktion der Folge (f,).
n—o0

5.21 Diskussion: 1) f, — [ gleichmiBiig bedeutet:

Ve >0 dN. € N Vn > N, : Der Graph von f, liegt im e-Schlauch um f

2) Beispiel 1: nicht punktweise konvergent, nicht gleichméflig konvergent.
Beispiel 2: punktweise konvergent, aber nicht gleichméfig konvergent.

Beispiel 3: punktweise und gleichméflig konvergent.
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3) gleichmiBig konvergent = punktweise konvergent.
Aber , gleichméfig konvergent* ist wesentlich mehr als ,, punktweise konvergent*.

4) Rechenregeln fiir konvergente Folgen iibertragen sich auf Funktionenfolgen.

5) Reihen: Eine Reihe (bzw. die Folge der Partialsummen) kann punktweise oder gleichméBig

konvergieren, bedingt oder absolut.

5.22 Satz: Der gleichmiflige Grenzwert stetiger Funktionen ist stetig:

fn stetig firn e N A f, = f gleichmdBlig = f ist stetig.

Beweis: Seien xg € D und ¢ > 0 fest. Wihle V., so dass

firm > N,, x € D.

dr(fu(2), f(2)) <

Wl M

Da fn..1 stetig ist, kann 6 > 0 so gewahlt werden, dass

dF (fNE+1(l‘), ng_H(l‘o)) < fir dE(ZL‘,l‘()) < 0.

Wl Mm

Fiir dg(z, x¢) < 6 folgt

41(2)) + dp (fye1(2), fyos(20)) + de(fy.s1(20), f(20))

5.23 Kriterien fiir gleichmdfige Konvergenz: 1) Cauchy-Kriterium: Sei (F,dr) ein

vollstdndiger metrischer Raum. Falls
Ve >0 IN. €N Vn,m > N, Vo € D :dp(fu(z), fm(z)) <e,

dann existiert eine Funktion f: D — F mit f = lim f,, gleichméafig.

2) Weierstraf3-Kriterium: Falls F' vollstdndiger Vektorraum und (c,) reelle Folge mit
¢, > 0 und

ch < oo und || fu(2)]| < ¢, fiir . € D, n > ny,

dann konvergieren Y f,, und ) || f.| gleichméBig auf D.
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Beweis: 1) Wir betrachten nur den Fall F' = R, d(z,y) = |z — y|. Der allgemeine Fall wird
entsprechend bewiesen.
Fiir festes x € D ist ( ]‘}L(:zc))ne[]\| eine Cauchy-Folge. also konvergent.
Definiere f(x) := nh_)rglo fo(x) fir z € D.

Aus ’fn(:p) - fm(x)} < ¢ fiir myn > N, und = € D folgt (mit Satz 2.55)
|fulz) — f(2)] = lm |fu(x) — f(2)] < € firn > N, x € D.

2) Wir zeigen, dass die Teilsummenfolge (s,) das Cauchy-Kriterium aus 1) erfiillt:

Mit s, (x) := Z fr(z) gilt
k=0

n

< > @l

k=m+1

> f)

< ch<z—: fir n > m > N..
k=m+1

[5n(2) = sm(@)]| =

Also konvergiert (s,,) gleichméBig gegen f mit f(z) = Z fn(x).
n=0

5.24 Beispiele: 1) Die geometrische Reihe:
- 1
Bekannt: "= ktweise fii < 1.
ekann nz_%z [, punktweise fiir |2
a) Sei0 < g <1, qfest. Dann ist > 2" gleichméafig konvergent fiir |z| < q.
b) Aber: Auf {z € C: |z| < 1} ist > z" nicht gleichméBig konvergent.

2) Sei f,:]—1,1] > R:x 2™ f, ist stetig und es gilt

0, |z| <1
folz) = f(x) = = punktweise.
1, z=1
Die Grenzfunktion ist unstetig, also konvergiert (f,) nicht gleichméBig auf | — 1, 1].

5.25 Potenzreihen: Essei Y a, (z— zy)" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R € |0, o).

Dann gilt:
1) Ist p €]0, R[, so konvergiert die Potenzreihe in {z : |z — 2| < p} gleichméBig.

2) Die Grenzfunktion f(z) = Z an (2 — z0)" fiir |z — 20| < R ist stetig.

n=0
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Beweis: 1) WeierstraB-Kriterium: |a,(z — 20)"| < |an|p™, > |a, p"| ist konvergent.

2) Seilz;— 2| <R = Fp€]0,R[: |21 — 20| < p-
Aus 1) und Satz 5.22:
f ist stetig in der Menge {z € C: |z — 20| < p}, also insbesondere in z = z;. 0

5.26 Anwendung: 1) Die Funktionen e®), sin, cos sind stetig auf C.
2) Die Funktion In ist stetig auf {z € C: |z — 1| < 1}.

3) Fir Ae M, ist die Funktion R > ¢ — etd ¢ M,, ,, stetig auf R.

5.27 Der relle Logarithmus: Fiir die Funktion e®) :] — oo, 0o[ — ]0, oo[ gelten:
(i) el ist stetig.
(ii) el ist streng monoton wachsend, insbesondere injektiv.
(iii) e ist surjektiv.
Also existiert eine Umkehrfunktion In :]0, co[ =] — 0o, 0o[. Sie ist stetig und streng monoton

wachsend.

8
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5.5 Grenzwerte von Funktionen

5.28 Beispiele: 1) Heaviside-Funktion:
0 <0
h(x) = { '

1 >0

Fiir = von oben gegen 0 ,strebt“ h(z) gegen 1

Fiir  von unten gegen 0 ,strebt* h(x) gegen 0

2) Sei f:R D Z:nw~ n. Grenzwert von f(z) fiir z — xo € R ist nicht sinnvoll.

5.29 Hdiufungspunkte: Sei (E,d) ein metrischer Raum und M C E, xy € E. Dann heifit x
Haufungspunkt von M, falls

Ve >0: (Bg(l‘o) \ {ZL‘Q}) NnM 7é 0

oder dquivalent
Nxy,) iz € M Ay # 29 ATy — X

xo € M heifit isolierter Punkt von M, falls xy kein Haufungspunkt von M ist.

5.30 Definition: Sei f : E DO D — F und 2y € E.

1) Schreibe

lim f(z) = aq,
T—xT0

falls o Haufungspunkt von D ist und fiir jede Folge (x,) in D mit x,, — xo gilt:

lim f(z,) = a. (%)

n—oo

2) Im Fall f: R D D — F schreibe

lim f(z) =a (oder lim f(z)=a),

xlxg Tz—zo+
falls o Haufungspunkt von DN |xg, oo[ ist und (x) fiir jede Folge (z,,) in D mit x, — x,
Ty > X gilt.

Analog lim f(z) = a.

zTxo
3) Falls xy Haufungspunkt von D ist und fiir jede Folge (z,) in D mit x,, — zo die Folge
(f(z,)) bestimmt gegen +oo (—oo) divergiert, schreibe

lim f(z) = 400 (—00) (uneigentlicher Grenzwert).
T—TQ

4) Alles analog fiir + — +o0, xt — —o0.
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2
_1
* —9.

1
5.31 Beispiele: lim— =00, lim— = —o00, lim — =0, lim
)0 X 10 X T—00 T z—1 1 —1

5.32 Bemerkungen: 1) Die Rechenregeln fiir konvergente Folgen iibertragen sich sinn-
geméf auf das Rechnen mit Grenzwerten.
2) Gilt 29 € D und lim f(x) = a, so ist
T—T0
f(z) firze D,

f:DU{z} = F:a—
a fir x = o

stetig in xyo. Man sagt: f ist stetig ergénzbar in x, oder stetig fortsetzbar nach z;.
-1 —1 1

2B fiR\{-1} s Rz L L@z D+l)
r+1 r+1

= fRoR:z—a—1

3) Sei f:RD D — Fund zy € D Haufungspunkt von D N |xg, co[ und von DN | — oo, x|
Dann sind dquivalent:
(1) f ist stetig in x.
i) 7o) = lim 7 () = I /().

5.33 Grenzwerte mit Potenzrethen: Zum Beispiel lim ST T TERT

z—0 :pQ(ex — ].)

X .n > ,n—1
N 2 (e 1) = g2 r _ .3 x
enner: z~ (e ) x ; oy x ; oy
——
= f() 1
Da f durch eine Potenzreihe dargestellt wird, ist f stetig. AuBerdem gilt f(0) = = 1.
" . - (_l)n 2 - (_l)n
Zéhler: sinx — rcosz = gty "
s (2n+1)! nzzo (2n)!
3 = (_l)n 2n—2 - (_1)11 2n—2
= x e — x
(ot
—g(x)
st steti it ¢(0) -1 -1 1 1 1
ist stetig mi - = _ =,
g &g 3 2 2 6 3
sine —xcosz . aPg(x) . g(x)  g(0) 1

R T ey T B T B T MY
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6 Differentialrechnung in einer Variablen

6.1 Die Ableitung

y A

Tangente Sekante Gegeben: y = f(z).
" Frage: Tangente in (xg, f(x¢))?

Fiir 1 — x9 “ndhert” sich Sekante

an Tangente

Sekantengleichung:

y = flwo) + (x — x0) f(x1) = f(xo)

1 — o

Steigung der Sekante

6.1 Definition: Sei K = Roder K= Cund f: K 2 D — K, 2y € D, xy Hiufungspunkt
von D.
1) Die Abbildung Af: D\ {zq} - K:xz M

r — 2o

heifit Differenzenquotient.

2) f heift differenzierbar in xg, falls Af in z; stetig ergénzbar ist, d.h. falls

- M _. f/(ffo) —. ﬁ(:po) =: d];(;)

T — X0 r — 2o dx
r €D, x#xo

T=x0

existiert. In diesem Fall heiit der Grenzwert die Ableitung von f in xo (oder Diffe-

rentialquotient).

3) f heiBit differenzierbar (in D), falls f in jedem Punkt z, € D differenzierbar ist. Die
Funktion f’ heiit Ableitung von f.

6.2 Beispiele: 1) Konstante Funktion f: C — C: z — c ist differenzierbar: f'(z) = 0.
2) Identische Funktion id: C — C : z — z ist differenzierbar: id’(z) = 1.
3) Die Exponentialfunktion f: C — C: z + ¢ ist differenzierbar: (¢*) = e,

4) f:R— R:xzw |z|ist in zy = 0 nicht differenzierbar.
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6.3 Satz: f: KD D — K differenzierbar in zy = f stetig in z,.

6.4 Bemerkung: Komplexe differenzierbare Funktionen haben erstaunliche Eigenschaften

und heiflen holomorphe oder analytische Funktionen ~~ Funktionentheorie

6.5 Rechenregeln: Seien f,g: K DO D — K differenzierbar (in zy € D). Dann gilt

1)
2)

3)

4)

5)

6)

A f (X € Kfest) ist differenzierbar (in zy), und es gilt (X« f) (xg) = X f/(z0).
f + g ist differenzierbar (in xg), und es gilt (f + g)'(zo) = f'(x0) + ¢'(0)-
f - g ist differenzierbar (in z() mit

(f-9)(x0) = f'(w0)g(wo) + f(x0) g'(x0) (Produktregel).

Falls g(z¢) # 0, ist / differenzierbar in xy mit
g

(Quotientenregel).

AN (o) g(wo) — f(x0) g'(20)
- (l‘o) - D)
g 9*(0)
Ableitung der Umkehrfunktion: Sei D = [a,b] und f : D — R stetig und streng monoton,
/7 f(D) — D sei die Umkehrfunktion. Ist f in xy differenzierbar und f’(xq) # 0, dann
ist [~ in yo := f(zo) differenzierbar und
1 1

(f7) () = T lwo) (= m)-

Seien f: D — K, g: D' — Kmit f(D) C D'. Sei fin xy € D differenzierbar, g in
f(zo) € D’ differenzierbar. Dann ist go f : D — K in ¢ differenzierbar und

(go f)(zo) = ¢'(f(x0) - f(w0) (Kettenregel).
N—— S~——

duBlere Ableitung innere Ableitung

6.6 Beispiele: 1) Fiirfestesne Zund f:C\ {0} - C: 2w 2" gilt f'(2) =nz""L

2)
3)
1)

5)

Fiir festes ¢ € Q \ {0} sei f :]0,00[—]0,00[: z ++ 29. Dann gilt f'(z) = q27 .

fle) = VaT+ 1= @+ ).

dl 1
Fiir den reellen Logarithmus In : |0, 0o[ — |0, 00[ : & +— Inz gilt dnx =—.
T T

Aus der Schule: f: [-F, 7] = [=1,1] :  ~— sinx ist bijektiv mit f’(z) = cosz. Fiir die

' 1
Umkehrabbildung arcsin gilt darcsin z —

dx V1—22
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6.2 Ho6here Ableitungen

6.7 Offene Mengen: Sei (M, d) ein metrischer Raum, D C M.

1)

2)

o € D heiit innerer Punkt von D, falls
de > 0: B(z9) € D.

Falls M = R oder M = C" mit der iiblichen Metrik, dann ist jeder innere Punkt

automatisch Haufungspunkt von D.

D heiflt offen, falls alle Elemente von D innere Punkte sind.

6.8 Beispiele: Ja,b|C R, {z € C: |z| < 1} sind offen;
la,b] C R, {(z,y) € R*: \/2? + y*> < 2} C R? sind nicht offen.

6.9 Definition: Sei f: KO D — Kund k& € N.

1)

2)

3)

f heifit im inneren Punkt xg € D k-mal differenzierbar, falls f auf einer Kugel B.(z() C
D (k — 1)-mal differenzierbar ist und die (k — 1)-te Ableitung von f in z differenzierbar
ist. Schreibe

(k) L dkf L i (k—1) (2) _. g1 (3) . gm 0) _.
[ (o) = (zo) = = (SN (@)  (fP =", [ =" [ = ).

d

Sei nun D offen. Dann heifit f k-mal differenzierbar auf D, falls f in jedem xq € D
k-mal differenzierbar ist; x — f%*)(z) heiBt die k-te Ableitung von f auf D; f heifit

manchmal 0-te Ableitung von f.

f heifit auf D k-mal stetig differenzierbar, falls f k-mal differenzierbar auf D und f®*)
stetig auf D ist. Die Menge der auf D k-mal stetig differenzierbaren Funktionen bildet
einen Vektorraum, bezeichnet mit C*(D — K), C®(D — K) ist der Vektorraum der

beliebig oft differenzierbaren Funktionen auf D.

6.10 Bemerkung: Die Rechenregeln gelten analog fiir hohere Ableitungen. Insbesondere:

n

(f-9)" = Z <Z) fE L gn=h (“Leibnizregel”)

k=0

(Beweis durch vollstdndige Induktion.)

6.11 Beispiel: (z-¢*)" = (2 +1000)e".
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6.3 Ableitung von Potenzreihen

6.12 Satz: Sei .
f(2) = an(z—2)"
n=0

eine (komplexe) Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0. Dann hat die Potenzreihe

g(z) = Z na, (z—2)""

denselben Konvergenzradius, und es gilt f'(2) = g(z) auf Bg(2o). Das bedeutet, eine Potenzreihe

kann auf dem ganzen Konvergenzkreis gliedweise differenziert werden.

Veranschaulichung: Seien R der Konvergenzradius von f, R’ der Konvergenzradius von g:

, 1

R= ! = R ! =R
lim +/|ay| lim {/|na,|  lim /n /|a,|
n—00 n—00 n—oo

6.13 Folgerung: Jede Potenzreihe mit positivem Konvergenzradius ist beliebig oft differen-

zierbar. Eine Funktion, die als Potenzreihe darstellbar ist, heifit analytische Funktion.

- N - VPR DR -
6.14 Bezispiele: 1) 1—2‘:”2:02 = m:;nz
2 S n—2
MEEERPPLE

2) (e*) =e* fiir z € C,

T

insbesondere gilt fiir die reelle Exponentialfunktion: di =e” fiir x € R.
x

1 1
3) In(z) = - fiir z € C mit |z — 1| < 1. Friiheres Beispiel: (Inz) = = fiir z € |0, o0 .
2 T

4) cos(z)' = —sin z fiir z € C, genauso fiir den reellen Cosinus.

5) sin(z) = cosz fiir z € C, genauso fiir den reellen Sinus.

6) arctan(x) = a2 fir x € R.
1
7) arcsin(z) = ——= fiirz €| —1,1].
1 — a2
1
8) arccos(z) = ———= fiirz €] - L 1[.

1l—=x
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6.4 Extrema

6.15 Definition: Sei (M, d) metrischer Raum. Die Funktion f: M O D — R hat in zy € D

ein lokales Maximum (bzw. lokales Minimum), falls
de >0 Ve e D:d(z,z0) <e= f(x) < f(xg) (bzw. f(z) > f(x0)).

Ein lokales Maximum oder Minimum heifit auch lokales Extremum. Falls f(x) = f(x) nur

fiir z = g, so heifit das lokale Extremum strikt oder isoliert.

Falls
Ve e D: f(x) < f(zo) / f(z) > f(xo),

hat f in x ein globales Maximum/globales Minimum.

6.16 Notwendiges Kriterium fiir Extremum: Sei f : R O D — R differenzierbar in

zo € D und z innerer Punkt von D. Hat f in z ein lokales Extremum, so gilt f’(x¢) = 0:
f hat in zg ein lokales Extremum = f'(zo) = 0.

Ist f differenzierbar in xzy und f’(z¢) = 0, so heiBt x, stationirer oder kritischer Punkt

von f.

Beweis: f habe ein lokales Maximum in xy. Dann folgt

f/(fL'O) — lim ("L‘O + h) f( ) <0
o 1 +h> () = fla) = 0
f/(l’o) _ 1}}% X > 0

6.17 Beispiele: 1) f:R—R:xw— 2 -2 =23 —1):

Kritische Punkte: t =0 VvV z = Z

3
In g = 1 hat f ein lokales und globales Minimum, in xy = 0 kein Extremum.

2) f:]0,]] > R:xw—
Keine kritischen Punkte, aber bei g = 1 hat f ein lokales und globales Maximum, bei

xo = 0 ein lokales und globales Minimum.
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6.5 Mittelwertsitze und Anwendungen

6.18 Satz von Rolle: Sei f : [a,b] — R stetig, differenzierbar auf |a, b[. Dann gilt:

fla) = f(b) = 3¢ €la,b[: f'(§) =0.

Beweis: 5.10 = f nimmt auf [a, b Minimum und Maximum an.

Fall 1) Minimum und Maximum liegen in a und b.
= f(x) = const = f(a) fir x € [a,b] = f'(x)=01n [a,b

Fall 2) Maximum oder Minimum in x4 € |a, b

6.16

= f/<.l’0> =0.

6.19 Mittelwertsatz der Differentialrechnung: Sei f : [a,b] — R stetig, differenzierbar
auf ]a, b[. Dann gilt:

b) —
5 ela.tf: £(6) = 1O,
Beweis: Setze F(z) = f(z) — W(:p —a).
= [ erfiillt die Voraussetzungen des Satzes von Rolle (F'(a) = f(a) = F(b))
= telas:0=Fle = e - 10T

6.20 Verallgemeinerter Mittelwertsatz: Seien f, g : [a,b] — R stetig, differenzierbar auf
|a, b[. Dann gilt: Ist ¢'(z) # 0 Vz €]a, b, so gilt

f®) = fla) _ f'(§)
g(b) — g(a) g€)

3 €la,b[:

6.21 Nullableitung: Sei f : [a,b] — R stetig, differenzierbar auf ]a, b[. Dann gilt:

(Va €la,bl: f'(x) =0) = f = konstant auf [a, b].

Beweis: Sei y €a,b|. f erfiillt die Voraussetzungen des Mittelwertsatzes im Intervall [a, y].

~ fly) = fla)

—— y—a

= f(y) = f(a)
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6.22 Monotonie: Sei f : [a,b] — R stetig, differenzierbar auf ]a, b].

1) Falls
Vo €la,b[: fi(x) 20 (f(@)>0 / [fiz)<0 / fi(z)<0),

so ist f auf [a, b] monoton wachsend (streng monoton wachsend/monoton fallend/ streng

monoton fallend).

2) Ist f auf [a,b] monoton wachsend/fallend, so gilt: f'(x) > 0/f'(x) <0 auf a, b[.

Beweis: 1) Folgt aus Mittelwertsatz und f(z1) — f(x2) = f'(§)(z2 — x1)
f(x) = f(wo)

. Vorzeicheniiberlegung! 0

6.23 Lokale Extrema: Sei D = [a,b] C R, f: D — R stetig auf [a, b] und differenzierbar auf
la,b], o €]a,b[.

1) Gibt es ein € > 0, so dass
/()
f'(x)
so hat f in g ein lokales (striktes) Maximum: Vo € B.(xo) : f(z) < f(zo) (f(x) < f(x0)).

0(f'(x)>0) fir xzg—e <z < o,
0(f'(z) <0) fir zp<x<uxp+e,

IN IV

Entsprechend fiir Minimum.

2) Ist f in zg zweimal differenzierbar und f'(zo) = 0, f"(x¢) < 0 (f"(zo) > 0), so besitzt f

in z( ein striktes lokales Maximum /Minimum.

3) Ist f in xy zweimal differenzierbar und besitzt f in xy ein lokales Maximum/Minimum,

so ist f(xg) =0 und f"(x9) <0/ > 0.

Beweis: 1) Aus letztem Satz:
f ist monoton wachsend fiir xg —e < x < x

f ist monoton fallend fiir xg <z < xg+¢

2) f'(xg) =0 A lim Jx) =0 =

r—zo T — T

f”(l‘o) <0
f'(x)

r — I

<Ofirzg—e<x<zg V xg<ax<zg+e

= de>0:

<0 firzg<z<xg+e
+ o

>0 firzgy—e<ax<ug
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3) 6.16 = f'(x9) =0. Ware f"(z9) >0 = Minimum % 0

6.2 Achtung: f'(x¢) =0, f"(x¢) = 0 bedeutet gar nichts! Z.B. f : x +— 2% oder f : x > 2°

bei o = 0. In diesem Fall muss man hohere Ableitungen betrachten.

6.25 Regeln von de l’Hospital: Seien f,g : ]a,b|— R differenzierbar, 1iin flx) =0 A
liing(x) =0 A ¢'(z) #0 auf ]a,b[. Dann gilt:

fe) L @)

1m = m ——- =
i g (@) i 9(2)

Beweis: Setze f(a) := 0, g(a) := 0. Dann gilt fir = €a,b[: f,g : [a,z2] — R stetig, differen-

zierbar auf |a, x[. Verallgemeinerter Mittelwertsatz auf [a, x]:

fl) = fla) _ ['(&)

3¢, €la, z|: =
ol o) —ga) = &)
N—_———— N——
_ g((;v)) —c fur zla -

6.26 Varianten: 1) Typ [OO}: 1iin flz) =00 = 1iing(x). Dann

limM = lim J'@)
W gl@) T R g

2) Dasselbe fir z T b oder  — 400 oder z — —o0.

3) Typ “0-00”: lim f(x) =0, lim g(z) = co: lim f(x) - g(z) = lim f(lx)

g(x)

4) Typ “1°°”: lim f(z) = 1, lim g(z) = oo: f(z)9® = 9@/ geht mit vorigem Fall.

5) Alle Varianten gelten auch bei bestimmter Divergenz:

/
limL, =400 (—o0) = limi = 400 (—0o0).
g g
1-— 1
6.27 Beispiele: 1) lim ﬂ = —.
z—0 x 2
1
2) lim — = 0.
r—0o0 U
3) lim zY/* =1.
T—r00
4) limz Inz =0.
z]0

5) lim z%e” =0.
T—r—00
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6.6 Der Satz von Taylor

6.28 Vorbemerkung: Sei f :]|a,b[— R n-mal stetig differenzierbar auf ]a,b[, zo €]a,b[. Es

gibt genau ein Polynom 7, n-ten Grades, so dass
T (xg) = fM(wg)  fix 0 <k <n.

Fiir dieses Polynom gilt

T, heifit das n-te Taylorpolynom fiir f, R,(z) := f(x) — T,,(xz) das n-te Restglied.

6.29 Beispiel: f: x> e" xo=0: fH(0) =e® =1 fiir k € No.

6.30 Satz (Taylor, Lagrange): Sei f (n+1)-mal stetig differenzierbar auf |a, b[, zo € ]a, b]

und x € |xg, b[. Dann existiert £ € |xg, x|, so dass

(n+1)
f(x) = Th(x)+ ]ETLTS') (2 — x0)" !
) —Ro() ’

(gilt genauso fiir « € ]a, o[, nur dann & € |z, xo] ).

6.31 Bemerkungen: 1) Firn =0 ist dies wieder der Mittelwertsatz.

2) T, approximiert f an einer Stelle xy bis zur n-ten Ableitung. Erst durch Diskussion des
Restgliedes erkennt man, wie gut die Approximation durch 7,, in einer Umgebung von xg

ist.

6.32 Beispiele: 1) f:x+—¢e® x9=0, 2 =1: ¢! soll bis auf Genauigkeit 107> durch T;,(1)
bestimmt werden.
3 0<é<1 1 !
_ (1—0y+| < e < 3 <
(n+1)! (n+1)! (n+1)!
& (n+1)! > 3-10° = n>8 (9 = 362880)

[Bn(1)] =
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)
Te(1) = 2.7180556, Rg = 2.262-107%
T,(1) = 27182540, R; = 2.78-107°
Ty(1) = 27182788, Ry = 3.0-10°
el = 2.7182818...

2) f:R—R:xw—e" xy=0. Was passiert fiir n — oo?

eg
(n+1)!

fiir n — oo bei jedem festen z € R.

|[Bn(2)] = (z—0)""

iexzzf firz eR

(wie bereits bekannt).

|
{ ca A0

3 f=qc T

Es gilt f(™(0) = 0 fiir n € Ny, also auch T,,(x) = 0 fiir n € N, = € R. Diese Funktion f

ist um zy = 0 nicht durch das Taylorpolynom approximierbar.

4) Die Binomialreihe: Fiir r € R\ Ny gilt

(1+:c)7":000<7f)xﬂ’ fir v €] —1,1] ((r'f)::T'<T_1)”f<7’_j+1)).

J

j=

6.7 Extrema: Hinreichende Bedingungen
6.33 Satz: Sei D C R offen, f € C™(D — R), g € D und f'(zg) = ... = f™(z) = 0,

1) Ist m ungerade, so hat f in xy einen Sattelpunkt, d.h. Wendepunkt mit waagrechter

Tangente.
2) Falls m gerade ist:

a) Ist f™(x0) > 0, so hat f in zy ein striktes lokales Minimum.

b) Ist f(™(zy) <0, so hat f in x ein striktes lokales Maximum.

(m)
TG

m—1
Beweis: Aus Satz von Taylor: f(z) = f(zo) + Z 0+ '
m!
j=1

und £ (&) hat konstantes Vorzeichen fiir [€ — x| < . 0

6.34 Beispiele: y= 25 y=2".
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6.8 Ableitung 11
6.35 Definition: Sei 7y : [a,b] — R™ stetig. Die Menge
K = {y(t):t€[a,b]} CR"

heifit Kurve im R, (v, [a, b]) heit Parameterdarstellung von K. Ist vy(a) = v(b), so heift
K geschlossen. Ist 7}[(1 0 injektiv, so heiit K Jordan-Kurve.

6.36 Beispiele: 1) ~:[0,27] > R*: ¢+ < QS?EStt )

2) v:[0,7] > R*:t ( EZ(I)E gi ): Dieselbe Kurve wie in 1).

cos(27t)
3) 7v:[0,2] > R3:t < sin(27t) ) (Schraubenline).
t

t cos(2mt)

4) 7:[0,2] 5> R*: ¢ ( £ sin(2rt)

) (Archimedische Schneckenlinie).

6.37 Definition und Satz: Sei f : R DO D — R" und xy Haufungspunkt von D. Dann heift

f differenzierbar in x, falls

1
f(xo) = lim
T — xg T — 2o
r €D, x#uxo

- (f(x) = f(x0))

existiert. Dies ist genau dann der Fall, wenn jede Koordinate f; von f in z( differenzierbar ist
(j=1,2,...,n).

Ist f in zq differenzierbar, so gilt

6.38 Beispiele: 1) f(z)= < e;—x ) = fl(z) = ( ( 2x )

2 — 1) e ~*
2) Seien A € M,,,,, v €R"und g: R — R" : t s "4 v. Dann gilt ¢/(t) = A - e 0.

3) Man kann die obige Definition der Ableitung auf f : R O D — V erweitern, wobei V' ein
normierter Vektorraum ist. Mit V=M, ,,, Ae M, ,und f: R = M,,, 1t — el folgt
dann f'(t) = A-et4.
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6.39 Geometrische Bedeutung der Ableitung: Ist v : [a,b] — R™ in t, differenzierbar
mit 7/ (tp) # 0, so ist 7/(tp) ein Tangentenvektor (Richtungsvektor der Tangente an K) im
Punkt 7/(to). |7/ (to)|| gibt die , Momentangeschwindigkeit* an, mit der K durchlaufen wird.

6.40 Beispiele: 1) ~:[0,21] > R?:t+— < Qszstt ):

v (tg) = ( _23(1)1; io ) ist Tangentenvektor im Punkt (2 cost, sin tp).
0

2 cos 2t
. 2.
2) 7.[0,7?]—>[R.t|—>< sin2t>

V(%) = _;l E(l)r; io ist Tangentenvektor im Punkt (2 costg,sinty). Die Ellipse wird
0
mit doppelter Geschwindigkeit durchlaufen.

2
6.41 Achtung bei ~'(to) = 0: Sei z.B. v(t) := ( 6 ) fir —1 <t <0, y(t) := ( SQ ) fiir
0 <t < 1. Dann gilt v € C*([a,b] — R?), aber K hat eine Ecke in (0, 0).

6.42 Definition: Sei vy : I = [a,b] — R stetig.

7' (to)

1) Ist v in ty € I differenzierbar mit 7/(t9) # 0, so heifit T'(¢y) := o)l der Tangenten-
7 \to

einheitsvektor in t;.

2) v heifit regulir, falls v differenzierbar auf I ist mit /() # 0 auf 1.

3) ~ heifit singulér in to € I, falls v/(¢y) = 0.

6.43 Bemerkung: Besitzt die Kurve K eine reguldre Parameterdarstellung (v, [a, b]), so hat
K keine Ecken.
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7 Differentialrechnung im R”

7.1 Ableitung III

7.1 Der Graph von Funktionen mehrerer Verdnderlicher: Ist f : k2 D D — R und

D offen, so ist der Graph von f

T X
G:{ T2 6ﬂ33:<x1>ED}
/ (l‘ 1 xQ) 2
eine (gekriimmte) Fliche im R®. Veranschaulichung durch Hohenlinien (f(x) = konst) oder

durch Schnitte mit Ebenen.

Allgemeiner: Ist f: R" O D — R und D offen, so ist der Graph von f

G = {<f<xx))€ﬂ?”“::c€D}

eine ,, Hyperfliche* im R**!.

7.2 Beispiele: 1) f:R*—R: ( ? ) — 4+ 5xy — 2x9:
2
T
Graph G = { T2 DXy, %9 € [R} (Ebene).
4 + 5l‘1 — QI‘Q

2) Allgemeiner: f: R® — R: x — a1xy + as®y + . .. a,x,: Graph ist Hyperebene im R™"*1.

3) f:D:{(i;):x%er%Sl}—)ﬂ?:(xl,xQ)H\/l—x%—xgz

Zq
Graph von f: G = { < To ) 4 ri <1 A x3=4/1—2%— x%} (obere Halbkugel).
I3

4) f:R*—R: < 2 ) — 27 + 423 (elliptisches Paraboloid).
5) f:R2—>R: < il ) — x129 (Der Graph ist eine Sattelfléiche).
2

7.8 Aquivalente Definition der Ableitung: Seien f: R D D — R und z, Haufungspunkt

von D. Dann sind dquivalent:

(1) f ist differenzierbar in x.
(ii) Es existiert eine Zahl a € R, so dass
1
lim

T — T |l‘—ZL‘0|
r €D, x#xo

(f(z) = f(zo) — a(z — x0)) = 0

Sind diese Bedingungen erfiillt, so gilt a = f'(zo).
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7.4 Definition: Sei f : R" O D — R, D offen und zy € D. Dann heifit f differenzierbar in

o, falls eine 1 x n-Matrix A = (a4, ..., a,) (a; € R) existiert mit
) 1
lim o (f(z) = f(z0) = A (x —z0)) = 0
T — To ||ZL‘ - l‘o”

r €D, x#ux

oder dquivalent:

flz) = f(zo) + A (z—x0) + ||z — x0]| () mit lim r(z) = 0.

T—x0

Die Matrix A ist durch diese Bedingung eindeutig bestimmt und heifit Ableitung von f in x,.
Wir schreiben f'(zo) :== A = (ay,...,a,). Der affine Raum

Tn41

T (L0, ) e e R A = ) + o) (o - )}

heifit Tangentialebene (falls n = 2) bzw. Tangentialhyperebene an den Graphen von f im

x
Punkt ( f (520)

7.5 Die Idee:: Die Funktion g(z) := f(x¢)+ f'(x0)(x — x¢) ist die optimale ,lineare* Appro-

ximation von f bei xg.

7.6 Beispiele: 1) f:R*>—>R: ( ;1 ) > T To.
2

2) f:{(i;):x%+x%<1}—>ﬂ?:(il)H«/l—x%—x%

2

7.7 Satz: Ist f differenzierbar in xg, so ist f stetig in xg.

7.8 Wichtige Idee: Zur Untersuchung oder Veranschaulichung des Graphen in der Umge-
bung eines Punktes (xo, f (xo)) kann man das Verhalten von f lings der Geraden x = xg+1%-v
(t € R) mit festem Richtungsvektor v € R" betrachten. Anders ausgedriickt: Man schneidet G
mit geeigneten Ebenen:
E = {(xzo+t-v,s) eR" :t,s€R}
= ENG = {(zo+t-v,f(zo+t-v)):teD'} (D' C R geeignet).

Diese Schnittkurve E N G kann man als Kurve im R? auffassen:
K = {(t flzg+t-v)): teD}.

Vorteil: Man untersucht die Funktion ¢ — f(zo + t - v), die nur von einer reellen Variablen

abhéngt.
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Noch spezieller: Wahle als v die Koordinatenvektoren ey, ..., e,:

gi(t) = (t, flxg+t- ej)).
und betrachte deren Tangentialvektoren im Punkt ¢ = 0 (falls existent):

gi(0) = <17}13E(1)f(370+h'2j)—f($0)).

7.9 Partielle Ableitungen: Sei f : R" O D — R, D offen und f differenzierbar in zy € D.

Dann existiert fiir jedes 7 € {1,...,n} der Grenzwert
. xo+h-ej)— fla 0
lim f(zo hﬂ flwo) _ 8—;;(%) =: Oy, f(x0) =: 8;f(x0).

h#0

Dieser Grenzwert heifit partielle Ableitung von f nach z;. Es gilt

f’(%) - (a$1f(x0)7 8x2f(x0)7 ey a$nf(x0))

Der Vektor
I f(z0)
V() = :
anf(x())
heifit Gradient von f.
Beweis: 0 = lim _;(f(a:) — f(zo) = f'(z0)(z — x0))
T — X0 H.T SL’QH
T # x0
. 1 /
=0 = ey (0 )~ o) Lo e, )
h#0 :‘% =h(f/(zvo))/_
h-e) —
_ hll_l”)rlo Slgl’l(h,) (f(l’o + 2]) f(.To) . (f/(l’o))])
h#0
= O, f(x0) = hlimo flwo+ 0 .;j) — fl@o) (j =1,...,n) existieren und
h#0

f/<SL’0) = (a$1f<x0>7 8332f<x0>7 ce 8mnf(x0))

7.10 Bemerkung: f'(xo)-(z —x¢) = (Vf(z0),z — x0),
Vf(xo) = f'(x9)" (transponierte Matrix).
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7.11 Geometrische Bedeutung der partiellen Ableitung: Schneide den Graphen von f
mit der Ebene

E = {(mo+t-ejs) € Rt s €R}.

Die Schnittkurve ist der Graph der Funktion
t = flxo+t-ej).
Fiir die Ableitung dieser Funktion im Punkt ¢t = 0 gilt

d
af(xo +t- ej)}t:o = 0, f(xo).

7.12 Geometrische Bedeutung des Gradienten: Fiir festes v € R" mit ||v|| = 1 schneide

den Graph von f mit der Ebene
E = {(xzo+t-v,s):t,s€R]}.

Die Steigung der Schnittfunktion ¢ — f(z¢+ ¢ - v) im Punkt ¢ = 0 ergibt sich zu

d / _
Sfwo+tvl L, = Fa)e = (Vi)v).

Die Steigung (in Abhéngigkeit von v) ist am grofiten, wenn v parallel zu V f(zg) ist. Dann hat
die Steigung den Wert ||V f ()]

Also: Der Gradientenvektor zeigt in die Richtung der grofiten Zunahme von f(z).

7.13 Ein Kriterium fiir Differenzierbarkeit: Sei f : R* O D — R stetig, D offen, alle
partiellen Ableitungen 0; f existieren in D und seien stetig in 2o € D. Dann ist f in z, diffe-
renzierbar, und es gilt f'(zo) = (0, f(%0), ..., Os, f(20)). Also:
Fiir Differenzierbarkeit in zq ist notwendig:  f ist stetig und V f(z) existiert.
Fiir Differenzierbarkeit in xq ist hinreichend: f ist stetig, V f existiert in D,
und V f ist stetig in z.
Fiir & € Ny ist C¥(D — R) der Raum aller Funktionen, deren partielle Ableitungen bis zur

k-ten Ordnung auf D existieren und stetig sind.

7.14 Ergdnzung: Die Existenz aller partiellen Ableitungen in einem Punkt zy garantiert nicht

die Differenzierbarkeit in xq. Sei z.B.

x)_{OfﬂM%wzwﬁ)Vy¢x

fiR SR mit f( _
Yy 1 fallsy=2 A x#0

Dann gilt 9, f(0,0) = 0, 9,f(0,0) = 0, aber die Funktion f ist in (0,0) unstetig, also sicher

nicht differenzierbar.
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7.2 Extrema

Sei f:R" D D — R, D offen und f differenzierbar in o € D. Wir wollen feststellen, ob f in z

ein Extremum besitzt. Wenn f in xg ein Maximum besitzt, dann haben auch alle Funktionen
gv:tHf(xothm)
mit beliebigen Vektoren v € R™ fiir t = 0 ein Maximum (genauso mit Minimum). Wir wissen:

e Notwendig fiir ein lokales Extremum ist g/ (0) = 0.

e Hinreichend fiir ein striktes lokales Extremum ist g, (0) = 0 und ¢//(0) > 0 oder ¢/ (0) < 0.
Weiter ist bekannt:
9,(t) = fllxo+t-v)v = iaxjf(xo + i)y
j=1
Daraus folgt sofort:

7.15 Notwendige Bedingung: Sei f : R O D — R, D offen und f differenzierbar in
29 € D. Dann gilt:

f hat in zg ein Extremum = f'(zq) = (0, f(%0), ..., Ou,f(z0)) = 0.

Nun nehmen wir an, dass die partiellen Ableitungen R" 2 D > x — 0,, f wieder differenzierbar

sind. Dann gilt

40, : -
LY S, 0., D+ ) v

k=1
= glt) = D 0, (0, f) (o +t-v) V105
J k=1
= gl(0) = D 0u, (0, f) (o) viv;
k=1

< 8$18$1f<x0> amla$2f<x0> s al'lal'nf<x0) U1 U1 >

Op, Opy [(x0)  Op, Opy f(x0) .. 0,04, f(x0) \ Uy,

-~

=:Hy(xo0) (Hessematrix)

7.16 Hinreichende Bedingung: Sei D C R" offen, f € C*(D — R), 29 € D und H(z)

die Hessematrix von f in xy. Dann gelten:

1) Falls f'(zo) = 0 und Hy(x() positiv definit ist, besitzt f in x( ein striktes lokales Minimum.



Mathematik II fiir inf/swt/msv, Sommersemester 2019, Seite 152

2) Falls f'(x¢) = 0 und Hy(zo) negativ definit ist (d.h. —Hy(zo) ist positiv definit), besitzt

f in xg ein striktes lokales Maximum.

Beweis: Wenn 1) erfiillt ist, zeigt die obige Rechnung, dass alle Funktionen g, in ¢ = 0
ein Minimum besitzen. Dies veranschaulicht, dass die Bedingung 1) fiir das Vorliegen eines
Minimums sinnvoll ist. Den strikten Beweis kann man erst mit dem Satz von Taylor (Satz 7.32)

fiihren. 0

Wir werden spéter sehen: Hy(z) ist symmetrisch. Das bedeutet, dass H¢(x) diagonalisierbar

ist. Deshalb kann man den letzten Satz auch anders formulieren:

7.17 Satz: Sei D C R" offen und f € C*(D — R), zyp € D mit f'(xy) = 0. Dann gilt:

1) Hat die Hesse-Matrix Hy(xo) nur positive Eigenwerte, so hat f in z ein striktes lokales

Minimum.

2) Hat die Hesse-Matrix Hy(xo) nur negative Eigenwerte, so hat f in z ein striktes lokales

Maximum.

3) Ohne Beweis: Hat die Hesse-Matrix Hy(zo) positive und negative Eigenwerte, so hat f in
x einen Sattelpunkt: In jeder Umgebung von xy gibt es Punkte x mit f(z) > f(zo) und
Punkte mit f(x) < f(xo).

7.18 Beispiele: 1) f ( Z ) = (22 —y*)Inz in D := {(z,y) € R? : z > 0}.
N JRD: JO:
2) f(y)—4xy vy — xy

3) f:D:{(g)eﬂ?Q:ijLngl}—HR:(";)»—)xy:
Einziger kritischer Punkt: (z,y) = (0,0) mit f(0,0) = 0. Hier liegt ein Sattelpunkt vor.

Also hat f im Inneren von D kein Extremum.

Da D beschrankt und abgeschlossen ist, nimmt f auf D das Maximum und Minimum an.
Also muss f das Minimum und Maximum am Rand von D annehmen.

1 — 1
Untersuche f am Rand: = Maximum f ( ) =5 Vlinimum f( V2 ) =3
V2

S-S
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7.3 Ableitung IV

7.19 Definition: Sei f : R" O D — R™, D offen und xy € D. Dann heifit f differenzierbar

in x¢, falls eine m x n-Matrix A existiert mit

JLIT;CO m(f(:c) — f(@o) —A'(Jf—ﬂfo)) =0
z €D, z#uxo

oder dquivalent:

f(x) = f(zo) +A-(x—x0) + ||z — 20| 7(2) mit lim r(z) = 0.

T—T0

Die Matrix A ist durch diese Bedingung eindeutig bestimmt und heifit Ableitung von f in x;.
Wir schreiben f'(xzg) := A.

7.20 Bemerkungen: 1) Im Fall m =1 ist dies genau die Definition 7.4.

2) Ist f in xq differenzierbar, so gilt

O 1 Onfi o Oufa

f/(l'o) _ 8x1f2 8x2f2 e aggnfg

0osfrn Oosfrn «eo O fom

Die m x n-Matrix J;(y) = (&fj(y))” heifit auch Jacobi-Matrix von f.

xe¥

7.21 Beispiel: f(z,y) = ( ) = Ji(a,y) = ['(z,y) = ( eV we¥ )
Ty y oz

7.22 Ableitung des Gradienten: Sei f: R" O D — R differenzierbar in D, D offen. Dann
gilt Vf: D — R Ist Vf in 2y € D differenzierbar, so ist die Jacobi-Matrix von V f:

O2f(z0) D01 f(x0) ... 0.0:f(w0)
(Vf) (w0) = : E

die Hesse-Matrix von f.

7.23 Beispiel: f(z,y)=xe! = Vf(z,y) = ( e’ )7 (V) (z,y) = ( 0 e )

xe¥ e¥ xe¥
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7.4 Mittelwertsitze und mehr

7.24 Mittelwertsatz bei mehreren Variablen: Seien D C R" offen, f € C'(D — R) und
xo, Yo € D, so dass die Verbindungsstrecke in D liegt: {zo+t-(yo— o) : 0 <t <1} C D. Dann

3r €]0,1[: f(yo) — f(z0) = <Vf(370+7'(yo—fﬂo)),yo—ilfo>-

Beweis: Setze g(t) := f(xo+1t- (yo — x0)) fiir 0 < ¢ < 1. Da f differenzierbar ist, gilt

gt) = f'(wo+t-(yo—=z0))(yo—z0) = (Vf(zo+1t- (Yo — 0)),y0 — To)-

Der Mittelwertsatz 6.19 liefert

Fyo) = flzo) = g(1) —g(0) = ¢'(7)-1 = (Vf(zo+7- (Yo — x0)), Y0 — o)

7.25 Satz von Schwarz: Fiir f € C*(D — R) gilt 9,0, f = 0,0, f in D. Insbesondere ist die

Hesse-Matrix von f symmetrisch.

Entsprechend: Sei f € C™(D — R), a1, as € N mit ag + ap < m. Dann gilt

OO =M f  in D.

7.26 Fehlerfortpflanzung: Bei Berechnungen mit Maschinenzahlen treten im Allgemeinen
mindestens Rundungsfehler auf, d.h. die Ergebnisse weichen vom exakten Wert ab. Fiihrt man
mit einem fehlerbehafteten Wert eine neue Rechnung durch, so wird sich die urspriingliche

Abweichung auf das Ergebnis auswirken. Dies nennt man Fehlerfortpflanzung.

Sei nun z € R™ der exakte Wert und z + Az € R" der fehlerbehaftete Wert. Wir schatzen fiir
eine Funktion f € C'(R"™ — R) ab, wie grof die Abweichung f(z + Az) — f(x) ist. Mit dem
Mittelwertsatz 7.24:

flz+Azx) — f(z) = (Vf(x+1Ax),Az) =~ (Vf(x), Az).
Z.B. folgt fiir die Funktion f(z,y) = zy bei xy # 0

flx+ Az, y+ Ay) — f(z,y) = yAr + Ay

und
f(z,y) Ty
bzw. fiir den relativen Fehler
< =+
f(z,y) T Y

Also: Bei Produktbildung addieren sich die relativen Fehler
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7.27 Kettenregel: Sei f :R" D D —R™, g:R™ D D' — R¥ mit f(D) C D'. Ist finxg € D

und g in f(xg) differenzierbar, so ist h := g o f in z differenzierbar mit

W(zo) = ¢ (f(x0)) - ['(0).

e$

g:[R2—>IR2:y: n . Y1 Y2 g,(y): Yo U1
Y2 Y1 — Yo 1 -1
z 2 2 x (.2 2
Kettenregel: (go f)(z) = o X _ e*(z* + 2z)
I -1 e’ 2z —e”

Direkt: g o f(x) = <x$2€ e’ ) = (go f)(z) = ( e”(z* + 2x) )

2r — e~

. 7 2z
7.28 Beispiele: 1) f:R—R*:x+— fl(x) =
el‘

X1 T2 T3

2 2 2
r] + 25 + 23

2) g(xlax%x?.) = ( )7 f(ylij) — eViv2,

3) Wichtiges Beispiel: g: R — R", f : R" — R.

7.29 Multiindizes: Fiir partielle Ableitungen hoherer Ordnung ist folgende Notation ge-
schickt:
Vef = ogl---oon f fir o = (aq,...,0,) € N

(V sprich ,Nabla“). Zum Rechnen mit sogenannten Multiindizes a, 8 € N vereinbart man:

o] == ag+...+ay,
aéﬁ <~ O‘lgﬂl AN /\angﬁn

ol = (a1!)~'-~(an!)
) = e = () G- ()

7.30 Letbniz-Formel: Seien D C R" offen und f,g € C"(D — R). Fiir « € Nj mit |a| <m
gilt:

Vg f) = 3 (g) (V). (V*Pg) i D.

BENG, B<a
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7.31 Ableitungen lings einer Geraden: Fir f : R* O D — R, zp € D, v € R” und
{zg+t-v:0<t <1} C D setze g(t) := f(zo+t-v). Falls f € C"™(D — R), so ist g m-Mal
differenzierbar mit

g = 3 V) (w4 t) 0

la)l=m
wobei v® 1= v - - - V5.
Beweis:  ¢'(t) = Z 0j, f(xo +1-v)vj, = Z Vef(zg+t-v)v*
jl 1 |a|=1
9"(t) = Z Z 95,05, f(xo +t - v) vj, vj,

Jje=171=1

g(m)(t) = Z Z Z ’ 1‘0+t ’U)’U]l’U]Q---’Ujm.

Jm=1jm-1=1 Jj1=1

In dieser m-fachen Summe kommen genau alle V®f mit |a| = m vor, manche mehrfach.

Wie oft kommt ein o € Nj mit || = m vor? Kombinatorik: Verteile m = oy +. ..+ a, Eintrige
auf die Platze ji, ..., jm: Das sind m! Moglichkeiten. Davon sind aber oy Moglichkeiten gleich,
g, ..., o, Moglichkeiten gleich.

m m! el

7.32 Satz von Taylor II: Sei D C R" offen, f € C™™(D — R), x,79 € D so dass die
Verbindungsstrecke ganz in D liegt: {zo +t- (r — x¢) : 0 < t < 1} C D. Dann existiert ein
T €10, 1[, so dass

ZZ (V) (o) - (x — )™ + Z é(vaf)(:co—l-T{x—xo))~(:c—:c0)o‘.

k=0 |a|= B lajl=m+1

Beweis: Wende den Satz von Taylor 6.30 auf die Funktion g(¢) := f(zo + ¢ - (z — 0)) an,

verwende den letzten Satz fiir g™ (¢). 0

7.83 Beispiel: f(x,y) =t bei (x0,y0) = (0,0).
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8 Integration

8.1 Treppen- und Regelfunktionen

Gegeben: Funktion f : [a,b] — R.
Gesucht: Flédche zwischen y = f(z) und z-Achse.

Typisch Mathematiker:
Existiert diese Fliache tiberhaupt?
Idee: Alles auf Rechteckflichen aufbauen.

8.1 Definition: 1) Fir I CR, I # () heifit

1 fallsz € I,

X1 :R—=R:z—
0 sonst

charakteristische Funktion von I (x sprich ,chi®).

2) f:]a,b] = R heifit Treppenfunktion auf [a,b], falls es a = xy < x; < ... < x, = b gibt,

so dass f jeweils auf |x;_ 1, ;| konstant ist (1 <7 < n).

3) Zwei Treppenfunktionen f, g heiflen gleich fast iiberall (f = g f.ii.), falls f(z) = g(z)

fiir z € [a, b] mit hochstens endlich vielen Ausnahmen.

Die Relation , gleich fast iiberall® ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge alle Funktio-

nen auf [a, b].

8.2 Beispiel:

3, 0<x <1

1, z=1
flx) =

4, 1<x<2

2, 2<x<3

= f = 3-Xoy+t4 - xpz T2 xpg i

8.3 Satz: 1) f:]a,b] — R ist Treppenfunktion

< Es gibt Intervalle I} C [a,b] und Konstanten ¢ € R mit f = ch xr, fi.
k=1
2) Die Menge der Treppenfunktionen auf [a,b] mit der {iblichen Addition und Multiplika-
tion mit Konstanten bildet einen Vektorraum. Auflerdem sind Produkt und Betrag von

Treppenfunktionen wieder Treppenfunktionen.
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8.4 Definition: Ist f Treppenfunktion auf [a,b] und f = ch Xag_1,a| £-1i-, 50 heiBit
k=1

b n
/ flz)dz = Z k(T — Tp-1)
@ k=1
b
das (bestimmte) Integral von f. Schreibe auch / f.

b b
Insbesondere: f = g f.ii. = / f :/ g.

d b
Fallsagcgdgbsetze/ f::/ I Xie,d-

8.5 Definition: f :[a,b] — R heift Regelfunktion, falls es eine Folge (¢,,) von Treppenfunk-
tionen auf [a, b] gibt mit f = limt, gleichméafBig auf [a, b]. Insbesondere ist jede Regelfunktion
beschrankt.

Beweis der Beschrdnktheit: Wihle e = 1. Dann:
aN; e N Vn > Ny Vo €a,b]:|f(x) —t,(2)] < 1.
tn,+1 ist Treppenfunktion = max |tn, +1(x)| existiert.

= @] < @) = v @]+ @] < 1+ mas [ty (@) = M

= |f(x)] < M fir = € [a, b].

8.6 Welche Funktionen sind Regelfunktionen: Sei f : [a,b] — R.

1) f ist stetig oder monoton = f ist Regelfunktion.

Genauer: f ist Regelfunktion < f besitzt an jeder Stelle x € ]a, b] einen linksseitigen
Grenzwert und an jeder Stelle x € [a, b[ einen rechts-

seitigen Grenzwert

2) R([a,b]) := Menge der Regelfunktionen ist ein Vektorraum (iibliche Addition von Funk-
tionen, Multiplikation von Funktionen mit Skalaren).

Auflerdem: Produkt und Betrag von Regelfunktionen sind Regelfunktionen.
| f|loo := sup |f(x)]| ist eine Norm auf R([a, b]),
[a.b]

(R([a, b]), ||.lc) ist ein vollstdndiger normierter Raum (Banachraum).
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8.7 Satz und Definition: Sei f : [a,b] — R Regelfunktion, (t,) eine Folge von Treppenfunk-

tionen mit f = lim¢, gleichméfig. Dann existiert der Grenzwert

/abf = /abf(ﬂf)dﬂf = lim btn(aj‘)dx

n—oo a

und ist unabhéngig von der gewé#hlten Folge (t,,).

b
/ f(x) dz heifit das (bestimmte) Regel- oder Cauchy-Integral von f, f heifit auch (Regel-)

integrierbar.

a a b
Es ist / f =0. Wir setzen / f= —/ f fiira<b.
a b a

b
Beweis: Sei I, ::/ tn(z) de.

Schritt 1: Beweise, dass (I,,) eine Cauchy-Folge ist. Dann konvergiert (1,,) in R.
Sei € > 0 fest. Es existiert ein N € N, so dass fiir n > N

fur = € [a,b].

Fiir m,n > N folgt

€

r— fir x € [a, b].

[tn(2) = tm(2)] < [tn(z) = f(@)] +[f(2) = tm(z)| <

Wihle a =z < 1 < ... < xg = b, so dass

K K
t, = Z Ck X[zp_r,zy) £ und ¢, = Z Ak X[op_y0p) L1
k=1

k=1

9
b—

3
= L — L] <> lew — di (2 — mim1) < b_aZ(xk—xk_l) = ¢

= |Ck—dk| <

Also konvergiert (I,,).

Schritt 2: Eindeutigkeit des Grenzwerts: Ist (¢,,) eine weitere Folge von Treppenfunktionen, die
b
gleichméfig gegen f konvergiert und [, := / ’tvn(x) dz, so betrachte die Folge ty,t1,ta, to, . . ..

Diese konvergiert ebenfalls gleichméfig gegen f. Somit konvergiert auch die Folge I, _71, Is, fg, -

Dann miissen die Teilfolgen (7,,) und (/,,) gegen denselben Grenzwert konvergieren. 0

8.8 Eigenschaften des Integrals: Seien a < b und f, g € R([a,b]). Dann gilt

b b b
1) Linearitéit:/(af—i—ﬁg):a/ f—i—ﬁ/g fir o, B € R.
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2) Monotonie: f >0 auf [a,b] = /f>0

f <gaufab] = /f</

Spezieller und besser:

b
Ist f: [a,b] — R stetig, f > 0 auf [a,b], f(zo) > 0 fiir ein zg € [a, b], dann ist / f>0.

3) f=gfi = /abf:/abg

b b
f‘ < / < b-a) | fle

[s-[

d.h. die Abbildung R([a,b]) > f — / [ € R ist stetig.

1)

Insbesondere: < (b—a) ||f = 9lloos

b
5) Ist f stetig auf [a, b], dann existiert ein & € [a, b] mit / f=(0b-a)f).

b b
Allgemeiner: Ist ¢ > 0 und [ stetig, dann existiert £ € [a,b] mit / f-g=f(&- / g
(Mittelwertsatz der Integralrechnung). ’ ’

/cdf - /abf~x[c,d}.

b c b
Fir a < ¢ < b gilt / f= / f +/ f. Diese Formel gilt auch fiir a < b < ¢, falls f

integrierbar iiber [a, ¢].

6) Fira<c<d<bsetze

Beweis: Zu 1), 3) und 4): Klar fiir Treppenfunktionen.
Grenziibergang = Aussage gilt auch fiir Regelfunktionen.

Zu 2): Sei f >0 und t,, — f gleichmiBig auf [a, b]. Setze t,(z) := max{0, t,(z)}. Dann gelten

e 1, ist Treppenfunktion,

b
tn > 0, also / tn > 0,
o t, — f gleichmiBig auf [a,b], da |f(z) — t, ()]

:>/f—hm t, > 0.

n— oo
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Sei nun f stetig auf [a,b], f(z) > 0 auf [a, b] und f(xy) > 0. Wéhle e = f(;o)

von f folgt fiir g — 6 <z < xg+ §:

. Aus der Stetigkeit

fla) = fla) +f@) ~ fw) > fan) = 15@) — S0l > flao)—e = LT
. 0 |z — 20| >0
T memne @ |z — 2] <6

b b
4 fZ/g:f(§0)25>0.

Achtung: Diese Aussage gilt nicht, wenn die Stetigkeit von f weggelassen wird: Betrachte f auf
[0,2] mit f(x) =0 fiir x # 1 und f(z) =1 fir z = o = 1.

Zu 5): Sei m := I[mbr}lf(a:), M = n[a%}xf(a:)

= m/abggfabngM/abg
= HME[m,M]:u/abgz/abfg

Zwischenwertsatz (siehe 5.8): 3¢ € [a,b] : p = f(£).

Zu 6): Folgt aus f = f - Xja,q + [ - X[ep) L0 O

8.2 Stammfunktionen

8.9 Wichtige Idee: Ist f : [a,b] — R integrierbar, dann heiflen die Abbildungen

F:[a,b]—)[R:xH/gﬁf(t)dt, G:[a,b]—>[|?:xl—>/bf(t)dt

Flicheninhaltsfunktionen.

8.10 Satz: Ist f : [a,b] — R integrierbar, dann sind die Flacheninhaltsfunktionen stetig.

[o= =1
8.8, Teild ' ) E

< |z —xo| || flloo < € falls |z — x| <

Beweis: |F(x) — F(xp)| =

_c
b I71-
Also ist F' stetig. Die Stetigkeit von G folgt aus G(z) = / f— F(x).
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8.11 Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung(1667): Sei f : [a,b] — R ste-
tig und F : [a,0] = R : z — / f(t)dt. Dann ist F' differenzierbar auf |a,b[, und es gilt
F=f ‘

Also: Integration ist Umkehrung der Differentiation.
—_—— ———

Fliachenproblem Tangentenproblem

Beweis: Sei xy €]a, b, Ax) = w fir x # xg. Zeige lim A(x) = f(xo).
‘ :1:75:1:(())
|A(z) — f(xo)] = x—xo (/ f(t)dt — / f(t)dt — / f(zo dt)‘
SR RO
8.8, Teil 4 1
= ‘SL’—J?()‘ ‘ xO‘tgl[gﬁa;( ‘f( ) f(l’o)|

Da f stetig ist, gibt es ein 6 > 0, so dass

|f(t) — f(@o)] < € fiir [t — x| <6

= |A(z) — f(zo)| < e fir |z — x| <.

8.12 Definition: Sei f : [a,b] — R. Eine Funktion F': [a,b] — R heifit Stammfunktion von
f, falls F stetig auf [a, b], differenzierbar auf |a,b] und F’ = f auf |a, b| ist.

Falls f stetig ist, besitzt f eine Stammfunktion (Hauptsatz 8.11).

Alle Stammfunktionen zu f:
(i) F Stammfunktion = F + cist Stammfunktion fiir beliebige Konstante c.

(ii) F,G Stammfunktionen = (F—-G)=f—-f=0 2 F— G = const.

8.13 Flichenberechnung: Ist f : [a,b] — R stetig und F' eine Stammfunktion von f, so gilt
fira<e<d<b:

d d d
/ ftydt = F(d) = F(o) = F)| = [F(x)]xzc
Beweis: Sei G(z / f R st Stammfunktion

= G+vy
/ / / ;= G(c) = F(d) =y —(F(c) —v) = F(d)— F(c)
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o

2 1 2
8.14 Beispiele: 1) / 2% —1]dz = /(1—x2)dx+/ (#* = 1)dz = ... =
0 0 1

1 0<z <1
2) Sei f(x):=¢Q 2—2 1<w<?2
1 2<x<3
N T 0<zr<1
:/f(t)dt: L 42w 1<z<2
x—% 2<z<3

Fist in x = 1 differenzierbar, in x = 2 nicht.

8.15 Definition: Die Menge aller Stammfunktionen
/f(x) dz := {F:[a,b] = R| F ist Stammfunktion von f}

heifit das unbestimmte Integral von f.

Ist F' eine Stammfunktion von f, so gilt /f(x)

/f(x)dx = F(x)+ec.

8.3 Wie findet man Stammfunktionen?

= {F+c:ce€ R}, und wir schreiben kurz

Wichtigste Methode: Raten. Z.B.

a+1
/x“dx = §+1+c (v # —1), /sin:pdx = —cosz+c,
1
/e dr = e +¢ / dr = arctanz + c,
1+ 22
Inx + ¢, fir z > 0, 1
= kurz:/—dx = In|x| + ¢ fiir x # 0.
x

1
/— dor =
x In(—z) +¢, firz <0,

1) Seien u,v : [a,b] — R differenzierbar in ]a, b[. Dann gilt

8.16 Ratehilfen:
/u’ U= uev— /u -v" (Partielle Integration).

2) Sei f:[a,b] — R stetig, ¢ : [, 8] — [a, b] stetig differenzierbar. Dann gilt

/f(gp(t)) {/f dx] (Integration durch Substitution).
x=p(t)
Wichtig: Diese Formel kann von links nach rechts und von rechts nach links beniitzt

werden: Ist ¢ invertierbar, so gilt

[t@ar = [ )

(Integration durch Substitution)

t=p~! ()
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8.17 Beispiele: 1) /xsinxdx = —wcosT +sinw+c
2) /ln:pdx = x-In|z| —x + ¢ fir z #0.

1
3) /COS2SL’d$ = i(cosx-sinxjtx)—i—c.

4) /2t sin (£ +1)dt = —cos(t* + 1) + c. Dies hitte man auch erraten kénnen!
1
5) Firxe]-1,1]: /\/1 —z?dx = 3 (:L‘\/l — 2% 4 arcsinz + c) (Substitution x = sint).
1 3
6) Firz>—vV4 /m do = §x2/3—12x1/3+48 In(z'/3+4)+c¢ (Substitution z = #3).
x

8.4 Integration rationaler Funktionen

Ziel: Darstellung einer rationalen Funktion f(x) = ) (P, @ Polynome) als Summe ,einfa-
x

cher” Briiche, die dann integriert werden kénnen

8.18 Hilfssatz: Seien P, () teilerfremde Polynome mit Grad P < Grad @), und X sei n-fache
Nullstelle von Q:

Q) = (:=N"Qi(z) mit Q:(\) #0.

Dann gibt es ein a; € C und ein Polynom Pj, so dass

P(2) _ P(2) _ o Pi(z) '
Q(z)  (=A)@i(z) - (= N)(z)

a; und P; sind eindeutig, und es gilt Grad P, < (Grad Q) — 1.

Fortsetzung dieses Verfahrens:

P(2) _ a; N as - ay, N P.(z)
Q(2) (z=A" (=2t =N Qi)

mit Grad P, < (Grad Q) — n = Grad Q.

425 — 5z +8
8.19 Beispiel:
P T e r L+ 1)(z — 4)2
a a a a b c c
= ——t ot — o

z—1 (z—1)2 (=1 (z—=1)* 24141 2z—-4 (z—4)%
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8.20 Komplexe Partialbruchzerlegung: Seien P, () teilerfremd mit Grad P < Grad @,
Q(z) = an(z— A)™ -+ (2 = Ap)™,

A1, ..., \x paarweise verschieden (d.h nq,...,n; sind die (algebraischen) Vielfachheiten der

Nullstellen Ay, ..., A;). Dann existieren eindeutig bestimmte Zahlen a;; € C, so dass

P(z) b ap; as; Uy i
QG Z(A—A *<A—A»2*"*<A—A@->m)'

)

8.21 Bemerkungen: 1) Falls Grad P > Grad @: Erst abdividieren:

P R
— = P+ = mit Grad R < Grad ), P; Polynom,

Q Q

dann 8.20 auf E anwenden.

2) Falls P und () gemeinsame Nullstellen haben: Durch grofites gemeinsames Teilerpolynom

kiirzen.

. . P(ZL') 422 +92 — 4  Theorie a b &
8.22 Beispiel: _ _ co |
eispiel: [(x) = 503 = G-D@ 12y =1 2 Ty

Zuhaltemethode: Multipliziere mit (z — 1):

4r? + 9z — 4 ot 9

Zuhaltemethode: Multipliziere mit (z + 2)%:

472 +9x — 4
z—1 -3
b kann nicht durch die Zuhaltemethode bestimmt werden. Einen z-Wert einsetzen:
422 + 92 — 4 B 1 n b n 2 $::>o -4 1+b+1 Lp_3
(z—1)(z+2)?2 -1 z+2 (x+2)2 —4 2 2 T

1 3 2 2
dr = dr =1 —1 1 2l ———+c
= /f(:c) x /(x—1+x+2+(37+2)2) x nlr—1|+3In|zx + 2| ;1:+2+C

8.23 Wiederholung reelle Polynome: Sei () ein reelles Polynom, d.h. die Koeffizienten

von () sind reell. Dann gilt

QN =0 = Q) =o.

Ist A € C\ R Nullstelle der Vielfachheit n, so folgt

Q) = (x=N)"(z=N)"Qu(x),
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wobel ()1 wieder ein reelles Polynom ist und @;(A;) # 0 gilt. Mit

(z=X) (z=A) = 22 =2Re(N)z+ |\* = 2*+ Bz +7

ergibt sich als reelle Faktorisierung

Q(z) = an(z —A)™ (2 = M)™ (27 + Braa® + Ypn) ™ - (27 + B+ )™

(A1, ..., A reelle Nullstellen;

M1y Akt1s - - -, A, A nichtrelle Nullstellen, 3, := —2Re();), 75 := |\;]?).

8.24 Relle Partialbruchzerlegung: Sind P, () teilerfremde reelle Polynome mit Grad P <

Grad @, und hat @ die oben stehende relle Zerlegung, dann kann ngg als Summe von Termen
x

der Form
a . . br + ¢ , .
W (G=1,....k1<i<ny), RN P G=k+1,... L1<i<n)

dargestellt werden.

Berechnung durch

1) Zuhaltemethode,

2) Einsetzen verschiedener z-Werte fiihrt auf lineares Gleichungssystem.

3) Hauptnenner und Koeffizientenvergleich,

8.25 Beispiele: 1) Q(z) = (z — 1)*(z + 2)(x — (1 +1))*(z — (1 —1))3, P Polynom mit

Grad P < 10, P(1) #0, P(=2) £0, P(1£1) # 0:
(x— (1+1)) (z— (1 —1)) = 2? 4+ 2z + 4. Also gibt es Konstanten, so dass
P(x) . ax Qo as ay b
Q)  a—1 @12 @-1p  @-1i  zt2
Cll’+d1 02x+d2 Cgl""dg
22 =2x+4 (22 -2x+4)?2 (22 -22+4)3
1 1 2
i S P S S
3+ 1 T+ 2 —x+1

20 —1 1 1

1
T B - IE T e

3+ 1

2 1 1 1 /4 4 1
= x——i—x——ln\x+1\+gln(:c2—x+1)—5\/;arctan (\/%(3:—5)) +c

2 3
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8.5 Uneigentliche Integrale

Ziel: Erweiterung des Integralbegriffs auf unbeschrinkte Intervalle und unbeschrinkte Funk-

tionen.

8.26 Definition: Sei I C R beliebiges Intervall; f : I — R heifit lokal integrierbar, falls die

Einschrankung von f auf jedes Intervall [a,b] C I integrierbar ist.

8.27 Beispiele: 1) f:1=1[0,00[—-R:z~ ist lokal intergrierbar.
x

1
2) f:1=1]0,1] - R:z~ — ist lokal integrierbar.
x

3) Ist f:I=[a,b] — R integrierbar, dann ist f auf I lokal integrierbar.

8.28 Definition: Sei I = [a,b[, —oo < a < b < oo, f: I — R lokal integrierbar. Dann heif}t

f uneigentlich integrierbar iiber I, falls
3 b
lﬁl%I/G f(x)dz =: /a f(x)dx
b
existiert. Wir sagen auch: / f(x) dzr konvergiert.

b
Falls der Grenzwert fiir 8 1 b nicht existiert: / f(x) dx divergiert.

Genauso: I =]a,b], —oo < a < b:

/abf(x) dr = lim /:f(a:) dz

b[, —00 < a < b < oo

la,
c B
/ f(x = lim/ f(z) dx+l;%1/c f(z)dz, ¢ €la, b[ beliebig.

ala J,

8.29 Beispiele: 1) / e "dr = 1.
0

> [

<1
3) / — dz ist divergent
X

1

fir s > 1,
4) / —dx = s—1
divergent fiir s < 1.
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1

1 .o
1 fir s < 1,
o [La- ]
o T divergent fiir s > 1.

8.30 Vergleichskriterium fiir uneigentliche Integrale: Sei f : [a,b[— R lokal integrier-
bar. Falls

(Vz € [a,b: | f(z)] < g(x)) A g iiber [a,b] uneigentlich integrierbar,

dann ist auch f uneigentlich integrierbar iiber [a, b[.

Entsprechend fiir uneigentliche Integrale iiber |a, b] oder ]a,b[.

Beweis: Sei (x,,) Folge in [a,b[, z, 1 b und y, := / f(z)dz. Fir n > m gilt

T

@) < [Tl

< /m:"g(x)dx _ /axng(:p)dx—/;mg(x)dx

< € fir n >m > N..

‘yn - ym‘ =

= (yy) ist Cauchy-Folge in R, also konvergent.

Genauso zeigt man: Ist (Z,,) eine weitere Folge in [a, b] mit x,, T b, so gilt
Tn

lim f(x)de = lim y,.
n—oo a n—o0

',L,S
1+ 22

8.31 Beispiele: 1) / dx konvergiert fiir s < 1, divergiert fiir s > 1.
1

OO 1
2 ——dx.
) /1 213z 420

8.32 Integralkriterium fiir Reihen: Sei f : [1,00[— [0, 00 monoton fallend. Dann gilt:

/ f(z) dz konvergiert < Z f(n) konvergiert.
1

n=1

Beweis: (i) “=":
Xm;ﬂn) < /ff(sc)dx < /1°°f<x)dx
_ = i f(n) ist beschrinkt
f(n)=0 =

= Z f(n) ist konvergent
n=1
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(i) “«=": Definiere g(x) := f(n) firn <z <n+ 1.

0 < f(r) < g(x)

/ g(x)dz = Z f(n) ist konvergent /1 f(x) da ist konvergen
! -1
' U

1
8.33 Beispiel: Z — ist konvergent fiir s > 1 und divergent fiir s < 1.
/rLS

8.6 Parameterabhingige Integrale

(cost —cos2t) t#0

2 1
8.34 Beispiele: 1) / sin(tr)dz = !
1 0 t=20

1/t
2) Firt#0: / *dr = et —el,
t

b
8.35 Satz: Sei f € CYR? - R), I(t) ::/ f(t,x) dz. Dann gilt

/81 t!L‘

(Ableitung und Integration sind vertauschbar)

8.86 Folgerung: Seien o, € C'(R — R), f € CY(R* — R), / f(t,x)dz. Dann
gilt

Bt
10 = [ s et 080~ fita) o 0)

u2
Beweis: Setze F(uq,us, us) ::/ f(us, x)dzx
ul

81F(u17u27 u3) = —f(u:g,'U/l)
= OrF (uy,ug, ug) = f(us,uz)
83F(U1, U2, Ug) = fuuf 81f(U3, l‘) dx

Kettenregel 7.27 anwenden auf I(t) = F(a(t), B(t),t):

I'(t) = (OF)d(t) + (0F) B'(t) + (05F) 1.

t2 t2
1
e dr = I'(t) = / (—a?)e ™ dz+e 2 —et —

8.37 Beispiel: I(t) =
piel: 1) = [ ; N

NG
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8.7 Einfiihrung in die numerische Integration

1

1 -
Problem: / f nicht explizit berechenbar (z.B. / e dz, / Smxdx).
x
’ 0
1. Idee (Interpolation): Wéhle Stiitzstellen a = zy < z; < ... < z, = b, berechne

b
Interpolationspolynom P, durch (z;, f(x;)) und hoffe / f= / P,

8.38 Definition: Sei [ : [a,b] > R, a = z9 < ;1 < ... < x, = b. Das Polynom P, n-ten
Grades mit

P(zj) = f(x;), firj=0,...,n

heifit Interpolationspolynom zu f und {z,...,z,}.

Existenz: Sei P(x) = ap+ a1z + ...+ a,2". Bestimme die Koeffizienten a; als Losung von
P({L‘j) = f($‘]) < ay+a1r;+ ...+ anx‘? = f(;L‘j) (] =0,... ,TL).

Dies ist ein LGS mit n 4+ 1 Gleichungen fiir n + 1 Unbekannte.

Aus dem Identitatssatz 2.67 wissen wir: Es gibt hochstens eine Losung. Fiir unser LGS bedeutet

das: Die Koeffizientenmatrix hat Hochstrang. Oder anders

1 oz 23 ... af
1 x 2° "
1 LIRS 1

# 0.
1z, 22 "

= Die Koeffizientenmatrix ist invertierbar

= Es existiert eine eindeutige Losung

8.39 Satz: Sei f € C""([a,b] — R), P, das Interpolationspolynom zu den Stiitzstellen
xo, ..., T, und R, := f — P,. Dann gibt es ein £ € ]a, b[, so dass

R,(z) = (ni f(n+1 H

Insbesonder kann der Fehler R,, abgeschitzt werden durch

1
< - n+1) _
[Bu@)l < gy mex | }H|a: .
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Beweis: Sei w(zx) := H(SL’ —z) =" e+ e = WO (2) = (n+ 1)
=0

Fiir festes = € [a,b], © # xo, ..., x, betrachte

Wegen R,(z;) =0, w(z;) =0fiir j =0,...,n gilt

Also hat ¢ mindestens n + 2 verschiedene Nullstellen in [a, b].

Sata oy Rolle ¢’ hat mindestens n + 1 verschiedene Nullstellen in ]a, b

= ¢" hat mindestens n verschiedene Nullstellen in ]a, b
= ©™*D hat mindestens eine Nullstelle in ]a, b]
Ry,
dh. 3¢ €la,b[: 0= "V() = RO — (@) (n+1)!
NI
=(f—Py)(ntD)=f(n+1)
Ry ()
() gy = 2 1)!
= O =2 )

8.40 Die grofie Enttiuschung: f:[—4,4 - R:x+— e
x

5 Stiitzstellen 9 Stiitzstellen 17 Stiitzstellen

Mit wachsender Anzahl der Stiitzstellen wird die Approximation schlechter. Warum?
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Bestimme Maximum von ———— }f(”“)(a:)’:
(n+1)!
n=4 n==_, n =16
0.8] |
‘H‘ 0-%\# 08
[ \
ole
W o.jl ool
|
(8 |
0‘\41 o.J‘r ) 0.4" h
| w‘
021 . 0. \‘ \\ ,zi
EBRA i i \‘
| AN N | \ )‘ | |
N Y Y 2 3 2 432 ) ‘\0 [T 72 3 a 4 32T \‘ ‘\‘ 1 2 3 2
| | \ ]
\10.27“ | x 4\91‘2 ‘ x 70_‘%7 U x
| \| |
| U
o] | o4 \‘ ‘\ _oﬂf“
| {
\ \“ 06 ‘\ 0.6
051\ | H‘
H _os4ll -0.8
-0 ol |
n
Bestimme | | |z — z;|:
Jj=0
n=4 n==_, n =16
//\ 3 \r\ 1.5e+07
[ \ 100 [\ Il
\ [ 4000 - U‘
\\ “ ‘ \‘
| ‘ | 1e+07 -
\ |
1 | |
50 \ ]
| - [ 2000 |
| / \\ ‘\ \ ‘ “‘ 5e+06
e & 1 0/ 1 2 3 ) ) 7‘;; Y 12 :5, 1{ J4 73 2 1 1 2 37 T
\\ / x\\ \‘ \/ X | | X “‘
\ ‘ \ ‘
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504 \\ “ ~2000 A | \“ |
\ | o |
\ | \ | _1e+07 | ||
\ ““ | 1]
\ —4000 4 | |
—~100 \ \ | ‘\‘
\/ \/ ~1.5e+07 |

8.41 Bemerkung: Man kann die Stiitzstellen geschickter wahlen (nicht dquidistant), damit
das Polynom H |z — x| nicht so grof§ wird (Nullstellen von Tschebyscheff-Polynomen).

=0
Man beschriankt sich deshalb auf Polynome kleiner Ordnung.

Zunéchst der Fall n = 1, d.h. f wird durch ein Polynom 1. Grades (,,Gerade®) approximiert:

8.42 Satz: Sei f € C?*([a,b] — R). Dann gilt die Trapezregel

[ 1w = S0+ so) R wicr < CS

2
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) 839 1 b
Beweis: |R| < 5 max | /" (t)] / |z — al |z — b dz.

~~

(b—a)3 ]

6

Der Fall n =2, dh. f wird durch ein Polynom 2. Grades (,,Parabel“) approximiert:

8.43 Satz: Essei f € C*([a,b] — R). Dann gilt die Simpson-Formel (Keplersche Fassregel):

b 5
b—a a+b , (b—a)
/a fla)de = — <f(a) +4f( 5 ) + f(b)) + Rmit |R| < o £, -
2. Idee (Summation): Unterteile [a, b] in Teilintervalle [a, a + k], [a + h,a+ 2h],. .., [b— h,b],

wende in jedem Teil die Trapezregel (oder Simpson-Formel) an.

8.44 Satz: Sei f € C*([a,b]), h = Z)—Ta mit einem & € N. Dann gilt
b
/ f o= T +R = g(f(a)+2f(a+h)+2f(a+2h)+...+2f(b—h)+f(b))+R,
h2
1Bl < (b—a) = [/l

12

(summierte Trapezregel).

b— 2
8.45 Diskussion: 1) Der Fehler ist von Ordnung h? = ( k2a) (k = Anzahl der Teil-

intervalle).

2) Wahlt man h = ——
9l

sparen, da die alten Stiitzstellen beibehalten werden.

, 50 kann man Rechenoperationen beim Ubergang von [ auf [ + 1

3) Man konnte auch Simpson summieren.

3. Idee Romberg-Extrapolation (genial!): Beweise eine genauere Fehlerabschitzung

b
/ f(x)de = T(h)+c1h® +cah* + ...+ ¥ - p(h)

mit beschrénkten p(h) fiir h | 0 (Taylorentwicklung).

B ORC O RO

Subtraktion der ersten Abschéitzung von 4-mal der zweiten eliminiert den 1. Fehlerterm:

3/abf - 4T<g)—T(h)+02<1i‘6_1)h4+....
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Also Verfahren:

TO = T(b—(l)
b— ATy — T,
T = T( a) T = L0
2 3
1 1
n, - 7(b=e eI ATy — Ty o 27 7
4 3 42 -1

Dieses Verfahren liefert gute Ergebnisse, wenn f geniigend oft differenzierbar ist.

Fiir ein Beispiel siehe Meyberg/Vachenauer.
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9 Gewohnliche Differentialgleichungen

9.1 Beispiele

1) Heifler Tee mit Temperatur y(t) (t = Zeit), die AuBentemperatur y,,pen sei konstant.
Physik: Der Verlauf von y(t) ist bestimmt durch:

a) Anfangstemperatur yo:  y(0) = yo,

b) AbflieBen der Wirme: y'(t) = — a(y(t) — yauﬁen)
N N - L
Anderung der abfliefende
Temperatur Wiérme (a > 0)
Mathematik:

Zu b) Seien @, Yaupen € R vorgegeben. Die Differentialgleichung

y'(t) = —a(y(t) — Yausen)
besitzt die Losungen y(t) = ce™* + yaugen (¢ € R beliebig):
Einsetzen:

linke Seite:  y/(t) = —ace™™ stimmt
—ace ™ }

rechte Seite: —a(y(t) — yauﬁen) = iiberein

!
Zu a) Yo = ’y(O) =ce’ + YauBen = €+ Yauben = C = Yo — Yauben

Mathematik bestétigt Physik:

Sind @, Yaugen, Yo € R vorgegeben, so ist der Temperaturverlauf eindeutig:

y<t) = (yO - yauﬁen> eiat + YauBen -

Yo----——H-=-—">"-"-""="-"-"-"—"-"-"—-"—-—"—-—"—-—"—-—"—-"—-"—-——-————-———-—-—— - ——— — — -

9.1 Beobachtung: Die Differentialgleichung hat unendlich viele Losungen. Die Anfangsbe-
dingung 4(0) = Yaupen »,wahlt* die richtige aus.

Fiir eine eindeutige Losung werden Differentialgleichung und Anfangsbedingung benétigt.
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Senkrechter Wurf (eines Steins) nach oben: Sei y(t) die Hohe des Steins iiber dem See.
Physik: Beschreibung der Bewegung y(t) durch

a) Startpunkt y(0) = h
b) Startgeschwindigkeit y'(0) = v
c) Einwirkung der Gewichtskraft: — my"(t) = —mg
——r ——
Triagheitskraft Gewichtskraft
Mathematik:

1
Zuc) y'(t)=—g & y{t)=—gt+a & yt)= —agt2+clt+02.

Die Differentialgleichung besitzt unendlich viele Losungen
Lo
y(t) = _égt +ct+co (Cl,CQE[R)
! 1
Zu a) hiy(O):—ag-OJrcl-OJch = co=h
Zu b) v;y'(O):—g-OJrcl = ¢ =0.

1
= Findeutige Losung y(t) = ~3 gt> +vt+h.

Hochster Punkt:

, v
y(t)=0 & —gt+v=0 & t=—

g
v\°  w v?
_ #ymaxz—g(—) +voth = —+4h,
2 \yg g 29
Eintauchzeitpunkt:

O:y(t):—gt2+vt+h:>...

In 3/ eingesetzt: Eintauchgeschwindigkeit.

9.2 Beobachtung: Die Differentialgleichung hat unendlich viele Losungen. Die Anfangsbe-

dingung y(0) = h A y'(0) = v ,wahlt“ die richtige aus.

Fiir eine eindeutige Losung werden Differentialgleichung und Anfangsbedingung benotigt.
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9.3 Definition: Sei f:R" — R und I C R ein Intervall.

1) Die Gleichung

y(@) = f(ry(@).y @),y @),y ) frrel (+)

(.

'

Term, der von z,y(z),y (z),..., y(®=1(z) abhéingen darf

fiir die unbekannte Funktion y heifit (explizite) gew6hnliche Differentialgleichung n-
ter Ordnung. Eine n-mal stetig differenzierbare Funktion y, die diese Gleichung erfiillt,

heifit Losung.

2) Seien yo,y1,---,Yn—1 € Rund zy € I gegeben. Die Bedingung

y(zo) = o, Y'(o) =w1, ..., Yy (x0) = Yn (¥%)
heifit Anfangsbedingung (n-ter Ordnung).

3) (%) + (x*) heiit Anfangswertproblem (n-ter Ordnung).

9.4 Bemerkungen: 1) n-ter Ordnung: Die hochste auftretende Ableitung ist 3.

2) Die Differentialgleichung heifit gewshnlich, weil y nur von x € R' abhiingt (y hingt von
x € R™ ab: partielle Differentialgleichung).

3) Abkiirzende Schreibweise: y™ = f(z,y,v/,...,y" V).
4) Es gibt auch implizite Differentialgleichung, z.B. (y” + z)? —y = 0.

5) Es gibt keine allgemeine Theorie zur Losung von Differentialgleichungen. Im Folgenden:

Verfahren fiir einige spezielle Typen von Differentialgleichungen.

9.5 Beispiele: 1) y¥ = £x+y)2-y,—y”} y(1) =0, y'(1) =1, ¥"(1) = 2, ¥y"(1) = 3

~—
=f(zy,y" 9" y")

(Anfangswertproblem 4. Ordnung). Losung?

2

2) vy =2zy, y(0) = —1: Losung y(z) = —e*.

Beobachtungen:
a) Die Losung ist auch ,links von der Anfangsbedingung® definiert. Oft wird kein In-
tervall fiir die Differentialgleichung angegeben. Bei Konstruktion der Losung wird

das Intervall mitgeliefert.

b) Die Losung existiert fiir alle x € R: globale Lésung.

3) v =1+v% y(%) = 1: Losung y(z) = tanz fiir —g <z < g: lokale Losung.
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9.6 Geometrische Veranschaulichung: Eine Losung der Differentialgleichung

y'(2) = f(z,y(@))

hat im Punkt (xg,yo) die Steigung v’ = f(xo, y0)-

Z.B.y = — 2. Man kann die Losungssteigungen einzeichen (Richtungsfeld) und den Losungs-

verlauf erraten“ oder numerisch berechnen (— NumStoch, 3. Semester)

% 1 N
/ - = N
/ -~ |~ N\ Vermutung;:
/ / d P T ~ N h \ \ Die Losungen sind Halbkreise
SRV SN y(w) = £Vr? —a? = £(r? — o)/
—f—F—+— —t—F—+— fir —r <z <r.
\ VN4l / Nachrechnen:
\ N P / by 1 1 o
\ AN T v / Yy (IE) = j:§ m (-2[[’) = —5
N ~ L - /
N - _ %
N | /

9.2 Ein paar Losungsmethoden

9.2.1 Nur integrieren

f(t)dt +c
—_—

dies sind alle Losungen

y/(l‘) = f(l‘), S [av b]

Durch Anfangsbedingung y(zo) = o ist ¢ eindeutig bestimmt.

9.2.2 Trennung der Variablen

9.7 Definition: Seien f,g: R — R. Die Differentialgleichung

heifit separierbare Differentialgleichung.
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Lo ) .
9.8 Beispiele: y = \2%’/@ ist separierbar
9(=)  f(y)
r_ 2 _ 2y - .
y=1+y —\1/_/-(1+y ) ist separierbar
9(@) f)
Yy = 2x + cosy ist nicht separierbar

9.9 Lésung durch Trennung der Variablen: 1) Woist f(y) =07

f(n) =0 = y = const =7 ist Losung (,,spezielle Losung®).

2) Seiy(x) ¢ {n: f(n) =0}

v = f(y)glx) & fg(/y) = g(x) (Variablen getrennt!)
y'(x)
= [ oot - Jowe
u=y(z) L U = n C "= l
& H(y(x)) = [g@)dz = G@)+c (G"=y)

& ylr) = HY(G(x)+c)

1
(Da H'(u) = —— # 0, ist H lokal streng monoton, also invertierbar)

f(u)

Also ,,Kochrezept“ fiir die separierbare Differentialgleichung y'(z) = f(y) - g(z):

I) f(n) =0 = y(x) =n ist (spezielle) Losung. nicht vergessen!

IT) Fir y € {Nullstellen von f}:

- f(y) - g(x)

YT @
& /% :/g(:c)da:

Lose entstehende Gleichung nach y auf.

ITI) Allgemeine Losung aus 1) und 2).

IV) Freie Konstante bestimmen: Allgemeine Losung in Anfangsbedingung einsetzen.

9.10 Beispiele: 1) y = —x - y°:
eispiele ) vy x -y
9@ f(y)

I) Spezielle Losung y(x) = 0.

IT) yyé():y(x):i ceR.

2 +c’
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2
ITI) Allgemeine Lésung: y = ———, ¢ € R oder y = 0.
e +c

IV) Fiir die Anfangsbedingung y(xo) = yo folgt:

Fall yo = 0: Gesuchte Losung ist y(x) = 0.

2
Fall yo # 0: Gesuchte Losung ist y(7) = —————.
a2+ = =1

Also: Durch jeden Punkt der z,y - Ebene geht genau eine Losung, d.h. fiir beliebige
Zo, Yo € R besitzt das Anfangswertproblem

vy = —zy® A y(z0) = wo
genau eine Losung.

Manche Losungen sind global, manche lokal:

2 ,
y(l) = 1 = yx) = o fir x € R: globale Losung
2
y(2) = 1 = ylz) = - i fiir 2 > v/2: lokale Losung
x‘ J—

2) ¥ = ly=1"% fly) =y - 1'% g(z) = 1.

1

Allgemeine Losung: y(x) = 1+ Z(JZ + ¢)? fir z > —c (c € R)
1

y(r) = 1—Z(a:+c)2 fir v < —c (ceR)

ylz) = 1 fir x € R
Achtung: Das Anfangswertproblem 3 = |y — 1|2, y(1) = 2 besitzt unendlich viele
Losungen: Jede der Funktionen
1+i(w+1)2 fir x > —1,
y(z) = 1 fir —c<zx< -1,
1- i(az+c)2 fir r < —c
(¢ <1 beliebig) ist Losung. Im Intervall [1, 0o ist der Losungsverlauf eindeutig. Dies ist

der Bereich, in dem y(z) > 1 ist.

9.2.3 Die Ahnlichkeitsdifferentialgleichung 3y’ = f(g)
T

Sei y Losung von

- o)

Definiere u : x — M Welche Differentialgleichung erfiillt u?
x
! 1 1
= B RO
r x x x x x
1
v = —(f(u)—u)

x
Hurra! Die entstehende Differentialgleichung ist separierbar.
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Also Losungsverfahren fir y' = f <g> o Setze u := g,
x

x
1
e 16se Differentialgleichung v’ = = (f(u) — u),
x

e Riicksubstitution y(z) = x - u(z).

2

9.11 Beispiel: y = — + (Q) (nicht separierbar).
T

ur) =¥ = u’(x)z%(ZjLu —u).

+
, o 1 1 1
Riicksubstitution: y(z) = 5% oder y(z) = x 5t Thle o (c €R)
—Inljz| +¢

b
9.2.4 Die Differentialgleichung vy’ = f( ar +by +c )

ar + By + 7
Fall 1: « =3 =0, also y = f(Ax + By + C):
Die Substitution u(x) := Ax + By(x) + C fiihrt auf

= A+ By = A+ Bf(u) (separierbar).

Fall 2: a# 0 oder  #0

Fall 2a: Z g =0 = 3JeR: ( Z ) = ( % ) (Zeilen sind linear abhéingig)
A A
Also: v/ = f( art By+c>
ar + fy +
. , , Au+ ¢ :
Substitution u(z) = ax+py = v =a+py =a+pf wt (separierbar)
Fall 2b: | “ g # 0: Transformation 2 ==z +¢, §:=y+n
ar+by+c  a@—-&§+b(H—n) +c
az + By + 7 a(@—&+B@—n)+y
_ar+bytc—al—bn
al+pBy+y—al—[Fn
at+by a+bn=c
= = = falls
o+ By ab + fin =
Seien &, n Losung dieses LGS (existiert wegen ’ #0)
Neue Differentialgleichung: ¢’ : _ 4 _ 4 d—x =9 -1
Cdi  dr di
ax + by \ falls #£0 a—i—bg «
= y=f ( — ~) =T —L (Ahnlichkeitsdifferentialgleichung)
at + By

a+pL
T
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.. dr 4+ 3y — 1 4 3
. /__ . — _ —
9.12 Beispiele: 1) y = Ay il ‘3 4)—16 9=T7=#£0
4¢+3n = -1
S — =1, n=1
3é+4n = 1

Y

AT +3Y ransao _4+3§
37 +47 Y

x

2
ui=x+2y+3 = u=1+-.
u

Aber diese Differentialgleichung ist nicht explizit 16sbar.

9.3 Theorie
Es stellen sich drei Fragen:

1) Existiert eine Losung?
2) Ist die Losung eindeutig?
3) Hangt die Losung stetig von den Anfangsdaten ab?

9.13 Hauptsatz tiber lokale Existenz (Picard (1890), Lindelof (1894)): Gegeben sei das

Anfangswertproblem
/

v = flzy), y(zo) = wo,

und es gelte
1) fist stetig im Rechteck R := [xo —a,zo+a] X [yo — b, yo + b] und M := max |f(z,y)| >0,
2) f geniigt auf R einer Lipschitz-Bedingung:

dL >0 V(.’E,yﬁ, (xva) €ER: ‘f(xayl) - f($7y2)| < L|y1 - y2|

Dann besitzt das Anfangswertproblem eine eindeutige lokale Losung

b
: — — R mit A := mi — I
y: [ro — h,xo+ hj mit A := min {a, M}
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Veranschaulichung:
Yo+0b 1
Yo + .
w—b 1t
Zo I— a SUI(] Zo I‘F a

Wegen |y/| < M befindet sich die Losung in R.

Beweisskizze:

1) Aquivalente Integralgleichung:

y € Cllzo— hyao+h = R) A yla)=yo+ / " f () dt (1)

o

Behauptung: y Losung von (k%) <
yE Cl([xo — h, 20+ h] — [R) Ny = flr,y) A ylae) = o

“<": y Losung von (%) =

y(x) —y(mo) = /my'(t)dt ® /mf(t,y(t))dt.

o o

“=7:y Losung von (xx) =
y'(z) = f(z,y(z)), insbesondereye C'(...),
zo
y(rg) = y0+/ odt = yo.
zo

Philosophie: Integralgleichungen sind besser zu behandeln als Differentialgleichungen.

2) Approximation: Definiere Folge (n,) in C'([zo — h, 2o + h]) durch

770($) = Yo,
(7)== o+ / ftma®)dt,  (neN).

zo
Zeige: (n,) ist Cauchy-Folge beziiglich ||g]loc :=  max  |f(t)].
z€[zo—h,z0+h]
= gleichméifige Konvergenz n,, — y : z — lim n,(x).
n—o0

Zeige: Dies ist die gesuchte Losung.
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9.14 Bemerkung: Dies ist Anwendung einer allgemeinen Methode: Ist Losung y von y =
F(y) gesucht (Fixpunkt), versuche ob die rekursiv definierte Folge y,, := F(y,_1) mit geeignet

gewéahltem yo gegen den Fixpunkt konvergiert (siche Banachscher Fixpunktsatz).

9.15 Beispiele: 1) ' = —x-y*> =: f(z,y):

f@p) — f@)] = |z -Wi—w)] = v (m+w) (-

< ( max |x|) ( max ly1 +y2|) Jy1 — ol
z€[ro—a,ro+a Y1,92€[yo—b,y0+b]

=max{|zo—al,|zo+al|}-2-max{|yo—bl,|yo+b|}=:L

Aus Satz: Das Anfangswertproblem 3’ = —z - y2, y(zo) = yo besitzt fiir jedes (zg, ) € G

genau eine lokale Losung.

2) y =|y—1|"?=: f(x,y). Fiir y; = 1 gilt keine Lipschitz-Bedingung:
|f<l’,1)—f<l’,y2)| _ |y2_1|1/2 _ 1
1=y 1= 1] 11— gpf'?

Dies erklédrt, warum das Anfangswertproblem in Beispiel 9.10, Teil 2), unendlich viele

— o0 fiir yo — 1.

Losungen besitzt.

9.16 Bemerkung: Einerseits typisch Mathematiker: Existenz und Eindeutigkeit klar, aber

keine allgemeine Losungstheorie.

Andererseits: Wenn eine Losung numerisch berechnet wird, muss man wissen, ob es eine gibt.

Wenn sie nicht eindeutig ist, muss man iiberlegen, was der Computer berechnet.

9.17 Abhingigkeit vom Anfangswert: Essei f : R — R stetig und geniige der (globalen)
Lipschitzbedingung

L >0 \V/(l‘,yl), (:anQ) S [R2 : |f($7y1) - f($af92)| < L|y1 - y2|

Sind y, § zwei Losungen von y' = f(z,y), so gilt

ly() = §(2)| < |y(xo) — Gilwo)| - €0l

d.h. eine Anderung des Anfangswertes y(z0) pflanzt sich hochstens exponentiell wachsend fort.

9.18 Beispiele: 1) y =y =: f(x,y):

‘f('rvyl) - f<x7y2>| = |y1 - y2‘ = L=1
Die Losung y mit y(zo) = yo ist gegeben durch y(x) = yoe* .
Sind y, y zwei Losungen mit y(xo) = yo, (o) = Yo, so folgt

T—T0 _ eL(:vfmo)

ly(x) = 9(=)] = [yo — Yol e

Der Abstand wichst exponentiell, wie im Satz angegeben.
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2) Es kann auch besser sein: 3’ = y_ flz,y)in G={(z,y) e R?: 2 >1}:
T

Pl — Faw)| = A28 < Bzl oy
.. . Yo
Losung y mit y(x) = yo: y(z) = .
0
. 1Yo — Yol
= |yle) —g(z)] = —— |zl
Lo

Hier wachst der Abstand nur linear.

9.4 Systeme von Differentialgleichungen

9.19 Beispiel: Gegeben sei das zeitabhéngige Vektorfeld

f(t,l’l,l’z) = ( ti; ) .

Gesucht: Kurve ~, die fiir t = 0 in ( 1

1 ) startet, und an die das Vektorfeld tangential ist.

t2/2
Eindeutige Losung v : t +— ( eet )

9.20 Definition: 1) Eine Abbildung f:R" O D — R™ heifit Vektorfeld.
2) Sei f:RxR"DIx D — R" ein zeitabhéingiges Vektorfeld. Die Gleichung
y(t) = f(ty(t))

fiir die Unbekannte y : I O I’ — R" heifit System von Differentialgleichungen
1. Ordnung oder kurz System 1. Ordnung.

3) Seity €, yo € D. Die Bedingung
y(to) = Yo
heifit Anfangsbedingung.

9.21 Picard-Lindeldf: Es sei f: Rx R" O I x D — R" ein zeitabhéngiges Vektorfeld und
(to,yo) € I x D. Weiter gelte:

1) f ist stetig im Quader R := [ty — a,to + a] X [yo — b, yo + b] und M := max |/ (&) >0,
2) f geniigt auf R einer Lipschitz-Bedingung:
AL >0 V(t,y), (ty2) € B [[f(ty) = f(Ey)ll < Lllys — well

Dann besitzt das Anfangswertproblem

y/ = f(tv y)7 y<t0> = Yo,

eine eindeutige lokale Losung.
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9.5 Lineare Systeme

Im Folgenden sei I C R ein beliebiges Intervall

9.22 Definition: Sei A : I — R™) ¢ine n x n-Matrix mit zeitabhéingigen Eintriigen und
g : I — R". Das System

y'(t) = At)y(t) +g(t)  (odery’ = A(t)y +g(t) )

fir y : I — R™ heifit lineares System (von Differentialgleichungen 1. Ordnung).

Ist g = 0, so heifit das System homogen, sonst inhomogen.

1 1

-1 no= S Uty
9.23 Beispiel: y'(t) = oy lut) & ' t 1

0 = Yo = Z

9.24 Satz: Sind A und g stetig auf I und yo € R", so besitzt das Anfangswertproblem

y = Alt)y+g(t), ylt) =wo

eine eindeutige Losung y € C'(I — R™). Insbesondere: Ist I = R, so ist die Losung global,
d.h. es gilt y € CH(R — R").

9.5.1 Homogene Systeme

Fiir A : I — R™) betrachte das homogene System

y = Al)y. (%)

9.25 Satz: 1) Sind yp), yjg Losungen von (x) und o, f € R, so ist auch y := o~ ypj + B - yjy

eine Losung von (x).
2) Ist A stetig auf I, so bildet die Menge aller Losungen
V= {yelC'I—=R"):y=Al)y}

einen Vektorraum der Dimension n.

Eine Basis {yq], ..., yp} von V heifit Fundamentalsystem zum Differentialgleichungs-

system (x).

Bewezts: 1) y, = Oéyfl] + 5yf2} =aA UIN + ﬁA Yo = A (Ozym + /By[g]) = Ay
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2) Nach 1) bildet V' einen Vektorraum (mit der iiblichen Addition von Funktionen und
skalarer Multiplikation). Sei ty € I fest und

Ty, :R" =V :ygr—y:= Losung von ¢y = Ay A y(to) = yo.

Dann ist T3, sinnvoll definiert, da die Losung y existiert und eindeutig ist (Satz 9.24).
T,, ist offensichtlich linear,

injektiv: y =y = yo = y(to) = y(to) = Yo

und surjektiv: Ist y € V' gegeben, so setze yo = y(to) = y = T}, Yo-

Dimensionsformel (3.27):

n = dimR" = dim Bild(7},) +dim Kern(7},) = dimV.
—— ———
=V ={0}, da injektiv

9.26 Beispiel: Das System 3y = (

1 0 0
besitzt die Losungen yp(t) = ( 0 ) e, yp(t) = ( 1 ) e, yg(t) = ( 1 ) e,
0 —1 1

= V= {y =cC1yp t+C2yp tC3yp i C € R}.

Die Abbildung Ty (mit tg = 0) ist gegeben durch

o
. — +
Ty : R %V:(ﬁ) > Oéy[1]+—6279[2}+6279[3}'
g

9.27 Folgerung: Seien yp, ...,y Losungen von (x). Dann gilt:

{ym, e ,y[n]} linear unabhéngig in V,
dh (clym—l——l—cny[n} :O = Clz___:(jn:())
& {ym (o), .., ym(to)} linear unabhéngig im R" fiir ein ¢, € I

to war beliebig
<~

{yn(®),....yp(t)} linear unabhingig im R" fiir alle t € I

Beweis: T;, : R* — V ist Vektorraumisomorphismus, bildet also linear unabhéngige Vektoren

auf linear unabhingige Vektoren ab. 0
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9.28 Satz: Seien yp, . .., yp Losungen von (*). Dann sind dquivalent:

(i) {ym, o ,y[n]} ist ein Fundamentalsystem.
(i) W(t) := det (yp(t) ... yp(t)) #0 fiireint € 1.
(iil) W(t) :=det (ypy(t) ... yp(t)) # 0 fiir alle ¢ € 1.

W (t) heifit die Wronskideterminante.

9.29 Beispiel: Auf I :=]0, 00| besitzt

\
O o+ =

2
das Fundamentalsystem {y[l],ym} = {( tt ) , ( é )}, denn

= —t*#£0auf I

2
= Allgemeine Losung: y(t) = ¢ - < tt ) t+e < é )

9.5.2 Inhomogene Systeme

Fiir A: T — R, g : I — R" betrachte das inhomogene System

y = Alt)y+g(t).

9.30 Satz: 1) Sei yp eine Losung von (xx). Fiir yp € C'(I — R") sind dquivalent:

(i) ypy ist Losung von ().

(ii) v := yp) — ypg ist Losung des zugehorigen homogenen Systems y' = A(t) y.

2) Ist yp eine Losung von (x*) (eine partikulidre Losung), so ist der affine Raum V' aller

Losungen von (xx) gegeben durch

V= yy+V = {ym+y:yeC'U—>R") Ay

A(t) y}.

Beweis: 1) (1) = ¢ =y — vy =Ayy +9— (Ayp +9) = A(yy — ) = Ay = (i)

(i) = vy =y —v) = Ay —Ay+9=A(yn —vy) +9=Ayg +g = (i)

2) Folgt direkt aus 1).
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9.31 Wie man eine partkuldre Lisung findet (Variation der Konstanten): Sei

{y[l], e ,y[n}} ein Fundamentalsystem des homogenen Systems (*) und

y:=c(t) - ypp -+ cn(t) “Yln)-

Dann sind dquivalent:

(i) y ist Losung des inhomogenen Systems ().

/

€
(ii) ¢ = : ist eindeutige Losung des linearen Gleichungssystems
C/
(ym e y[n}> d(t) = g(t).
~— —
n X n-Matrix mit Héchstrang
Beweis: Durch Nachrechnen. 0

9.32 Bemerkung: Variation der Konstanten funktioniert auch im Fall n = 1 (kein System,

eine lineare Differentialgleichung).

9.33 Beispiele: 1) Auf I =]0,00[: ¢ =

> t3 t2 t
Allgemeine Losung: y(t) = 2 +c - ( ) + ¢y - < )
3t2 t 0

2) y = (sinx)y + xe 7. Allgemeine Losung: y = % e~ BT 4 ce” T,

O ~+| =
S| = =
<
+
Y
w[\j
T
N——

9.6 Lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten

9.34 Satz: Sei A eine relle konstante n x n-Matrix. Fiir jeden Vektor y, € R™ und jede
Anfangszeit ty € R besitzt das Anfangswertproblem

y = Ay, y(to) = o
die eindeutige globale Losung

y(t) = elt=to)dy, fir t € R.
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Zur Existenz der Losung:

et = Z — mit A° = Id, insbesondere ¢ = Id
— !
7=0
d (tfto)A d tA —tgA tA —tgA
a7 (e yo) = € (e yo) = Ae (e yo) = Ay(t)
dt dt
9.35 Fundamentalsystem: Sei A eine reelle konstante n x n-Matrix. Ist {vy,...,v,} C R"
linear unabhéngig, so bildet
{etA + U1, etA V9, . .. ,etA . ’Un}

ein Fundamentalsystem fiir ¢/ = Ay.

Beweis: 1) y=c, = 1y = Ay siche letzter Satz.
2) Wronski-Determinante und Satz 9.28

W) = det(eOAvl, . ,eOAvn) = det(vy,...,v,) #0.

O
9.36 Satz: Sei A eine relle konstante n x n-Matrix.
1) Ist v € R" ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A, so gilt
ey = Moy,
2) Ist {vy,...,v,} eine Basis aus reellen Eigenvektoren zu den Eigenwerten A, ..., \,, so ist
{e)‘lt S UL, .. ,e)‘"t . vn}

ein Fundamentalsystem fiir ¢/ = Ay.

9.37 Beispiel: y = ( _S _g )y. Fundamentalsystem: {egt- < _% ) et ( é )}
9.38 Komplexe Eigenwerte: 1) Sei A eine relle konstante n x n-Matrix und
{v1,...,v,} C C" eine Basis aus Eigenvektoren zu den Eigenwerten Ay, ..., A\, € C.

Dann ist

{e)‘lt SV, . ,e)‘”t . vn}

ein komplexes Fundamentalsystem fiir das relle lineare System ¢’ = Ay.

2) Ist v e C", so sind
y(t) == Re (e"0), y(t) := Im (")

zwei relle Losungen des Differentialgleichungssystems ¢y = Ay.
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0 20

9.39 Beispiel: y = ( 00 2 ) Y.
-1 10
Fundamentalsystem {ypuj, ¥j21, Y31}

1
() = < 1>,
1
2 —2
yp(t) = (cost(?)—sint( 0)),
1 1
—2
yg(t) = t(smt( >+Cost< O))
1

Also Losungsmethode fiir y' = Ay + ¢(t) mit diagonalisierbarer Matrix A:
1) Eigenwerte Ay, ..., A\, und Basis aus zugehorigen Eigenvektoren by, ..., b, bestimmen.

2) Fiir relle Eigenwerte \; wihle y(¢) := e%' - b; als Element des Fundamentalsystems.

Falls A; € C\ R und A\, = A;: Wihle y(t) = Re (e¥' - b;) und y(t) = Im (e¥" - b)) als

Elemente des Fundamentalsystems.
Dies liefert ein Fundamentalsystem {y[l], e ,y[n}} von iy’ = Ay.
3) Bestimme eine partikuldre Losung ypare von y' = Ay+ ¢(t) mit Variation der Konstanten.
4) Allgemeine Losung: y = Ypare +C1yp) + - - + oY) (¢; € R).
9.40 Satz: Sei A eine relle konstante n x n-Matrix und {v,..., v} eine Vektorkette zum
Eigenwert A, d.h. es gilt
Avy = A-v;  (v; ist Eigenvektor)
Av; = XN-vj+wv fiirj=2,... k.
(vgl. Jordansche Normalform). Dann folgt
ey, = Moy,

oy, = M (vy+t-uy),

t2
ey = M. (Ug+t'U2+§'U1>,

k—1

I

etAvk — M. ( _'
Jj=0

9.41 Beispiel: y = ( B

= o

|
DN — =
——

<
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9.7 Differentialgleichungen héherer Ordnung und Systeme
9.42 Beispiel: v =2y"+y — 2y (%)

uy Y
Geniale Idee: Setze u = ( Uz ) = ( Y ) Dann erfiillt v die Dgl.
Y

us

Allgemeine Losung von (skx):

1 1 1
u(t) = cre ( 1 ) + e’ ( —1 ) +cze? ( 2 )
1 1 4

Die allgemeine Losung von (x) erhdlt man aus der ersten Koordinate von w::

ZU(t) = U1(t) = Clet+0267t—|—c3e2t,

y™ = f(zy .. y"Y) »
y(zo) = wyo, Y'(xo) = v1, .-, y("fl)(%) = Yn-1
mit n > 2. Setze
uy () y/
us(x Y
u(z) = 2? ) = :
Un () yn=b
U2 Yo
: Y1
= v = F(z,u) = : ; u(ro) = ug := - ()
Uy, :
f(x7ul7"-7un) Yn—1

Umgekehrt: Ist u Losung von (#*) und y := u;, dann ist y Losung von (k).

9.43 Satz: y € C"(I — R) Losung von (x) < u e CY(I — R") Losung von (xx).

Also: Satz von Picard-Lindelof liefert Eindeutigkeit und lokale Existenz der Losung von (s:)
und damit auch der Losung von (x).

9.8 Lineare Differentialgleichungen héherer Ordnung

9.44 Definition: Seien ay,...,a, 1,9 € C(I — R). Die Differentialgleichung
Y™ a )y Fao(t)y = g(t) (1)

heifit lineare Differentialgleichung (n-ter Ordnung). Ist ¢ = 0, so heifit sie homogen, sonst

inhomogen.
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9.45 Bemerkungen: 1) Die Abbildung

Y=y + a1y + L+ agy

ist linear.
2) Definiert man wie oben u; :=y, ..., u, :=y™ Y, so gilt
0 1 0 ... 0 0
0 o1 0 0
u = : . : u + : (2)
0 . 0 1 0
—ap(t) —ai(t) ... —apn_1(t) g(t)

D.h. u ist Losung eines linearen Systems.

Beachte: Ist v Losung, so ist y := u; Losung der urspriinglichen Differentialgleichung.

9.46 Homogene Differentialgleichung: 1) Die Menge aller Losungen
V= {yeC"I-R:y™ +a,.i0)y" "V +...+at)y=0}
bildet einen Vektorraum der Dimension n. Eine Basis von V' heifit Fundamentalsystem.

2) n Losungen {ym, . ,y[n]} der homogenen Differentialgleichung bilden genau dann ein

Fundamentalsystem, wenn

ygu(t) o Yl ()
Yy ) .. Yn) (t)
del:W(t) = : : # 0
i @y ()

(W(t) =: Wronskideterminante). In diesem Fall gilt W (¢) # 0 fiir alle ¢ € I.

9.47 Inhomogene Differentialgleichung: 1) Sei V der Losungsraum der zugehorigen
homogenen Differentialgleichung und ¥ €ine partikuldre Losung der inhomogenen Dif-
ferentialgleichung (1). Dann ist

Vo= Ypart +V

der affine Raum aller Lésungen von (1).

2) Variation der Konstanten: Ist {y[l], e ,y[n}} ein Fundamentalsystem der zugehorigen ho-

mogenen Differentialgleichung, so ist

y = ca(t)yp+ -+ cat) Y

genau dann Losung von (1), wenn
Yy (t) ygn](t) i (t) 0
t) Y (1) (1)



Mathematik II fiir inf/swt/msv, Sommersemester 2019, Seite 194

9.48 Beispiel: y" —2y" —y + 2y = e!:

1) Homogene Losung: ypom(x) = c1€® + cpe™ + cz3e®® (vergleiche Beispiel am Anfang).

T

2) Partikuldre Losung: ypar(z) = _g e

3) Allgemeine Losung: y(z) = —% e’ +cre’ +cpe® + cze®®

9.49 Bemerkung: Bei homogenen Differentialgleichungen der Ordnung n > 2 gibt es das
Prinzip Reduktion der Ordnung: Ist y;) Losung der Differentialgleichung, so fiihrt der An-
satz ypy := c(x) yp) eingesetzt auf eine Differentialgleichung der Ordnung n — 1 fiir ¢. Damit

kann aus der Losung Yy eine linear unabhéngige Losung Y[z gewonnen werden.
. - " 5 / 9 2

9.50 Beuspiel: y" — —y + S y=ua"

T T

5 9
1) Homogen: " — —y'+ <y =0:
x x

a) Geraten: y(z) = 2? ist Losung.
b) Fiir weitere Losung Ansatz y(z) = c¢(z) 2* = y(r) = 23In|z|.
c) Also allgemeine Losung: ypom(2) = ¢ 2> +cy 2° In|z|,
=) =y (®)
{yn), Y} ist Fundamentalsystem: W (z) # 0.
2) Partikuldre Losung: Ansatz ypare = c1(2) ypy + c2(2) ypy

= Ypart = —2 In x|+ 2* + 2t In |z = 2.

3) Allgemeine Losung: y(z) = 2t + c; 23 + cox®In|z| (c1, 0 € R).

9.9 Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten

Fiir ag, ..., a,-1 € R betrachte die homogene Differentialgleichung

y™ +a,_ 1y + . dagy = 0. (%)

Firw:=1] . gilt
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0 1 0 0
0 0 1 0 0
u = U (%)
SR
0 o 0 1
—ag —ap ... —Qp—1
—A

Bekannt: (xx) hat Losungen der Form u(t) = e - v. Also Ansatz fiir Losung der Differential-

gleichung (*): y(t) = e. Eingesetzt in (*):

e/\t(\)\"+an_1)\"_1+...+a0) = 0.

J/

—p(\)

Das Polynom p heifit charakteristisches Polynom und ist bis auf das Vorzeichen gleich dem
charakteristischen Polynom der Matrix A. Besitzt p eine Nullstelle A mit Vielfachheit grofier

als 1, so ist A nicht diagonalisierbar, und (**) hat Losungen der Form

k-1
oM (Z i '%-j)
=0
Dies liefert fiir () Losungen der Form t7 e,
Also Kochrezept fiir die Differentialgleichung
y™ tanay™ 4t aoy = (1)

mit ag,...,a,—1 € Rund g € C(I — R).

1) Homogene DGI: Der Ansatz y(t) = e eingesetzt:

e’\t(e\"+an_1)\”*1+...+ao) = 0.

S

~~

=:p(\)
Konstruktion des Fundamentalsystems {yp), ..., ym}: Sei p(A;) =0, 1 <j <n.

a) Falls \; € R einfache Nullstelle: Wihle y;(¢) := eM™.
b) Falls \j, \;;1 = A; € C\ R einfache Nullstellen:
Y (1) = e cos (Im (A1), yypy(t) = ™M sin (Im (N;)2).
c) Falls \; = X\j11 = ... = Aj1r-1 € R k-fache Nullstelle:
yi(t) == eM gy (t) =teMt Ly (t) == e

d) Analog fiir komplexe Nullstellen der Ordnung k:

¢ efe M) cos (Im (A))t), t™eR M sin (Im (A))¢) fir 0 <m <k — 1.
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2) Partikuldre Losung {iber Variation der Konstanten.

3) Allgemeine Losung = partikulédre L. + allgemeine L. der homogenen Differentialgleichung

9.51 Beispiele: 1) y" —y" =y +y=0:pN) =X - -A+1=A-12*A+1)
Fundamentalsystem: y)(t) = €', yp(t) =te’, yg(t) ="

Allgemeine Losung: y(t) = c¢1 €' + cot e’ + cze™*

2) yW+8y" + 16y = 0: p(\) = (\> +4)*:
Fundamentalsystem: ypj(t) = cos(2t), y(t) = sin(2t), yg(t) = tcos(2t), yu(t) =
tsin(2t).

3) y// o 4y — th

a) Homogen: y" — 4y = 0:

Fundamentalsystem ypj(t) = e*, yp(t) = e .

b) Partikulire Losung: y = ¢;(t) €* + co(t) e (Variation der Konstanten)

1 1
= Ypart = Zte% — EG%
1
c) Allgemeine Losung: y(t) = 1 te’ +cie® —cye ™ (e, €R).

This is the end!
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Aquivalenzrelation, 8
algebraische Vielfachheit, 89
Anfangsbedingung, 177, 185
Anfangswertproblem, 177
Anordnung eines Korpers, 25
antisymmetrische Relation, 7

Archimedische Anordnung, 30

Argument einer komplexen Zahl, 44

assoziativ, 22

Banachraum, 158
Basis, 57
Basiswechselmatrix, 70
Bedingung
hinreichende, 1
notwendige, 1
Bernoullie Ungleichung, 26
beschrankt, 34
bestimmt divergent, 109
bestimmt divergent, 110
Betrag, 27, 40
Beweis
direkt, 2
durch Kontraposition, 2
durch Widerspruch, 2
indirekt, 2
bijektiv, 5
Bild einer Abbildung, 5, 54
Bildbereich, 5
Bilinearform, 91

Binomialreihe, 144

Cauchy-Folge, 31, 42, 108
Cauchy-Kriterium, 112
Cauchy-Produkt, 117
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Cauchy-Schwarz-Bunjakowski Ungleichung, 74 Flache

charakteristisches Polynom, 88 orientierte, 83
charakteristisches Polynom, 195 Flacheninhaltsfunktion, 161
Cosinusfunktion Folge, 29
fiir komplexe Zahlen, 120 Cauchy, 31, 108
fiir Matrizen, 121 Fortsetzung einer Abbildung, 6
Fundamentalsystem, 186, 193

Definitionsbereich, 5
Determinante, 84, 86
Diagonalgestalt, 87

Funktion, 5
analytisch, 138

rationale, 46
diagonalisierbar, 88

dichte Menge, 32 Gauflklammer, 30
Differentialgleichung, 177 geometrische Vielfachheit, 89

linear, 186, 192 Gleichung

separierbar, 178 Parsevalsche, 76

System, 185 Gleichungssystem, 55
Differenzenquotient, 135 Zeilenstufenform, 56
differenzierbar, 135, 145 Gradient, 149

mehrfach, 137 Grenzfunktion, 129
Dimension, 59 Grenzwert, 29, 108
Dimensionsformel, 60 uneigentlicher, 133
direkter Beweis, 2 Gruppe, 22, 50
Distributivgesetz, 24 lineare Gruppe, 68, 95
divergent, 29, 108 unitare Gruppe, 95

bestimmt, 109, 110 Untergruppe, 95

Dreiecksungleichung, 27, 41, 72
Héaufungspunkt, 133

Eigenwert, 87 Hesse-Matrix, 151, 153
Einheitskugel, 72 hinreichende Bedingung, 1
Einheitsmatrix, 67 homogen

Einheitsvektor, 72 Differentialgleichung, 186, 192
Einschriankung einer Abbildung, 6 Gleichungssystem, 55
Euklidischer Algorithmus, 15 Homomorphismus, 53

Eulersche Zahl, 37 Hornerschema, 46
Exponentialfunktion

identische Abbildung, 6

fiir komplexe Zahlen, 120
imaginére Einheit, 39

fiir Matrizen, 121

Imaginarteil, 40
Extremum, 139

indirekter Beweis, 2

Fehlerfortpflanzung, 154 Infimum, 34
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inhomogen

Differentialgleichung, 186, 192
inhomogenes lineares Gleichungssystem, 55
injektiv, 5
Integral, 158

unbestimmtes, 163
integrierbar, 159

lokal, 167

uneigentlich, 167
Interpolationspolynom, 170
Intervallschachtelung, 33
invariant, 100
inverse Abbildung, 6, 67
inverse Matrix, 67, 70, 79
inverses Element, 22
invertierbare Abbildung/Matrix, 67, 69, 70
isolierter Punkt, 133
isometrische Abbildung, 83
isomorph, 54

[somorphismus, 54

Jacobi-Matrix, 153
Jordan-Kurve, 145
Jordan-Matrix, 98

Jordansche Normalform, 99

Korper, 24
Anordnung, 25
bewertet, 27
der komplexen Zahlen, 38
vollstandig, 31
Kern einer linearen Abbildung, 54, 65, 69, 82
Kettenregel, 136
Koeffizienten, 46
Koeffizientenmatrix, 68
erweiterte, 70
kommutativ, 22
komplexe Zahlen, 38
Exponentialfunktion, 120
konjugierte Zahl, 40

Kontraposition, 2
Konvergenz, 29, 108
absolute/bedingte, 113
punktweise/gleichméfig, 129
Reihe, 110
Konvergenzradius, 118
Koordinaten, 57
Kriterium
Cauchy-, 112
Leibniz, 112
Majoranten-, 114
Minoranten-, 114
Nullfolge-, 112
Quotienten-, 116

Wurzel-, 115
kritischer Punkt, 139
Kurve

regulér/singuldr, 146

Leibniz-Kriterium, 112
Limes, 29, 108
linear
Abbildung, 53
Differentialgleichung, 186, 192
Gleichungssystem, 55
lineare Gruppe, 68, 95
lineare Hiille, 52
linearer Teilraum, 51
Raum, 50
unabhéngig bzw. abhédngig, 57
Linearkombination, 52

Lipschitz-Bedingung, 182

Méchtigkeit von Mengen, 21
Majorante, 114
Majorantenkriterium, 114
Matrix, 62

ghnlich, 71

dquivalent, 71

adjungiert, 79
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Basiswechsel, 70
Cosinusfunktion, 121
Determinante, 84
Einheits-, 67
Exponentialfunktion, 121
Hesse-, 151, 153
inverse, 67, 70, 79
invertierbar, 67
Jacobi-, 153
Jordan-, 98
nilpotent, 98
orthogonal, 79
Rang, 69, 85
selbstadjungiert, 79, 91
Sinusfunktion, 121
Spur, 89
symmetrisch, 79, 91, 97
transponiert, 79
unitar, 79
Matrizenprodukt, 65
Maximum, 34, 139
Menge, 3
Méchtigkeit, 21
Metrik, 28, 106
Minimum, 34, 139
Minorantenkriterium, 114
Monoid, 22
monotone Folge, 33
Multiindex, 155

Negation von Aussagen, 4
neutrales Element, 22
nilpotent, 98

Norm, 72

normale Abbildung, 82, 93
notwendige Bedingung, 1
Nullfolge-Kriterium, 112
Nullstelle, 47

Ordnungsrelation, 8

orientierte Fléche, 83
orientiertes Volumen, 83
orthogonal, 75

Abbildung, 82

Matrix, 79
orthogonale Projektion, 79

Orthogonalisierungsverfahren, 75

Orthogonalsystem, 75
Orthonormalbasis, 75

Orthonormalsystem, 75

Parsevalsche Gleichung, 76
Partialsumme, 110
partielle Ableitung, 149
partielle Integration, 163
partikuldre Losung, 69, 188
Pascalsches Dreieck, 12
Polardarstellung, 44
Polynom, 46
charakteristisches, 88, 195
Interpolations-, 170
positiv definit, 92
positiv semidefinit, 92
Potenzreihe, 118
Produktregel, 136

quadratische Form, 92, 97
Quantoren, 4
Quotientenkriterium, 116

Quotientenregel, 136

Rang

einer linearen Abbildung, 61

einer Matrix, 69, 71
rationale Funktion, 46
Raum

metrischer, 106
Realteil, 40
Reduktion der Ordnung, 194
reelle Zahlen, 25
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reflexive Relation, 7 iiberabzéhlbar, 21
Reihe, 110 Umkehrabbildung, 6, 67
Relation, 7 Ungleichung, 25
Restglied, 143 Bernoulli, 26
Rhomberg-Verfahren, 173 Cauchy-Schwarz-Bunjakowski, 74
Richtungsfeld, 178 Dreiecks-, 27, 41, 72
Ring, 24 unitar
Sattelpunkt, 144 Abbildung, 82, 94
Schranke, 34 Gruppe, 95
selbstadjungiert Matrix, 79
Abbildung, 82, 95 Vektorraum, 73
Matrix, 91 Untergruppe, 95

Unt kt 51
selbstadjungierte Matrix, 79 ntervextorraum,

separierbar, 178 Urbild, 5
Sesquilinearform, 91 Vektorfeld, 185
Simpson-Formel, 173 Vektorkette, 99
Sinusfunktion Vektorraum, 50
fiir komplexe Zahlen, 120 euklidischer, 73
fiir Matrizen, 121 unitarer, 73
Skalarenmultiplikation, 50 Untervektorraum, 51
Skalarprodukt, 73 Verkniipfung, 22
Spur einer Matrix/Abbildung, 89 Abbildungen, 6
Stammfunktion, 162 Aussagen, 1
stationdrer Punkt, 139 Mengen, 3
Substitution, 163 Vielfachheit
Supremum, 34 algebraische/geometrische, 89
surjektiv, 5 einer Nullstelle, 47
symmetrisch Vollstandige Induktion, 10
Abbildung, 82 vollstindiger Raum, 25, 31, 42, 108
Abstand, 28, 72 Volumen
Matrix, 79, 91, 97 orientiertes, 83

Relation, 7

System (Differentialgleichung), 185, 186 Widerspruchsbevweis, 2

Wronskideterminante, 188, 193
Tangenteneinheitsvektor, 146 Wurzelkriterium, 115
Taylorpolynom, 143
transitive Relation, 7 Zeilenstufenform, 56
transponierte Matrix, 79

Trapezregel, 172



