Mathematik I fiir inf/swt PD Dr. P.H. Lesky

Konstruktion der ganzen Zahlen aus den natiirlichen Zahlen

Ziel: Die Gleichung m + x = n soll fiir alle m,n € N eine Losung besitzen.

Motivation: Fiir m < n — 1 besitzt die Gleichung genau eine Losung = € N und x ist durch
(m,n) € N x N eindeutig bestimmt. Aber (m + 1) + x = (n + 1) besitzt dieselbe Losung.
Allgemein:

m~+x =mnund k + x = [ besitzen dieselbe Losung < n+k =1+ m.
Auf N x N sei die Relation Rz C (N x N) x (N x N) definiert durch

(n,m)Rz(k,l) & n+k=101+m.

1. Beweisen Sie: Ry ist eine Aquivalenzrelation.

2. Essei Z = {[(n,m)] : (n,m) € N x N} die Menge der Aquivalenzklassen von Ry. Die
Addition dieser Aquivalenzklassen sei definiert durch

[(n,m)] + [(k,1)] :=[(n+ k,m+1)].
Zeigen Sie:

(a) Diese Definition der Addition ist unabhingig von der Wahl der Vertreter der
Aquivalenzklassen.

(b) (Z,+) bildet eine kommutative Gruppe.

(c) Die Abbildung f : N — Z : n+— [(1,n+ 1)] ist injektiv und erhélt die Addition:
f(n) + f(m) = f(n+m).
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