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Beispiel fiir einen nicht archimedischen Korper

Es sei
P(2) _
K := {f iz — ——= | P, Polynome ohne gemeinsame Nullstelle}

Q(z)
— 2 _

Schreibe f(z) = Z—i—i und nicht f(z) = %

z 22 —

Erganzung der zweiten. In K sind also alle Funktionen soweit wie moglich stetig erganzt. Bei

. Die erste Funktion ist eine stetige

der Addition und Multiplikation addiert bzw. multipliziert man einfach die Funktionsterme und

erganzt dann wieder stetig, soweit das moglich ist:

y P Py .
Fir fi = —, = — ¢ K definiert man
h=a0 274,
P, + P
i+ fe 1625—622621,
1 &2
P P

wobei auf den rechten Seiten alle gemeinsamen Polynomteiler z — a von Zahler und Nenner
weggekiirzt werden. Z.B.
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fl:C\{Q,—Q}—HC:Zr—);:z,
22 — 2
fz:(C\{Q,—Z}—>C:zH22_4
z—1 z—1 224z—2
= f1+f2-©\{2}.2l—>m <Z—2— R furz;é:I:2>

Dann ist (K, +,-) ein Korper (ohne Beweis). Dieser Korper heiBt Korper der meromorphen

Funktionen.

Auf K ist die Ordnungsrelation < definiert durch

a2+ ... +a a,
(Z'-)bmzm_'_+b?))<0 <= a<0, flgfz <= fl_f2<0 V f1:f2-

Man kann nun zeigen, dass (K, <) ein geordneter Korper ist. Wie iiblich schreibt man f; < f,

fir fiy < fo N fi# fo, fr = fo fir fo < fi,ound f1 > fo fiir fo < fi.

1) Bestimmen Sie alle Differenzen f; — fj, fiir die angegebenen Funktionen und ordnen Sie die

Funktionen f1,..., f5 der GroBe nach.
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2) Geben Sie das Einselement 1 in K an.



3)

4)

5)

Durch &(1) :=1 € K und ®(n+ 1) := ®(n) + 1 € K wird eine Abbildung ¢ : N — K
definiert. Geben Sie die Korperelemente ®(n) an und beweisen Sie, dass ¢ injektiv ist. Ab

jetzt identifizieren wir n € N und ®(n) € K.

Zeigen Sie, dass (K, <) kein archimedischer Korper ist:

Mit f: 2z — z gilt f > n fir alle n € N.

Folgern Sie, dass die Folge (%) in K nicht gegen 0 konvergiert.

Sei
| = f falls f >0,
' —f falls f <0.
Gegeben sei
' 1

Zeigen Sie, dass zu jedem g € K mit ¢ > 0 ein N, € N existiert, so dass |f| < g fir
k > N,. D.h. (fx) konvergiert in (K, <) gegen 0.



