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1. (Zum Votieren.) Bestimmen Sie alle Untergruppen von Csg, Dg, D1p und Qg und zeich-
nen Sie die entsprechenden Untergruppenverbande. Welche der vier Gruppen sind abelsch?
Finden Sie fiir jede Gruppe eine Teilmenge kleinster Kardinalitdt, die diese Gruppe erzeugt.
Begriinden Sie Thre Antwort.

2. (Zum Votieren.) Bestimmen Sie alle normalen Untergruppen von C3g, Dg, D1p und Qg. Wie
verallgemeinert sich Thr Ergebnis auf die Diedergruppe Da,, mit n € N? Begriinden Sie Thre
Antwort.

3. (Zum Votieren.)
(a) Sei G eine Gruppe und sei H < G eine Untergruppe. Bestimmen Sie die Linksneben-
klassen G/H sowie die Rechtsnebenklassen H\G in den folgenden Féllen:
i. G=Dip=(rs|rf=1=35%rs=sr"1), H=(r)
ii. G=Dip=(rs|r=1=s%rs=sr7t), H=(rs).

(b) Seien Hy, Hy und Hs Untergruppen von G mit [G : H3] = 60, [Hz : H; N H3] = 14,
[Hl NHs: HHNHyN Hg] =38, ’Hl N H2| =5 und |H2 N H3| = 7. Bestimmen Sie |G|

(c) Gibt es eine Gruppe G mit Untergruppen Hp, Hs und Hj derart, dass [G : H3] = 12,
[Hg : HlﬁHg] = 14, [Hlﬁﬂg : HlﬂHgﬂHg] =8, ’HlﬂHgy =5 und |H2ﬁH3‘ =177
Begriinden Sie Thre Antwort.

4. (Schriftlich, 11 Punkte.) Seien G und H Gruppen und ¢: G — H ein Homomorphismus.

(a) Sei U < H eine Untergruppe. Zeigen Sie, dass ¢~!(U) eine Untergruppe von G ist,
die normal in G ist, wenn U normal in H ist. Folgern Sie, dass Ker(¢) eine normale
Untergruppe von G ist.

(b) Zeigen Sie, dass ¢~ 1(U) = ¢~ 1(U Nim(¢)) ist, dass Ker(¢) C ¢ +(U) ist und, dass
67 (U)] = [Ker(¢)] - [U Nim(¢)] ist.

(c) Seien jetzt |G| = 84, H = Cg und ¢: G — H ein Epimorphismus. Zeigen Sie, dass G
eine normale Untergruppe der Ordnung 28 hat.

5. (Zum Votieren.)

(a) Seien R und S Ringe. Zeigen Sie, dass (R x S)* = R* x S* ist.
(b) Zeigen Sie, dass Z[X]* = Z* ist. Gilt R[X]* = R* fiir jeden Ring R? Begriinden Sie
Thre Antwort durch einen Beweis oder ein Gegenbeispiel.

6. (Schriftlich, 10 Punkte.) Seien R und R’ Ringe.

(a) Welche der folgenden Abbildungen sind Ringhomomorphismen?
i. p1: R—> Rx R ,r+— (r,0)
ii. pa: R—> Rx R,r— (r,7)
ili. p3: Rx R = R, (r,7")—r
iv. ps: Rx R— R, (r1,r2) — 11712
V. p5: RX R— R, (r1,m2) — 11 + 172

(b) Bestimmen Sie jeweils alle Ringautomorphismen von Z[i] und Z[X].

Begriinden Sie jeweils Thre Antwort.



7. (Zum Selbststudium.) Sei R ein Ring und sei S C R mit R = (S) (das heifit, R wird als Ring
von S erzeugt, mit anderen Worten ist R der einzige Unterring von R, der die Untermenge S
enthélt). Sei Ferner M,(R) der Ring der n x n-Matrizen mit Eintrégen in R, und sei E; ;(r)
die Matrix mit € R in Position (4, j) und allen tibrigen Eintrégen gleich 0.

(a) Zeigen Sie, dass der Ring M,(R) von der Menge S; = {E;;(r): 1 < i,j < n,r € R}
erzeugt wird.

(b) Zeigen Sie, dass der Ring M, (R) von der Menge Sy = {E;1(r): 1 <i < n,r € R} U
{E1(r):1<j <n,r € R} erzeugt wird.

(c) Wird M, (R) von der Menge S3 = {E; j(s): 1 <i,j <n,s € S} erzeugt? Begriinden Sie
Thre Antwort durch einen Beweis oder ein Gegenbeispiel.



