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Teil 1
Grundlagen



1 Logik

Aussagen

Die Mathematik ist eine Ansammlung von Aussagen iiber bestimmte Objekte (z.B.
Mengen, Zahlen). Diese Aussagen (Formeln) sind dadurch charakterisiert, dass sie
entweder wahr oder falsch sind ("tertium non datur”).

Beispiel

1+1=2 ist eine wahre Aussage.
1+1=3 ist eine falsche Aussage.
1+1 ist keine Aussage.

Um Aussagen unmissverstandlich und platzsparend aufschreiben zu konnen, fiih-
ren wir eine formale mathematische Sprache ein.

Die formale mathematische Sprache

Aufbau der formalen mathematischen Sprache:

1. Alphabet

Vorrat an Zeichen fiir

e Konstanten, z.B. 1, 0, 7
e Variablen, z.B. z, y, €

Variablen kénnen mit Konstanten belegt werden, z.B. beim Losen von
Gleichungen wie z.B. 2% = 4

e Relationen, z.B. <, >, C

e Funktionen und Verkniipfungen, z.B. sin, cos, +, U
e Relationsvariablen, z.B. R

e Funktions- und Verkniipfungsvariablen, z.B. f, g, *
e Logische Zeichen

— Junktoren, z.B. A, V, =
— Quantoren, z.B. 4,V
— Gleichheitszeichen =

e Klammern, z.B. (, )

Mit Hilfe dieser Zeichen werden alle mathematischen Objekte definiert und
bezeichnet.

2. Aneinanderreihung der Zeichen zu Termen, z.B. 1 + 1, und zu Formeln, z.B.
1+1=2.



Axiome und logisches Schliefien

Frage: Welche Aussagen (Formeln) sind wahr?

Einige Formeln werden als wahr vorausgesetzt (Axiome).

Der Wahrheitswert der anderen Aussagen soll durch logisches Schliefsen unter Vor-
aussetzung der Axiome ermittelt werden (mathematischer Beweis).

Das logische Schliefsen folgt nach festen Regeln.

Einige dieser Regeln werden ebenfalls als logische Axiome vorausgesetzt, die anderen
Regeln lassen sich durch Kombinationen der logischen Axiome gewinnen.

Festlegung der logischen Schlussregeln:

1. Moglichkeit: durch Wahrheitstafeln,
2. Moglichkeit: durch einen Logikkalkiil.

Wahrheitstafeln

Jede wahre Aussage erhilt den Wahrheitswert 1, jede falsche den Wahrheitswert
0. Seien A, B, ... Aussagen. In Abhéngigkeit ihrer Wahrheitswerte w(A), w(B), ...
werden die Wahrheitswerte von Aussagen, die aus A, B, ... und logischen Zeichen
zusammengesetzt sind, festgelegt.

Wichtige Beispiele:
1) =A: nicht A, Negation von A

Al -A
1] 0
0] 1

2) ANB: Aund B

3) AV B: Aoder B

4) A XOR B: entweder A oder B
5) A NAND B: nicht (A und B)
6) A NOR B: nicht (A oder B)

A B|AANB|AVvB|AXORB | ANAND B | ANOR B
111 1 1 0 0 0
110 0 1 1 1 0
0|1 0 1 1 1 0
010 0 0 0 1 1




7) A — B: Taus A folgt B”, ”A impliziert B”, "wenn A, dann B”

A|B|A— B
111 1
110 0
0|1 1
00 1

Die Zuweisung w(A — B)=1 in der dritten und vierten Zeile nennt man auch “ex
falso quodlibet”.

Ist A — B wahr, also w(A — B)=1, dann schreiben wir auch A = B.

Man nennt in diesem Fall A eine hinreichende Bedingung fiir B und B eine notwen-
dige Bedingung fiir A.

Beispiel
r=1=2=1

Kennt man den Wahrheitswert einer aus mehreren Aussagen und logischen Zeichen
zusammengesetzten Aussage, dann kann man manchmal daraus Wahrheitswerte von
einzelnen Bestandteilen ermitteln.

Beispiel

Ist w(A — B)=0, dann ist w(A)=1 und w(B)=0. Ist w(A — B)=1 und w(A)=1,
dann ist w(B)=1. Ist w(A — B)=1 und w(A)=0, dann kann w(B) daraus nicht
ermittelt werden.

8) A« B: ”A ist dquivalent zu B”, "genau dann A, wenn B”

A|B| A+ B
1|1 1
110 0
01 0
01]0 1

Ist w(A <» B)=1, dann schreiben wir auch A < B.

Beispiel
2r—1=12x=1

Tautologien

Eine aus den Aussagen A, B, ... und logischen Zeichen zusammengesetzte Aussage,
die unabhéngig von w(A), w(B), ... immer wahr ist, heifst Tautologie. Tautologien
konnen durch Wahrheitstafeln nachgewiesen werden.



Beispiele

1) AV -A

2) 71(AN—-A) (Satz vom Widerspruch)

3) AN(A— B)=B
)

4) A— B -B—-A
A|B|-A|-B|A—-B|-B—-A|A— B -B— -4
1)1 0 0 1 1 1

1170 0 1 0 0 1

011 1 0 1 1 1

01]0 1 1 1 1 1

5) A— B< —(AAN-B)
6) A« B& (A— B)A(B— A)
7) (A— B)A(-A— B) < B (Fallunterscheidungsregel)
8) De Morgan’sche Regeln
a) (AN B) < -AV-B
b) =(AV B) < -AA-B
9 (A— B)AN(B—C)=A—C (Transitivitdt der Implikation)
10) Distributivgesetze

a) AN(BVC)< (ANB)V (ANC)

b) AV(BAC)< (AVB)A(AVC)

Anwendungen von Tautologien:
1) Tautologien liefern wichtige Beweistechniken.

Beispiel
Es gibt 3 Alternativen, um A = B zu beweisen:

a) Direkter Beweis

Angenommen, A sei wahr (anderenfalls gilt ohnehin A = B). Dann zeigt man durch

eine Kette von logischen Schliissen die Giiltigkeit von B.

b) Indirekter Beweis
Zeige =B = —A durch einen direkten Beweis.

c¢) Widerspruchsbeweis

Zeige, dass aus AN B ein Widerspruch folgt, d.h. AAN—-B = C' A—C fiir irgendeine

Aussage C. Dann muss A A =B falsch sein und somit A = B gelten.

Beispiel

Sei A& |r—4] <1lund B :& x < 5.
Zeige A = B.

a) direkt

Sei |z —4| < 1.



lFall s >4 =0 —4d=|r—4/<l=z<5
2Fal: x <4 =2 <5

b) indirekt

-Bsr>b=x—-4>1>0
=|lr—4l=0-4>1

& —A

c¢) Widerspruchsbeweis

Angenommen, es gelte |[x — 4| < 1Az > 5.
=1<z—-4=|r—4] <1=1<1 Widerspruch!

2) Aufgrund von Tautologien ist jede logische Verkniipfung von 2 Aussagen A, B
(es gibt 16 verschiedene solche Verkniipfungen) jeweils dquivalent zu einer Aussage,
in der nur A, B, = und V auftreten, sowie dquivalent zu einer Aussage, in der nur
A, B, = und A auftreten.

Beispiel
A—-B& (AN-B)< -AVEB

Auferdem ist jede dieser 16 Aussagen jeweils dquivalent zu einer Aussage, in der
nur A, B und NAND auftreten, sowie dquivalent zu einer Aussage, in der nur A, B
und NOR auftreten.

Beispiel

AN B < (ANAND B) NAND (A NAND B),

—-(A A B) < ((ANAND B) NAND (A NAND B)) NAND ((A NAND B) NAND
(A NAND B))

3) Tautologien helfen bei der Konstruktion und bei der Vereinfachung von elek-
trischen Schaltkreisen (Grundlage eines jeden Computers).

Quantoren

Sei A(x) eine Aussage, in der die Variable z vorkommt.

Bezeichnungen:

Va: A(x)  Tfiir alle z gilt A(x)”

Ja: A(x) es existiert ein x, so dass A(z) gilt”

Ala: A(z) es existiert genau ein z, so dass A(x) gilt”
V heifst Allquantor, 3 Existenzquantor.

Beispiel
Die Aussagen
Ve:x>1—2>0

sowie
ANr:1l4+x=2

sind beide wahr, wenn z jeweils mit reellen Zahlen belegt ist.
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Verneinung von Quantoren:
Es gilt:

(Vo : A(x)) & Jx: —A(x)
—(3z: Ax)) & Vo : -A(x)

Beispiel
Vo 2?2 >0 — x>0 ist falsch fiir reelle z.

Beweis durch Gegenbeispiel:
Esist (—=1)>=12>0,aber -1 <0 =3z :=(2>>0— x> 0).

Logikkalkiile

Fiir Details beziiglich der Einfiihrung eines Logikkalkiils (es gibt mehrere dquivalen-
te Moglichkeiten) und der Beziehung zwischen Logikkalkiilen und Wahrheitstafeln
(Vollstandigkeitssitze, 1. und 2. Godelscher Unvollstandigkeitssatz, Turingmaschi-
nen) siehe zum Beispiel Ebbinghaus, Plum, Thomas: Einfiihrung in die mathemati-
sche Logik.



2 Mengen

Die grundliegenden Objekte der Mathematik sind Mengen. Dabei setzt man voraus,
dass eine Art "Urmenge” existiert, welche eine Sammlung von unendlich vielen Ele-
menten ist.

In den Lehrveranstaltungen zur Mathematik I/II geniigt es, von den natiirlichen
Zahlen N = {1,2,3,...} als "Urmenge” auszugehen. Eine mathematisch exakte Defi-
nition von N folgt demnéchst.

Ausgehend von dieser "Urmenge” konnen dann durch festgelegte Mengenbildungsre-
geln weitere Mengen gebildet werden.

Bezeichnungen

m & M 7 m ist Element der Menge M ”
Bsp.:1 €N

m & M 7 m ist nicht Element der Menge M ”
Bsp.: =1 ¢ N

Es gilt also m ¢ M < —(m € M).

Mengenbildungsregeln

1. Aussonderungsregel

Ist M; eine Menge und A(x) eine Aussage, dann ist My = {x € M; : A(x)} eine
Menge, d.h., M, enthélt alle Elemente von My, fir die A(z) wahr ist.

Beispiel

M12N7M2:{$€N$>10}

2. Vereinigungsregel

Sind M; und My Mengen, dann ist M3 = My U My = {x : x € My Vz € My} eine
Menge. M3 heifst dann Vereinigung von M; und M.

Beispiel

M, ={1,2,3}, My ={3,4}, M3 ={1,2,3,4}

3. Paarmengenregel
Sind M; und M, Mengen, dann ist M3 = {M;, My} eine Menge. Mj heifst dann
Paarmenge von M; und M,. M3 enthélt die Mengen M; und M als Elemente.

Beispiel
My ={1,2,3}, My = {3,4}, M3 ={{1,2,3},{3,4}}

4. Gleichheitsregel
Zwei Mengen M und N sind gleich, wenn sie die gleichen Elemente besitzen.
In der formalen mathematischen Sprache schreibt sich diese Regel folgendermafsen:

VMVYN :(Vz:((reM -x e N)AN(x e N—zxe€ M))—- M=N)
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Beispiel

SeiM ={zeN:z>1}und N={xreN:ax+1>2}. Zeige: M = N.
Beweis
reM zeNAz>1
zeNAxz+1>2
reN

zeENAz+1>2
zteENAz>1
zeM

Also ist M = N. |

rzeN

A

Eine Menge N heifst Teilmenge von M, in Zeichen N C M, falls gilt:
Vr:zeN=ux¢ec M.

M heiftt dann Obermenge von N.
Ist NC M und N # M, dann schreiben wir auch N C M.
In mancher Literatur wird "C" statt "C" und ";" statt "C"verwendet.

Beispiel
{1,2,3} CN, {1,2,3} C N

5. Potenzmengenregel
Sei M eine Menge, dann ist P = {N : N C M} eine Menge, die sogenannte Potenz-
menge von M.

Beispiel
M ={1,2,3}, P(M) = {{1},{2}, {3}, {1, 2}, {1,3},{2,3},{1,2,3},0}

Hierbei ist () die leere Menge. Sie enthélt keine Elemente.

Seien M, N # (). Eine Zuordnungsvorschrift f, die jedem x € M genau ein
y = f(z) € N zuordnet, heiftt Abbildung oder Funktion.

Kurzschreibweise: f: M — N, x — f(x).

M heift Definitionsbereich von f.

Ist y = f(z), dann heift y das Bild von z (unter f) und x das Urbild von y.

Beispiel
f:N—= N, z+ 22 ist eine Funktion.

6. Ersetzungsregel

Sei f eine Funktion und M Teilmenge des Definitionsbereichs von f. Dann ist
f(M) = {f(z) : © € M} eine Menge, die sogenannte Bildmenge von M (unter
der Funktion f).

Beispiel
f No>Nz—z+1, M={1,23}, f(M)=1{2,3,4}
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Aufgrund der Aussonderungsregel konnen wir auch fiir jede Teilmenge Y des Wer-
tebereichs einer Funktion f : M — N die Menge f~'(Y) = {z € M : f(z) € Y},
die sogenannte Urbildmenge von Y, bilden.

Beispiel

[ No>Nz—z+1,Y={345} YY) =1{23,4}

Die Mengenbildungsregeln 1-6 erlauben weitere Mengenbildungen. Fiir zwei Mengen
M, My ist zum Beispiel:

a) MiNnMy={x:x€ M NzeM}={xe€ M :ze M}

die Schnittmenge von M; und M (bei dieser Mengenbildung wird die Ausson-
derungsregel angewandt). Ist M; N My = (), dann heiken M; und M, disjunkt.

b) Mi\My={x:x€ My Na¢ My} ={x € M :x¢ M}

die Differenzmenge von M; und M,. Ist My C M, dann heifst M; \ My auch
das Komplement von M; in My, in Zeichen: Ms.

C) Ml X M2 = {(ml,mg) tmy € M1 A Mo € MQ}

das kartesische Produkt von M; und Ms. Hierbei ist (my, mq) = {mq, {ms}}
das sogenannte geordnete Paar von m; und ms. Im Unterschied zur Menge
{m1,mao} = {mg, my} ist bei geordneten Paaren die Reihenfolge von m; und
meo entscheidend, d.h., es ist (my,mg) # (ma,my), falls my # my ist. Insbe-
sondere gilt (my,me) = (M}, mh) < my =mj Amg =m).

Beispiel

Mi={zeR:1<z<3}, My={zeR:2<x<4},
MinMy={zeR:2<z<3},
Ml\M2:{$ER51§I<2},

My x My={(z,y) e RxR:1 <z <3 A2<y<4}.

Allgemeiner erhalt man fiir Mengen My, ..., M,:
a) UMy =MUMU---UM, ={z:3je{l,...,n}:xe M}

k=1
die Vereinigung der Mengen My, ..., M,.

b) My =MiNnMyn---NM, ={z:Vje{l,....,n}:xe M}
k=1

die Schnittmenge von M, ..., M,.

c) [I My = MyxMyx---xM, ={ (z1,....,2,) :Vje{l,...,n}:z; € M;}
= dnetes n-Tupel
geordnetes n-Tupe

das kartesische Produkt von My,..., M,. Ist My = My = --- = M, = M,
dann schreibt man auch M™ statt M x --- x M.
—_—

n-fach
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Beispiel
R?=R xR = {(z,y) 1 2,y € R},
RE=RxRxR={(z,y,2) : z,y, 2 € R}.

Rechengesetze fiir Mengen
Seien L, M, N Mengen, dann gilt:
1. Assoziativgesetz
(a) (LUM)UN=LU(MUN)
(b) (LNM)NN=LN(MnNN)
2. Kommutativgesetz
(a) MUN=NUM
(b MON=NNM
3. Distributivgesetz
(a) LUMNN)=(LUM)N(LUN)
(b) LN(MUN)=(LNM)U(LNN)
4. De Morgan’sche Regeln
(a) L\ (MUN) = (L\M)N(L\N)
(b) L\ (MNN) = (L\M)U(L\N)

Beweis

dieser Regeln durch logisches Schliefen unter Ausnutzung von Tautologien, zum
Beispiel fiir 3.(a):

Betrachte die Aussagen:

Alx) sz €L, Bx)szxeM, C):<szxeN

Dann gilt:
reLUMNN) &  A(x)V(B()AC@))
AP (A(2) v B(2)) A (Alz) V O(x))
& rxe(LUM)N(LUN)
Also gilt 3.(a). O

Wir erkennen: U bei Mengen entspricht V bei Aussagen, N bei Mengen entspricht A
bei Aussagen und \ bei Mengen entspricht = bei Aussagen.
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Relationen

Seien M, My Mengen. Jede Teilmenge R C M; x M, heit (zweistellige, binére)
Relation (zwischen M; und My). Fiir (x,y) € R schreibt man auch zRy.

Beispiele

a) M1 = M2 = ]R,
R ={(x,y) € R?: z < y} ist eine Relation auf R.
Bei dieser Relation schreibt man auch (z,y) € < statt (z,y) € R sowie z < y
statt z Ry.

b) K = {(z,y) € R*: 2% + y* = 1} ist ebenfalls eine Relation auf R.

Sei f: My — M, eine Funktion. Dann ist der sogenannte Graph

G(f) = {(z,y) € My x My :y = f(2)} = {(x, f(x)) € My x My}

von f eine Relation. Ist umgekehrt R eine Relation zwischen M; und M, mit der
Eigenschaft
Ve e M3y € My : (z,y) € R,

dann ist R = G(f) mit f: M} — M, x +— y.

Beispiel

M={zeR:-1<x<1},
H={(r,y) e M xM:2>+y*=1Ay >0}
= H=G(f)mit f: M — M, f(z)=+V1-—2a2
Beachte: Hier gilt f(M) C M.

Eine Relation R € M x M heikt Aquivalenzrelation (auf M), falls
(i) Va € M : aRa (R ist reflexiv)
(ii) Ya,be€ M : aRb < bRa (R ist symmetrisch)
(iii) Va,b,c € M : aRbANbRc = aRc ( R ist transitiv)
Fiir Aquivalenzrelationen verwendet man hiufig das Zeichen ~ statt R.

Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf M und a € M. Dann heifit die Menge
[a] :={b € M : b~ a} die Aquivalenzklasse von a (bzgl. ~).

Beispiel
Sei M =Z={...,-2,—-1,0,1,2...} n € N\{1}. Dann definiert

a~b:esdkeZ kn=a—0

eine Aquivalenzrelation (Nachweis der Giiltigkeit von (i), (ii), (iii) durch Nachrech-
nen).

Bei dieser Aquivalenzrelation schreibt man fiir @ ~ b auch @ = b mod n (b modu-
lo n) Die Menge aller Aquivalenzklassen bzgl. dieser Aquivalenzrelation bezeichnet
man mit Z,, oder mit Z/nZ.

Im Falle n = 2 gibt es genau 2 verschiedene Aquivalenzklassen, nimlich [0] =
{0,£2, 44, ...} und [1] = {1, £3, £5,... }. Also ist Z, = {[0], [1]}.
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Axiome der Mengenlehre

Formuliert man die Mengenbildungsregeln 1-6 aus 2.1 sowie das Postulat der Exi-
stenz einer unendlichen "Urmenge” mathematisch exakt in der formalen mathema-
tischen Sprache, dann erhélt man das Zermelo-Fraenkelsche Axiomensystem der
Mengenlehre.

Dieses Axiomensystem schliefst Mengenbildungen aus, die in sich widerspriichlich
sind, wie z.B. {M : M ¢ M}.

Ein zusétzliches Axiom der Mengenlehre ist das sogenannte Auswahlaxiom. Es er-
leichtert viele mathematische Argumentationen, impliziert aber auch iiberraschende
Aussagen wie das Banach-Tarski Paradoxon.

Fiir Details siehe zum Beispiel Ebbinghaus.
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3 Die reellen Zahlen

3.1 Einfiihrung der reellen Zahlen

Moglichkeit 1:
Konstruktion der reellen Zahlen ausgehend von den natiirlichen Zahlen:

1. Schritt:

Definition der natiirlichen Zahlen durch ein Axiomensystem (Peano-Axiome):

Die natiirlichen Zahlen bilden eine Menge N, auf der eine Abbildung v : N — N
(Nachfolgerfunktion) definiert ist mit folgenden Eigenschaften:

(N;) 3z € N: x ¢ v(N). Bezeichnung: 1 :=x
(Ng) an,ng eN: I/(nl) = V(ng) = N1 = Na.

(N3) Induktionsaxiom:
Ist M C N und gilt

(i) 1 € M und
(i) ne M =v(n)e M,

dann ist M = N.

Man bezeichnet nun: 2 := v(1), 3 :=v(2),... .
Fiir m,n € N sei

m+1:=v(m), m+(n+1):=v(m+n),

m-1:=m, m-(n+1):=m-n+m.

Aufgrund von (Nj) sind auf diese Weise m +n und m - n fiir alle n,m € N definiert.
Auferdem definiert man

m<n:<3iddeN:m+d=n.

Ausgehend von diesen Definitionen von +,-, < kénnen mit Hilfe von (Nj3) alle be-
kannten Rechengesetze von N (z.B. Assoziativgesetz, Kommutativgesetz, Distribu-
tivgesetz, Umformungsregeln fiir Ungleichungen) bewiesen werden.

Alternativ kann in (N;) und (N3) die 1 durch die 0 ersetzt werden und 1 := v(0)
gesetzt werden. Dann ist 0 € N.

Anderenfalls fithrt man Ny := NU {0} ein, um die 0 einzubezichen.

2. Schritt:
Konstruktion der ganzen Zahlen Z = {...,—2,—1,0,1,2,...} aus N durch Bildung
geordneter Paare, z.B. (1,2) fiir 1 — 2 =: —1, und Aquivalenzklassenbildung zur

Gleichsetzung gleichwertiger Differenzen, z.B. (1,2) ~ (2,3) wegen 1 —2 =2 — 3.
Erweiterung der Definitionen von +, -, < auf Z.
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3. Schritt:
Konstruktion der rationalen Zahlen Q = ™ : m € Z,n € N} aus Z durch Bil-
dung geordneter Paare, z.B. (1,2) fir 1: 2 =: %, und Aquivalenzklassenbildung zur

Gleichsetzung erweiterter oder gekiirzter Briiche, z.B. (2,4) ~ (1,2) ~ (3,6) wegen
2 _1_ 3

i=31 7%
Erweiterung der Definitionen von +, -, < auf Q.

4. Schritt:

Konstruktion der reellen Zahlen R aus Q zum Beispiel mit Hilfe von Intervallschach-
telungen zur Definition der irrationalen Zahlen (nicht abbrechende, nicht periodische
Dezimalbriiche).

Erweiterung der Definitionen von +, -, < auf R.

Auf der Basis der oben skizzierten Konstruktionen und Definitionen lassen sich alle
bekannten Rechengesetze von N, 7Z, Q und R beweisen.

Fiir mehr Details siehe Lehrbiicher fiir MathematikstudentInnen, teilweise aber auch
Lehrbiicher fiir InformatikstudentInnen.

Moglichkeit 2:
Beschreibung von R durch Axiome:

Die reellen Zahlen bilden eine Menge R, in der folgende Axiome gelten:
1) die Korperaxiome, siehe 3.2,
2) das Induktionsaxiom, siehe 3.3,
3) die Anordnungsaxiome, siehe 3.4,
4) das Supremumsaxiom, siehe 3.5.

Mit Hilfe der Konstruktionen aus Moglichkeit 1 kann unter Voraussetzung der Exis-
tenz von N bewiesen werden, dass eine (bis auf strukturerhaltende Kopien) eindeu-
tige Menge R existiert, welche die Axiome 1) - 4) erfiillt. Aus den Axiomen 1) - 4)
folgen alle bekannten Rechengesetze von R, Q,7Z und N.

3.2 Die Korperaxiome und Folgerungen

Axiom 1 Auf der Menge der reellen Zahlen R sind zwei Verkniipfungen, d.h. Ab-
bildungen von R x R nach R, namlich + (Addition) und - (Multiplikation) definiert
mit folgenden Eigenschaften:

(A)) Va,b,ceR: (a+b)+c=a+(b+c¢) (Assoziativitat von +)
(Ay) Va,beR: a+b=b+a (Kommutativitat von +)

(A3) Iz eRYVaeR: a+z=a (Neutrales Element bzgl. +)
Bezeichnung: 0 := z.
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(Ay) Vae Ry eR: a+y=0 (Inverses Element bzgl. +)
Bezeichnung: —a =y

(M) Va,b,ceR: (a-b)-c=a-(b-c) (Assoziativitit von -)
(M) Va,beR: a-b=b-a (Kommutativitit von -)

(M;) A'peRVaeR: a-p=a (Neutrales Element bzgl. -)
Bezeichnung: 1 := p.

(My) Va e R\{0}A geR: a-qg=1 (Inverses Element bzgl. -)

: Co-l 1.
Bezeichnung: a™ 1= - :=q.

(D) Ya,b,ceR: a-(b+c¢c)=a-b+a-c (Distributivitdt)
Hierbei sei Punktrechnung vor Strichrechnung vereinbart, d.h. a - b+ a-c =
(a-b)+ (a-c).

Definition

a) Eine Menge M mit einer Verknipfung x : H « H — H heifst Halbgruppe, falls
qilt
Vae,y,2 € M@ xx(y*2z) = (z*xy)* 2,

d.h., falls x assoziativ ist.
b) Eine Halbgruppe (M, ) heifst Monoid, falls gilt
dee MVx e M : exx=x=uxx*e,
d.h., falls ein neutrales Element existiert.
c) Ein Monoid (G, x*) heifit Gruppe, falls gilt
VreGlye G. yxx =e,
d.h., falls ein linksinverses Element zu x existiert, namlich y

d) Eine Gruppe (A, *) heifft abelsch oder kommutativ, falls gilt
Ve,ye A: xxy=yx*ux,

d.h., falls x kommutativ ist.

Satz 3.1 Sei (M, x) ein Monoid. Dann gibt es genau ein neutrales Element in M.

Beweis
Seien e, e’ neutral. Dann gilt e = ¢’ xe=¢' = e =¢€'. O
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Satz 3.2 In jeder Gruppe (G,x*) gilt:

(i) Vex,y € G: yxx =e = xxy = e, d.h., jedes linksinverse Element ist auch
rechtsinvers und somit invers (d.h. links- und rechtsinvers).

(ii)) Ve e G ye G: yxx=e=xxy

Bezeichnung: x=' ==y

(1)) Ya,be Gz € G: axx =10

w) Va,b € l'yeG: yxa=
(iv) Ya,b € G3 G b
(v) Ve eG: (z7)t=uz

v) VIT,Y € ek y)T T =y kT
(vi) Vo,y € G (z*y) ' =y xa!

Beweis

(1) Seien x,y € G und es gelte y x z = e.
=dzeG: zxy=ce
ﬁx*y:e*(m*y):(z*y)*(a:*y)Aés'z*(y*(a:*y)):z*((y*x)*y):
zx(exy)=z*xy=e

(17) Seienx,y,zeGundesgel‘cey*x:e@x*y Azir=eZgxz
=Sz=exz=(yxx)xz=yx*x(r*xz)=y*xe=y

(77i) Eindeutigkeit:
Sei a*xx =Db.
=Salxaxz=alxb
=z=alx%b
Existenz:
Sei z :=a ! *b.
= axr=ax(atxb)=(axa)xb=cxb=0b
Alsogilt axb=2 < v =a"! *b. O

Definition
a) Eine Menge R mit zwei Verknipfungen +, - heif$t Ring, falls gilt:

(i) (R,+) ist kommutative Gruppe.
(i) (R,-) ist Monoid.

(iii) Ya,b,c € R: (a+b)-c=a-c+b-c N a-(b+c¢c)=a-b+a-c
(Distributivgesetz)
Hierbei gilt Punkt vor Strich, d.h. a-c+b-c=(a-c)+ (b-c)

(iv) 0 # 1, wobei 0 das neutrale Element bzgl. + und 1 das neutrale Element
bzgl. - bezeichnet.
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b) Ein Ring (R, +,-) heifft kommutativ, falls - kommutativ ist.

c) Ein Ring (R,+,-) heifft Kérper, falls (R\{0}, ) eine kommutative Gruppe ist.

Bezeichnungen
— x := Inverses von x bzgl. +,

r—y:=z+(=y)
1

% = a7 := Inverses bzgl. -,
§:zx:y::w-y’1,
2=z,

Ty =1x-y.

Mit Hilfe der eben eingefiihrten Fachbegriffe und wegen der Sitze 3.1 und 3.2 kénnen
wir das Axiom 1 erheblich kiirzer formulieren:

Axiom 1 AufR sind zwei Verkniipfungen + und - definiert und (R, +,-) ein Korper.

Satz 3.3 In jedem Ring (R,+,-) (und somit auch in jedem Kdérper, insbesondere in
(R, +,)) gelten:

(i))VreR: 0-x=0=x-0
(i) Ve,y € R: (—z)-y=—(x-y) und damit (—1) -z = —x
(i) Ve,y e R: (—x)-(-y)=x-y

(w)Vo,y,z € R: —u(y — 2) = —wy + 2

Beweis
D) 0-2+40 272" (04+0)-2=0-z
3.1
=0-2=0
z-0+2-0=2-(0+0)=2z-0
=2-0=0
(i) z-y+(~2) y=(z+(-2))-y=0-y 20
Z(-2)y=—(z-y) 0

Satz 3.4 In jedem kommutativen Ring (R,+,-) (und somit auch in jedem Kérper,
insbesondere in (R,+,-)) gelten die binomischen Formeln

(i) Ya,b € R: (a+b)? =a®+ 2ab+ V?,
(ii) VYa,b € R: (a—b)* = a® — 2ab + ?,
(iii) Ya,b € R: (a+b)(a—b) = (a® — b?).
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Beweis
(CL+ b)(a—|— b) = a(a_|_ b) + b<a+ b) — a2 +ab+ ba+62 ngiomm.

(i) (a+b)* =
a® +ab+ab+b* = a® + 2ab + b*
(i4), (i3i) dhnlich O
Satz 3.5 In jedem Korper (K,+,-) (und somit auch in (R,+,-)) gelten:
(i))Va,be K: ab=0 & a=0V b=0
y a ¢ a d ad
+
(iii) Ya,c € K Wb, d € K\{0} : %i%:“dbdbc
Beweis
(i) 7 <" folgt aus 3.3(i)
7= 7: Sei ab = 0.
1. Fall: a # 0
b=1-b=(-a)-b=1(a-b)=2-0=0= a=0V b=0
O

2. Fall:a=0= a=0V b=0

3.3 Das Induktionsaxiom und Folgerungen
Axiom 2 (R, +,-) enthdlt eine Teilmenge N, welche das folgende Induktionsaziom
erfullt: Ist M C N und gilt
(i) 1 € M (wobei 1 das neutrale Element der Multiplikation in R ist),
(i))neM=n+1¢€ M,
dann ist M = N. N st die Menge der natirlichen Zahlen.

Satz 3.6 (Vollstandige Induktion) Firn € N sei A(n) eine Aussage. Es gelte

(1) A(1) ist wahr. (Induktionsanfang)

(ii) Fir alle n € N gilt: Ist A (n) wahr (Induktionsannahme, Induktionsvorausset-
zung), dann ist auch A (n + 1) wahr (Induktionsschritt).

Dann ist A (n) fir alle n € N wahr (Induktionsschluss).
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Beweis
Sei
M ={neN:A(n) ist wahr}
Wegen (i) gilt:
leM
und wegen (i7) gilt:
neM=n+1leM

Nach dem Induktionsaxiom folgt

M =N.
Anwendung:
Sei .
A(n): 1+2+...+n:w
Zeige, dass A (n) fiir alle n € N wahr ist.
e Induktionsanfang:
2 1-(1+1
Al):1==-= 1+l ist wahr.

2 2
e Induktionsvoraussetzung (IV):
A(n) ist wahr.
(IV) n-(n+1)
N 2
n-(n+1)+2-(n+1)

= 1+24+...+n+(n+1) +n+1

2
(n+1)-(n+2)
2

= A(n+1) ist wahr.

e Nach Satz 3.6 gilt der Induktionsschluss:

A(n) ist fir alle n € N wahr.

Definition (Summenzeichen, rekursive Definition)

E A = aq

k=1

n+1 n

E ap = E ar | + ant1
k=1 k=1

22



Nach dem Induktionsprinzip gilt dann
Zak:al—l—ag—i—...—i—an fiir alle n € N,

n n+1

Zak = Zak_l fiir n € Np.
k=0 k=1

Damit konnen wir die eben bewiesene Formel kiirzer schreiben:

Satz 3.7 (arithmetische Summenformel)
= n-(n+1)
Vn e N: k= ——7——
n e ; 5

Definition (Ny, Z, Q als Teilmengen von R)

NO = NU {0}
Z = NoU{-n:neN} (ganze Zahlen)
Q = {Z:ne€ZmeN} (rationale Zahlen)

Satz 3.8

N, +) ist eine Halbgruppe.

(i1) (No,+), (N, ) sind Monoide.
Z,+,-) ist ein kommutativer Ring.

+,-) ist ein Korper.

20 = 1,
x! =
"t o= p.am
Ist x # 0, dann sei aufferdem
1
. L
=

Satz 3.9
(i) Ve € R\ {0} Vm,n € Z: ™" =™ . ™



(ii) Ve € R\ {0} Vm,n € Z : ™™ = (a™)"
(iii) Vr,y e R\ {0} Vn € Z: (z-y)" =a™ -y

Beweis
durch vollstandige Induktion.

Satz 3.10
n+1

n 1 o
(1) Vg e R\ {1}: qu = 1—q (geometrische Summenformel)
k=0

(i) Ya,b € R: (a—b) - (a" b)) = a" — b7
0

3
—_

i

Beweis
durch vollstandige Induktion.

3.4 Die Anordnungsaxiome und Folgerungen

Axiom 3 (R, +,-, <) ist ein angeordneter Korper, das heifit, auf dem Korper R ist
eine Relation < (Kleiner-Relation) definiert, welche die folgenden Anordnungsazio-

me erfillt:

(01) Ya,beR:a<b XOR a=b XOR b < a (Trichotomie)

(02) Ya,b,c e R:a <bAb<c=a<c (Transitivitdit)

(03) Ya,b,c e R:a <b= a+ c<b+c (Vertriglichkeit mit +)

(04) Ya,b,c e R:a <bAN0<c= a-c<b-c (Vertraglichkeit mit Multiplikation

mit positiver Zahl)

Bezeichnungen
a>b & b<a (Grofer-Zeichen)
a<b = a<bVa=b  (Kleiner-Gleich-Zeichen)
a>b = a>bVa=b  (Groker-Gleich-Zeichen)
Rt = {a€R:a>0} (positive reelle Zahlen)
RS = {a€R:a>0} (

nicht negative reelle Zahlen)

Definition Eine Relation R C M x M heifit Ordnungsrelation (auf M), falls gilt:

(i) Ya € M : aRa (R ist reflexiv)

(i) Ya,b € M : aRbANbRa = a=0b (R ist antisymmetrsich)

(1ii) Ya,b,c € M : aRb N bRc = aRc (R ist transitiv)
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Beispiel
< ist Ordnungsrelation auf R (folgt aus (O1), (02))

Aus (O1) — (04) folgt aufserdem
Satz 3.11 Fiir alle a,b,c € R gelten:

(1) a>0& —a<0
a<0& —a>0

(2) a# 0= a*>0 (insbesondere 1 =1* > 0)

1
(3) a>0=—->0
a

1
a<0=-<90
a

(4) (a<bAhc<0)=a-c>b-c
1 1

) 0 b <z

(5) <a<b= g <-

Anwendung finden diese Regeln beim Loésen von Ungleichungen.
Satz 3.12 (Bernoulli-Ungleichung) Firz € R, x > 1 und n € Ny gilt
1+x)">14+n-z

Beweis
durch vollstandige Induktion unter Verwendung von (O4).

Definition (Intervalle)

la,b]:={z € R:a < x <b} (abgeschlossenes Intervall)
la,b[:={x € R:a <z <b} (offenes Intervall)

la,b]:={x € R:a <z <b} (rechts halboffenes Intervall)
la,00[:={zx € R:a <z}

Analog definiert man |a,b], |—00,b], Ja, o[, | — 0o, 00[= R

Definition (Betrag von x)

2] = x, fallsx >0
T =z, fallsx <0

Satz 3.13 Fir alle a,b € R gelten:
(i) la| > 0A(la] =0< a=0)
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(it) la] > a A (Ja] =a < a>0)

(i) Ja b = [a] - b

() la+0b| <|a|+ |b] (Dreiecksungleichung)

(v) |la] — |b]| < |a—0b| (Dreiecksungleichung nach unten)
(vi) la-b| <% (a®+b%)

Beweis
von (iv) (unter Voraussetzung, dass (ii) schon bewiesen ist):

1. Fall: a+b6>0
(—ﬁ>)]a+b|:a+b§\a]~l—]b\

2. Fall: a+b<0
= la+0b = —(a+b)=(—a)+ (=b) < |—a| + |-b] = |a| + |b] O

Satz 3.14 Va,bceQ:a<b=dceQ:a<c<b

Beweis

Wahle zum Beispiel ¢ = GTH’ O

3.5 Das Supremumsaxiom und Folgerungen
Definition Sei M C R.

a) a € R heifft obere Schranke, fallsVr € M : x < a.
a € R heifit untere Schranke, fallsVx € M : x > a.

b) M heifit nach oben (bzw. nach unten) beschrankt, falls M eine (und damit
unendlich wviele) obere (bzw. untere) Schranken besitzt. M heifit beschrinkt,
falls M nach oben und nach unten beschrdinkt ist.

c) a € R heifst Maximum (bzw. Minimum) von M, fallsa € MAVx € M :x < a
(bzw. x > a).
Bezeichnung: a = max M (bzw. a = min M ).

d) a € R heifst Supremum von M, falls a die kleinste obere Schranke von M ist,
d.h.
VeeM:z<a)AN(Ve>0IdImeM:a—e<m<a).

a € R heifit Infimum von M, falls a die grifte untere Schranke von M ist.
Bezeichnung: a = sup M (bzw. a = inf M ).
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Bemerkung
Ein Maximum ist gleichzeitig Supremum, ein Minimum gleichzeitig Infimum, aber
nicht umgekehrt.

Beispiel
Fir M = [0,2[ gilt: 0 = min M = inf M, 2 = sup M. M hat kein Maximum, da
2¢ M.

Axiom 4 Jede nichtleere, nach oben beschrinkte Teilmenge von R besitzt ein Su-
premum.

Satz 3.15 Jede nichtleere, nach unten beschrinkte Menge M C R besitzt ein Infi-
mum.

Beweisidee
Folgt aus Axiom 4, da —M := {—m : m € M} nichtleer und nach oben beschrinkt
ist. O

Satz 3.16 R ist ein archimedisch geordneter Korper, d.h., es gilt
VzeR" IneN:n> . (A)

Beweis

Angenommen, (A) gilt nicht. Dann ist N nach oben beschrénkt und besitzt nach
Axiom 4 ein Supremum s = supN. = IneN:s—1<n<s =s<n+1eN,
ein Widerspruch zu s = sup N. O

Mit z = %, e > 0, folgt aus (A):

Korollar 3.17 1
Ve>0dng e NVn>ng: — <e.

Satz 3.18 (Existenz der n-ten Wurzel)

Va € R Yn e N3z e R : 2" = a.

Bezeichnung: © = {/a = an, ¥/a = \/a.
Der Satz folgt aus der Tatsache, dass {r € R} : 2" < a} nichtleer und nach

oben beschrénkt ist und aus Axiom 4. Er kann aber auch mit fortgeschritteneren
Methoden (konvergente Folgen) einfacher bewiesen werden.

Definition Fir a € Rt und m,n € N sei

m
n

1

m -
n

= \am,  a
a
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Satz 3.19 i) Ve e R" Vr,se Q: a5 =a" 2°
ii) Ve e Rt Vr;s € Q: 2" = (2")*

i) Ve,y e Rt VreQ: (z-y) =a" -y

Satz 3.20 /2 ist irrational, d.h. \/2 € R\Q.

Zum Beweis benotigen wir folgende Vorbereitungen.

Definition

a) Sein € Z. Die Zahl m € N heifst Teiler von n (Bezeichnung: m|n), falls
Jdk € Z:n=km.

n heifit dann teilbar durch m und m teilt n.

b) Die Zahlen p,q € Z heifien teilerfremd, falls kein k € Z\ {1} existiert mit k|p
und kl|q.

c¢) Die Zahl n € Z heifit gerade, falls 2|n. Anderenfalls heifit n ungerade.
Satz 3.21 Fir allen € N gilt:
n gerade <= n? gerade.

Beweis
7 = 7: (direkter Beweis)
Sei n € N. Dann gilt:

n gerade = dk e N:n =2k
= n? = 4k* = 2(2k?)
= n? gerade.

7 < 7: (indirekter Beweis)
Sei n € N. Dann gilt:

n ungerade = ke Nyg:n=2k+1
= n’=(2k+ 1) =4k> + 4k + 1 =2(2k* + 2k) + 1

= n? ungerade.
Hierbei gilt £ = min{p € N: 2p > n} — 1 (Beweis durch vollstindige Induktion). O

Beweis von Satz 3.20 (Widerspruchsbeweis)
Angenommen, v2 € Q.

= In,meN:/2= 2 und n,m sind teilerfremd
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= 2m? =n?
= n? gerade

3.21
= n gerade

= JdkeN:n=2k
= 2m? =n? = 4k?
= m? = 2k?

= m? gerade

3.21

= m gerade.

Also gilt 2|n und 2|m, ein Widerspruch, denn n, m sind teilerfremd.
Satz 3.22 Es seien a € R\{0}, b,c € R und b* > 4ac. Dann gilt:

—b+ Vb? — 4dac

a$2+bl’+C:O < Tij2 =

2a
Beweis
Unter den Voraussetzungen des Satzes gilt:
ar’? +br+c=0 |:a#0
b
— ’+-x+ £-0
a a
— 2oty (2 2 AN
x — — ) =(=] — -
2a 2a 2a a
= + AN (b? — 4ac) >0
o 4a? ac
b 1 b 1
= + —=—Vvb —dac) V (z+ — = ——Vb> —4dac
20 2a 2a 2
—b+ Vb? — dac
<~ 513'1/2 = % .
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4 Zahlentheorie

4.1 Kombinatorik
Definition Es seien M C N und r € N.

a) Jedes r-Tupel (a,...,a.) € M" heifit eine r-Permutation (aus M) mit Wie-
derholunyg.

Anwendungen:

1. Ziehen von r Kugeln aus einer Urne mit Zuricklegen. Die Reihenfolge der
Ziehung ist von Bedeutung.

2. Verteilen von r unterscheidbaren Kugeln auf so wviele Zellen, wie M FEle-
mente hat, mit Mehrfachbesetzung von Zellen.

b) Jedes r-Tupel (ay,...,a,) € M" mit a; # a; firi # j heifit eine r-Permutation
ohne Wiederholung.
Anwendungen:
1. Ziehen ohne Zuriicklegen, Reihenfolge ist von Bedeutung.
2. Verteilen ohne Mehrfachbesetzung, Kugeln sind unterscheidbar.

c) Jede Teilmenge von M mit r Elementen {a1,...,a,} € P(M) heifit r-Kombination
(aus M ) ohne Wiederholung.

Anwendungen:
1. Ziehen ohne Zuriicklegen, Reihenfolge ist egal.
2. Verteilen ohne Mehrfachbesetzung, Kugeln sind ununterscheidbar.
d) Jedes r-Tupel (ai,...,a,) € M" mit a; < ay < --- < a, heifst eine r-
Kombination mit Wiederholung.
Anwendungen:
1. Ziehen mit Zuriicklegen, die Reithenfolge ist egal.

2. Verteilen mit Mehrfachbesetzung, Kugeln sind ununterscheidbar.

Definition

a) (Produktzeichen)

1 n+1 n n
Hak = a, Hak = ap | - any1, n € N. Also Hak:al-a2-~an,
k=1 k=1 1

k= k=1
n+1

n
[T = [Loer
k=0 k=1
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b) (Fakultdt)
0':=1, nl:=][k neN
k=1

Alson!l=1-2-... - n.

c¢) (Binomialkoeffizient)

a «Q a—Fk [«
<0) =1 (k+1) '_k+1<k>’ k€ No

Abe (0- 1) (ot 1)
o ala—1)-...- (a—k+
<k) = o , falls k € N,
n n!
(k> = m , falls n, k € Ny und k < n.

Satz 4.1 FEs sei M C N mit n Elementen und r € N mit r < n. Dann gibt es genau

a) n” mdgliche r-Permutationen mit Wiederholung,

b) (n)r! =n-(n—1)---(n—r+1) mogliche r-Permutationen ohne Wiederholung,
T

insbesondere n! maogliche n-Permutationen ohne Wiederholung.

c) (n) mogliche r-Kombinationen ohne Wiederholung.
r
-1
d) <n o ) mogliche r-Kombinationen mit Wiederholung.
r

Beweisskizze

a),b) zeigt man durch vollstdndige Induktion nach n und 7.

c) folgt aus b).

d) Sei 0.B.d. A. (ohne Beschrankung der Allgemeinheit) M = {1,...,n}. Es sei
auferdem N :={1,...,n+r —1} und

f(ay,...,a.) ={ar,as+ 1,a3+2,...,a, +7r— 1},
fir alle (aq,...,a,) € M" mit a; < ay < -+ < a,.

Dann gibt es zu jeder r-Kombination {b1,...,b.} aus N ohne Wiederholung genau
eine r-Kombination (ay, ..., a,) aus M mit Wiederholung, so dass

f((al,...,ar)) = {bl,...,br}.

Daraus folgt die Behauptung unter Verwendung von c).

Satz 4.2 FEs seien n,k € Ng, k < n und a,a,b € R. Dann gilt:
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Z (Z) ! (kil) - <Zii)

Bemerkung

Gemélfs Satz 4.2 ergeben sich die Werte von (Z) aus dem Pascalschen Dreieck:

NG !
N Lo
e e I
oo e R

Somit gilt z.B. (a + b)* = a* + 4a3b + 6a%V* + 4ab® + b*.

Beweis von Satz 4.2
durch vollstdndige Induktion, z. B. bei d):
Firn=0:

Firn=1:
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n—n+1:

(a+b)"" = (a+b)(a+b)"

n

= (a+Db) Z (Z) a™ " b (nach Induktionsannahme)
k=0

(n) AR g 4 zn: (n> gk
k — k
n+1
n—l—l kbk _f_i: n a (k—1) bk
- k k —
<n) ntlp0 | Z (( ) n (]{; 1)) an ik gy (Z) o0

a),b),c) n+1 +1 70 n+1 1—k 1k n+1 0
( 0 )a +Z ko) * n+1)"

n

I
=
5 ”M
o

k=1
n+1
_ Z n+1 a1k R
f :
k=0

Korollar 4.3

Bemerkung

Wegen Satz 4.1 ¢) folgt aus Korollar 4.3:

Die Potenzmenge einer n-elementigen Menge hat genau 2" Elemente.

Diese Aussage kann allerdings auch direkt mit vollstdndiger Induktion bewiesen
werden.

4.2 Teilbarkeit und Primzahlen

Definition
a) Fira,beZ, (a,b) # (0,0) heifst

ggT(a,b) := max{d € N : dla A d|b}
der grofte gemeinsame Teiler von a und b.
b) Firm,n €N heifst
kgV(m,n) := min{q € N : m|q A n|q}

das kleinste gemeinsame Vielfache von m und n.
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Satz 4.4 (Teilen mit Rest) Seien n,m € N mit n > m. Dann gibt es eindeutig
bestimmte Zahlen q € N, r € Ny mit

n=qgqn+r AN r<m-—1
Dabei gilt ggT(n,m) = ggT(m,r).

Beispiel
30 =1-24+ 6 und ggT(30,24) = ggT(24,6) = 6.

Hilfssatz 4.5
Vn,m,a, € ZVd € N:dlnAdm = dlan+ fm.
Beweis

din Ndlm = Fki, ke € Z:n=kid ANm = kaod
= an+ fm = (aky + Bka)d
= d|lan + fm.

Beweisskizze fiir Satz 4.4
Existenz: Sei ¢ := min{k € N : km > n} —1 = max{k € N : km < n} und
r :=n — gm. Dann liefern ¢ und r die gewiinschte Formel.

Eindeutigkeit:
gn+r=q¢dm+1r A r,r' <m-—1
=mlg—d|=|r"—r| AN —=r|<m-1
=r=7 A q= q'.
ggT-Formel:
dln A dlm X dn —gm = d|r
45

dim ANdlr = dlgm+r = d|n.

Satz 4.6 (Euklidischer Algorithmus zur Berechnung des ggTs) Seienn,m €
N mit n > m. Dann existieren eindeutig bestimmte Zahlen N, q1, ..., qN+1, T1, ., TN €
N mit

n=qgm-+ri Ary<m-—1,

m=gqari+ro Aro<r;—1<m—2,

T =qsre+13 N1y <1y —1,

TN—2 = qNTN—1+TN NTNn <7Tn_1— 1,
*N—1 = qn4+17N + 0,

und es gilt ry =ggT(m, n).
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Beweisskizze

Beweis durch vollstédndige Induktion.

Wegen 0 < r; <rj_y <7rj_g < .. bricht das Verfahren nach endlich vielen Schritten
ab.

Wegen Satz 4.4 gilt:

ggT(n,m) = ggT(n,r) = ggT(r1,r2) = ... = ggT(rn_1,rn) =rn

Beispiel
30=1-24+46,24=4-6+0, also 6 =ggT(30,24).

Definition p € N\ {1} heifit Primzahl, falls 1 und p die einzigen Teiler von p sind.
Hilfssatz 4.7 Seien m,n € N und p eine Primzahl. Dann gilt: pjmn = p|m V pln.

Beweis

Angenommen: pjmn A —(p|m)

= plpn A plmn = kp fir ein k € Z

= ggT(mn, pn) = ggT(kp,np) = p gsT(k,n)

= plggT(mn, pn) = n ggT(m,p) = n (da p Primzahl)

= pln. O

Satz 4.8 (Fundamentalsatz der Arithmetik) Jede natirliche Zahl n > 2 lisst
sich als Produkt von Primzahlen darstellen, wobei die Darstellung bis auf die Rei-
henfolge der Primfaktoren eindeutig ist.

Beweisskizze
Existenz: durch vollstandige Induktion

n=2:2=2 A 2ist Primzahl

n—n-+1:1.Fall: n+ 1 ist Primzahl
=>n+l=n+1
2.Fall: n + 1 ist keine Primzahl
=dkleN:n+1=kl N kil<n+1

Hier machen wir die Induktionsannahme, dass die Behauptung bereits fiir alle na-
tiirlichen Zahlen < n gezeigt ist.

Aus dieser Annahme folgt:

n+1l=p-...-pj-qi-...-q, wobei pi,...,pj, q1,...,q Primzahlen sind.
> >

=k
= Behauptung fiir n + 1.

Eindeutigkeit:
Angenommen n =py ... ps=qy ... q (mit p1,...,ps,q1,-..,q Primzahlen).

Zeige die behauptete Eindeutigkeit durch Induktion nach s unter Verwendung von
Hilfssatz 4.7.
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Korollar 4.9 Sein =pi'-...-p)f und m = pi*-...-p;¥, wobei py, ..., pp Primzahlen
und ri,...,r, € Ng seien. Dann gilt:

99T (n,m) = pytresd . piintressd
kgV(n, m) _ prlnax{rl,sl} . pmax{rk,sk}.

Satz 4.10 (Satz von Euklid) Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis

Angenommen, es gidbe es nur endlich viele Primzahlen pq,...,p,. Dann gilt nach
Satz 4.8:

Pre-- Pn+1l=qi-... qn, wobei q,...,q, Primzahlen sind.

Da alle py, ..., p, Primzahlen sind, gilt:
dje{l,...,n}: ¢1 =p;

Saqlpr-oopn A aila
HSA5
= qlg g —preoopa
= ¢1|1 Widerspruch zu ¢; ist Primzahl. O
Bemerkung

Anwendungen von Teilbarkeit und Primzahlen gilt es zum Beispiel beim modularen
Rechnen und in der Kryptographie.

4.3 Stellenwertsysteme

Ublicherweise stellen wir natiirliche Zahlen mit Hilfe der zehn Ziffern 0,1, ..., 9 dar,
zum Beispiel 108 = 1-10% 4 0- 10! + 8 - 10°. Das geht auch mit weniger oder mehr
Ziffern.

Definition Sei n € N und g € N\ {1}. Die Darstellung

N

n = (aNan_1GN_2...00)y = g a;g’
j=0

mit N € N und ay,...,an € Zy, wobei Zyeine Menge mit g Elementen ist, heifit
g-adische Entwicklung von n. g heifit Ziffernbasis und die Elemente aus Z, heif$en
Ziffern.

Beispiele

Dezimalsystem: g = 10, Z, = {0,1,...,9}

108 = (108)1

Dualsystem: g = 2, Z, = {0, 1} (Zahlendarstellung im Computer)

10113 =(1-2°4+0-2241-2"4+1-2% 0= 8+0+2+1);g=11;p =11
Hexadezimalsystem: g = 16, Z, = {0,1,...,9,A,B,C,D,E, F'}

D2A15 = (D-(16)242-(16)' +A-(16)%)10 = (13-256+2-16+10-1)10 = 337010 = 3370
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Satz 4.11 Sei g € N\ {1} vorgegeben. Dann besitzt jedes n € N eine eindeutige g-
adische Entwicklung, d.h., es existieren eindeutig bestimmte N € N und ay,...,ax €
Z,, so dassn = (ay,an—1,...,a0)y N a0 gilt.

Die g-adische Entwicklung kann zum Beispiel folgendermafen berechnet werden:
1. Schritt: Bestimme N € N mit ¢ <n < gV*+i.

2. Schritt: Teile n durch ¢” mit Rest, d.h., bestimme n = ay — ¢~ + ry mit
0<ry<g"und0<ay<g-—1.

3. Schritt: Teile 7y durch ¢~ mit Rest, d.h., bestimme

ry = any1gV T4y mit0<ry <g¥"h0<ay<g-—1,
ro = aig'+r mit0<r <g,0<a; <g-—1,
ro= apg’ = ap.

Dann ist n = (ay,an—1,.-.,00),-
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5 Reelle Funktionen

5.1 Allgemeine Grundbegriffe
Definition

a) Zwei Funktionen f1: My — Ny und fy : My — Ny heiflen gleich, falls
My = My und fi(x) = fo(z) fir alle x € M, gilt.

b) Seien f1: My — Ny und fo : My — Ny zwei Funktionen, wobei My C My und
fi(z) = fo(x) fir alle x € My gilt. Dann heifit fy die Fortsetzung von fi auf
My und f, die Einschrinkung von fy auf My, in Zeichen : f1 = fo |-

Definition Fine Funktion f: M — N heifst
a) ingektiv, fallsVx,y e M : f(x) = fly) = z=y
b) surjektiv, fallsVy € N Jx € M : y = f(x)

c) bigektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.

Beispiel

fi:R — R,z 2% ist weder injektiv noch surjektiv.
fo : Ry — R,z — 2? ist injektiv, aber nicht surjektiv.
f3: R — Ry, x — 2? ist surjektiv, aber nicht injektiv.
f1: RS — Ry, x — 2% ist bijektiv.

Auferdem gilt:

fo# fi fa=filgs, fo=Ja

Definition Seien f : A — B und g : B — C Funktionen, wobei B C B’ sei.
Dann heifit

gof:A—=Cixw (go f)(z):=g(f(x))

Verkettung oder Hintereinanderausfihrung von f und g.

Bemerkung
Die Verkettung von Funktionen ist assoziativ, denn es gilt

(hog)of = (hog)(f(z)) = h(g(f(x))) = h((go f)(z))
= ho(gof),

aber im Allgemeinen nicht kommutativ, denn fiir f(z) = 2% + 1, g(z) =z — 1 ist
flg(x))=(x —1)2+1=2—2x+2, aber g(f(z)) = (2> +1) — 1 = 2%
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Satz 5.1 Ist eine Funktion f: M — N bijektiv, dann existiert genau eine Funktion
f~': N — M, die sogenannte Umkehrfunktion oder inverse Abbildung von f, mit

flof=1Idy A fof'=Idy,

wobei Idy; - M — M,x w— x, Idy : N — N,z — x die sogenannten identischen
Abbildungen oder Identititen auf M bzw. N sind.

Definition Unter einer Menge {f,g, ...} von Funktionen versteht man die Menge
threr Funktionsgraphen, wobei jede Funktion mit ihrem Graph identifiziert wird, d.h.

{f:9,-- 3 :={G(f),G(9), -}

Satz 5.2 Sei Sy die Menge aller bijektiven Abbildungen (Funktionen) auf einer
nichtleeren Menge M. Dann definiert die Verkettung o eine Verkniipfung auf Sy
und (Syr,0) ist eine Gruppe.

Definition Seien M # 0, a € R und f,g: M — R reellwertige Funktionen. Dann
definiert man f + g, g und fg durch

fH9:M =R z — f(z)+g(),
af :M—-R, =z — af(x),
fog:-M—->R = — f(x) g(x).

Definition Sei I ein Intervall und f: I — R eine reelle Funktion. Dann heifit f
a) monoton steigend, fallsVe,y €Iz <y = f(z) < f(y),
b) streng monoton steigend, fallsVr,y € [z <y = f(z) < f(y) ,
c) monoton fallend, fallsVr,y € I :x <y = f(x) > f(y),

d) streng monoton fallend, fallsVx,y e I :x <y = f(x)> f(y) ,

Bemerkung
Streng monoton steigende und streng monoton fallende Funktionen sind injektiv.

5.2 Polynomfunktionen

Definition

a) Sei (R,+,-) ein kommutativer Ring. Ein Term der Form > apz® mit a, € R
k=0

fir k=0,...,n heifft Polynom und eine Funktion p: R — R, = Y azz”
k=0
heifit Polynomfunktion.
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b) Ist a, # 0, dann heifit n der Grad des Polynoms. Sind alle Koeffizienten
ar = 0, dann heifst das Polynom Nullpolynom und sein Grad wird gleich -1
gesetzt. Polynome vom Grad < 1 heiffen konstant, vom Grad 1 linear und vom
Grad 2 quadratisch.

c) Gilt ag,...,a, € R, dann heifst das Polynom reell und die zugehdorige Poly-
nomfunktion ganzrationale reelle Funktion oder reelle Polynomfunktion.

Satz 5.3 (Koeffizientenvergleich) Seien ay,...a,,by,. .., by, € R mita,,b, # 0,

n

p(z) = Z arx® und q(x Z bra”.

k=0

Gilt p(x) = q(x) fir alle x € R, dann folgt m = n und ax, = by, fir allek =0,...,n

Aus diesem Satz folgt, dass die zugehdrigen Polynomfunktionen zweier verschiede-
ner reeller Polynome, d.h. zweier reeller Polynome mit verschiedenen Koeffizienten,
nicht gleich sein kénnen. Daher werden wir reelle Polynome mit reellen Polynom-
funktionen identifizieren und zu reellen Polynomfunktionen auch reelle Polynome
sagen. Sind dagegen die Koeffizienten ay, ..., a,, by, ..., b, Elemente eines endlichen
Korpers, dann gilt die Behauptung des Satzes 5.3 nicht und wir miissen zwischen
Polynomen und Polynomfunktionen unterscheiden.

Satz 5.4 Seien p,q reelle Polynome mit p(x) = Y apz®, q(x) = > bpa®, n > m
k=0 =0
und seien a, B € R. Dann gilt

(ap+ Bq)(x) = aag+ Bby+ (aay + b))z + ...+ (@, + Bby)x™ + ... + aaz™ |
(p-q)(x) = agby + (arby + agby)x + (azby + arby + agbo)x® + ... + apby ™™

m+n

= E Ckl’k

k=0

mit ¢, = E a;bp—j , falls man a,i1 = ... = Gpym =0 und
j=0
by1 = ... = by =0 setzt.

Die Menge Rlx| aller reellen Polynome bildet mit den Verknipfungen + und - einen
kommutativen Ring.

Dabei gilt fiir alle p # 0 und ¢ # 0 :

Grad(p + q) < maz{Grad(p), Grad(q)} mit Gleichheit fir Grad(p) # Grad(q)

und Grad(p - q) = Grad(p) + Grad(q).
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Definition

a) Ein Polynom ps heifit Teiler eines Polynoms py (Bezeichnung py | p1), falls
ein Polynom q existiert mit p1 = q - ps.

b) Zwei Polynome py, py heiffen teilerfremd, falls kein Polynom p mit Grad(p) > 1
existiert mit p | py und p | py.

¢) Fir zwei Polynome a,b, wobei (a,b) # (0,0), heifit ein Polynom d ein grifiter
gemeinsamer Teiler von a und b (Bezeichnung d € ggT'(a, b)), falls

(1) dla AN d]|b
(i1) qla N qlb = Grad(q) < Grad(d).

d) Ein Polynom p mit Grad(p) > 1 heifft Primpolynom, falls gilt

p=p1-p2 = Grad(p;) =0 V Grad(ps) = 0.

Satz 5.5 a) Seien py,po reelle Polynome mit Grad(p,) > Grad(py) > 1. Dann
gibt es eindeutig bestimmte reelle Polynome q,r mit

pr=gqp2+r A Grad(r) < Grad(p,)

Dabei gilt ggT (p1,p2) = 99T (p2,7).

b) Zu je zwei reellen Polynomen a,b mit (a,b) # (0,0) gibt es grifste gemeinsame
Teiler. Aus dy,ds € ggT(a,b) folgt di = cdy fir ein ¢ € R\ {0}. Die grofsten
gemeinsamen Teiler ggT (a,b) konnen mit Hilfe des euklidischen Algorithmus
(mit reellen Polynomen statt mit natiirlichen Zahlen) berechnet werden.

Bemerkung
Das Teilen von reellen Polynomen kann man mit Hilfe des Verfahrens der Polynom-
division durchfiihren, z.B.

(@ +1):(z+1)=2z—-14+ 24
—(z* + )
—r+1
—(—x—1)
2

Satz 5.6 Jedes reelle Polynom vom Grad > 1 ldsst sich als Produkt von Primpo-
lynomen darstellen, wobei die Darstellung bis auf die Rethenfolge der Primfaktoren
eindeutig 1st.
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Definition Seip ein Polynom. X heifit Nullstelle von p, falls p(\) = 0 ist.

Satz 5.7 Sei p ein reelles Polynom vom Grad > 1. Dann gilt :
A ist Nullstelle von p < x — X\ st Teiler von p

Beweis
"=": Nach Satz 5.5 a) existieren reelle Polynome ¢, r mit

p(z) = (zr — N)g(z) +r(z) und Grad(r) <1,
also r ist konstant. Somit gilt:
0 = p(A)=0-q¢(\)+7r(\) und damit
r(z) = r(A)=0
= plr) = (- A)q()

"< Sel p(x) = (2 — N)g(z).
= p(A)=0-¢q(A) =0 -

Korollar 5.8 Jedes reelle Polynom vom Grad n > 1 hat hochstens n verschiedene
Nullstellen.

Beweis

Angenommen p(\;) =0fiir j=1,...,n+1und Ay # Xy # ... # \pi1.

= plx)=(r—A) ... (x = Apy1) - q(z) mit g(x) #0

= Grad(p) >n 4 d

Definition X\ heiffit k-fache Nullstelle eines Polynoms p oder Nullstelle mit Viel-
fachheit k, falls

p(x) = (x = \)pi(x) mit pi(X) # 0

Satz 5.9 Sei p(z) = > apa® mit ag,...,a, € Z. Ist v = % Nullstelle von p, sind
k=0
a,b € Z und sind a,b teilerfremd, dann gilt a | ag und b | a,,.

Beweis

0=a, (%)n + an_1 (%)nl +...4ag

& 0=a,a" + ap1a" b+ ...+ agh”
& apa” =—b(...)

n

= bla,a" = b|a,, daa,b teilerfremd.
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Analog zeigt man

bag = —a(...) = al|bay = a|ag

O
Beispiele
1) p(z) =12%—22> —6x+4,also a, = a3 =1, ag =4
mogliche rationale Nullstellen: x = +1, +2, +4
Einsetzen liefert p(—2) = 0.
2) p(r) =122 —42® + 62> + 2 — 1, also a, = a4 = 12, ag = —1
1 1 1 1 1
mogliche rationale Nullstellen: x = +1, +=, +=, +- +—, +—
) 2 3 4 6 12
Einsetzen liefert p (g) = 0.
Definition Seien p,q reelle Polynome. Eine Funktion f : D — R, x> ]% mat
q(x

D = {x e R:q(x) # 0} heifit (gebrochen-)rationale reelle Funktion.

Bemerkung
Ist A\ eine k-fache Nullstelle von ¢ und eine m-fache Nullstelle von p mit m > k, dann

pi(r) . = _
() mit D = D U{\}

existieren reelle Polynome py, q1, so dass f D SR, x—

eine Fortsetzung von f ist.

Bemerkung

n

Die Berechnung von Funktionswerten von p(z) = > azz* an einer Stelle z =
k=0

lasst sich in vielen Féllen effizienter durchfithren, wenn man p(z) in der Form

p(x) = (((apx + ap_1)r+an2)r+...+a1)x+ao

schreibt und dann x( einsetzt. Dieses Rechenverfahren nennt man Horner-Schema.
Beim Horner-Schema benétigt man zur Berechnung von p(zg) nur n Multiplikatio-
nen anstatt $n(n + 1).

Beispiel
p(z) = 2* — 52? — 2z = 1a* + 023 — 52% — 22 + 0, und ¢ = —2
Dann ist das Horner-Schema:

ar |11 0 |=5]=2 0
o= 2| |—2]4]2 0




Die Werte in der untersten Zeile liefern auch das Ergebnis der Polynomdivision
p(z) : (x — x), ndmlich

0
4 2 3 2
—dox” —2zx): 2) = la° —22° -1 0
(x T x):(r+2) x x x+ +x—|—2

= 22— — 1

Satz 5.10 Zun+1 verschiedenen Stiitzstellen x, . .., x, € R mit zugehorigen Funk-
tionswerten yo, . . ., Yo € R gibt es genau ein reelles Polynom p mit Grad(p) < n und
p(zg) = yg fir k=0,...,n. Dabei gilt:

p(z) = ZykLk(:L’) mit

k=0
Li(z) = (x—20) . (x—2p_1) - (T — pgr) - - (2 — )
(xk_I‘J)""'(xk_xk—l)'(xk_$k+1)’...-(J:k—xn)
Beweisstrategie

Die Darstellung von p(x) zeigt man durch vollstdndige Induktion. Die Eindeutigkeit
folgt aus Korollar 5.8.

5.3 Trigonometrische Funktionen

Trigonometrische Funktionen setzen geometrische Gréfsen wie Winkelmafie und Stre-
ckenldngen zueinander in Beziehung. Fiir die Einfiihrung von trigonometrischen
Funktionen benotigen wir einige Vorbereitungen.

Um geometrische Objekte (Punkte, Strecken, Geraden, Ebenen, Kreise, ...) mathe-
matisch exakt zu definieren, stellen wir uns die geometrischen Objekte in einem
Koordinatensystem vor und definieren sie mathematisch durch Angabe ihrer Koor-
dinaten. Als Erstes definieren wir:

Definition FEin Punkt auf einer Geraden ist eine Zahl x € R. Ein Punkt in einer
Ebene ist ein geordnetes Paar (z,y) € R?. Ein Punkt im (dreidimensionalen) Raum
ist ein geordnetes 3-Tupel (z,y,z) € R3.

Alle anderen geometrischen Objekte definieren wir als Punktmengen, also als Teil-
mengen von R bzw. R? bzw. R3.

Da man ein und dieselbe Punktmenge in Abhéngigkeit von den verwendeten mathe-
matischen Mitteln (z.B. Funktionen, Vektoren, ...) auf verschiedene Weise beschrei-
ben kann, gibt es mehrere dquivalente Definitionen fiir geometrische Objekte.
Beispielsweise konnen wir definieren:

Definition Geraden in einer Ebene sind entweder Graphen von reellen Polynom-
funktionen der Form p: R — R, x +— ax +b mit a,b € R oder Relationen der Form
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R={(z,y) e R*: x =c} mitc € R.

Auf der Basis dieser Definition kann man dann geometrische Eigenschaften von
Punkten und Geraden in einer Ebene beweisen, zum Beispiel:

Zu je zwei Punkten P = (zo,v0) und Q = (x1,y1) mit P # @Q gibt es genau eine
Gerade g mit P,Q) € g. Die Gerade g kann explizit angegeben werden.

Im Falle von xq # x; folgt dies unmittelbar aus Satz 5.10. Gilt o = z;, dann ist
9={(z.y) eR*: z = xo}.

Die Strecke P(Q) zwischen zwei verschiedenen Punkten P und () konnen wir als Teil-
menge der Geraden g, auf der P und @ liegen, definieren. Ist beispielsweise P = (0, 0)
und Q = (1,2), dann ist PQ = {(x, f(x)) € R? : z € [0,1]} mit f(z) = 2.

Die Streckenlinge |PQ| einer Strecke zwischen den Punkten P = (z9,y0) und Q =
(x1,71) konnen wir definieren durch

1PQ| = v/(x1 — 20)* + (y1 — o).

Hierbei gehen wir implizit von einem kartesischen Koordinatensystem aus. Alterna-
tiv kann man Streckenléngen auch auf eine abstraktere Weise definieren und dann
den Satz des Pythagoras beweisen, aus dem schlieflich die obige Formel fiir die
Streckenlénge folgt.

Definition Der Kreis K,.(M) mit Mittelpunkt M = (xq,yo) und Radius r ist defi-
niert durch

K, (M) = {X € R”: [MX| =1} = {(2,9) € B: (2 — 20 + (y — y0)” = r°).

Der Kreis K1(O) um den Ursprung O = (0,0) mit Radius 1 wird auch Einheitskreis
oder Einheitssphire genannt und mit S' bezeichnet.

Man kann Kreise auch mit Hilfe von Vereinigungen von Funktionsgraphen beschrei-

ben, zum Beispiel S = {(z, V1 —2%): z € [-1,1]}U{(z,—V1 —2°) : = € [-1,1]}.

Unter Verwendung dieser Darstellung kann man dann beispielsweise den Kreis-

bogen PQ, der den Punkt P = (1,0) mit dem Punkt @ = (—%,—%\/5) durch
Durchlaufen des Einheitskreises gegen den Uhrzeigersinn verbindet, definieren durch

{(z,vV1—2"): ze[-1,1]}U{(z,—V1—2"): z € [-1,—3]}.

Die Linge eines Kreisbogens AB kann man definieren durch das Supremum der Léan-
gen aller moglichen Polygonziige (aneinandergesetzte Strecken) mit Anfangspunkt

A, Endpunkt B und Eckpunkten auf AB. Dieses Supremum kann dann mit Hilfe
der Integralrechnung berechnet werden. Fiir jeden Halbkreis mit Radius 1 kommt
als Liange die sogenannte Kreiszahl 7 heraus. 7 ist eine irrationale Zahl und es gilt
m = 3,141592653589793 . . . .
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Den Winkel zwischen zwei Punkten A, B € S! bzw. zwischen den Strecken OA und
OB konnen wir mit einem Kreisbogen auf dem Einheitskreis mit Anfangspunkt A
und Endpunkt B identifizieren. Wird dabei A mit B gegen Uhrzeigersinn verbunden,
nennen wir den Winkel positiv orientiert, wird A mit B im Uhrzeigersinn verbunden,
heifst der Winkel negativ orientiert.

Das Bogenmaf eines positiv orientierten Winkels definieren wir durch die Lange des
zugehorigen Kreisbogens, das Bogenmafs eines negativ orientierten Winkels durch
das (-1)-fache der Léange des zugehorigen Kreisbogens. Das Gradmaf$ eines Winkels
in der Mafeinheit © (Grad) ist dann definiert durch (Bogenmaf : ) - 180°.

Mit Hilfe der obigen Vorbereitungen konnen wir nun die trigonometrischen Funk-
tionen definieren.

Definition Sei ¢ €]—2m,2n| das Bogenmaf eines Winkels zwischen (1,0) und
(z,y) € St. Dann sei

sing =y (Sinus von ¢),

cosp := z (Kosinus von )
sowte

sin(p 4 2km) = sin p, cos(p + 2km) := cosp
fir alle k € Z. Auflerdem sei
sin @

tan @ = (Tangens von ¢), falls cosp # 0.
oS

Eigenschaften von Sinus, Kosinus und Tangens:

a) Es gilt
e 0] 2| % |33
sin @ % %\/5 %\/§ 1
cos %\/3 %\/5 % 0
b) Fiir alle ¢ € R gilt
sin(—¢) = —siny, cos(—p) = cosg

sin(3 — @) = sin(§ + ¢), cos(§ — @) = —cos(5 + ¢).

SIE)

c) Fiir alle p € R gilt
sin? o + cos? p 1= (sinp)? + (cos p)? = 1,
cosp = sin(§ + ).
d) Fiir alle «, 5 € R gelten die Additionstheoreme
sin(a + ) = sina - cos § 4 cos « - sin 3,

cos(aw+ ) = cosa - cosff —sina - sin 3.
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e) Fiir [p| < 7§ gelten die Abschétzungen
1—3¢% < cosp < 1,
cos - [p| < |sing| < [i].
f) Fiir alle ¢ € R mit cosp # 0 und k € Z gilt
tan(p + km) = tan .

g) sinf_z = : [~3, 5] = [~1,1], x> sinx ist bijektiv. Die zugehorige Umkehrfunk-

tion heiftt arcsin (Arkussinus).
h) cos|j,x : [0,7] = [=1,1], x — cos ist bijektiv. Die zugehorige Umkehrfunktion
heifst arccos (Arkuscosinus).

i) tan|_z «(:] — 5, 5[ = R, 2+ tanz ist bijektiv. Die zugehdrige Umkehrfunktion

heifst arctan (Arkustangens).

Die obigen Eigenschaften kann man unter Ausnutzung elementargeometrischer Ar-
gumente, welche man mit Hilfe von Koordinatenmengen mathematisch exakt for-
mulieren kann, beweisen. Diese Vorgehensweise ist allerdings ziemlich aufwendig.
Daher findet man in der Literatur meistens eine alternative, dquivalente Definition
der trigonometrischen Funktionen, welche mit Begriffen der Analysis (unendliche
Reihen) auskommt und keinen Riickgriff auf die Geometrie benétigt. Diese Definiti-
on werden wir spéater behandeln. Auf der Basis dieser Definition kénnen die obigen
Eigenschaften der trigonometrischen Funktionen dann eleganter und nur mit Mit-
teln der Analysis bewiesen werden.

Bemerkung:

Geometrische Objekte kann man alternativ zu den in diesem Abschnitt diskutier-
ten Definitionen mit Hilfe von Koordinatenmengen auch durch ein Axiomensystem
definieren (siehe Hilbert: Grundlagen der Geometrie) und dann zeigen, dass dieses
Axiomensystem (abgesehen von strukturerhaltenden Kopien) alleine von den oben
definierten Koordinatenmengen erfiillt wird.
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6 Komplexe Zahlen

Gesucht ist ein Korper (C, +,-) mit R C C und einer Zahl i € C mit i* = —1.

Ein solcher Korper miisste auch Elemente der Form x + iy = x + 1 - y fiir beliebige
x,y € R haben und es miisste gelten:

(1) Vi, z0,y1,92 €R:
(z1+iy1) + (22 +iy2) = (21 + 22) +i(y1 + y2)
(2) Va1, 20,y1,92 €R:
(z1+iyy)-(zaFiys) = 21-Ta+i(T1y0 2211 )+i%11y2 = (T122—Y112)+i(T152+T201)
Frage: Lasst sich ein solcher Korper widerspruchsfrei konstruieren?
Definition Sei C := R? mit den Verkniipfungen
(@1, 51) + (22, 92) = (21 + 22,91 + ¥2)

(z1,91) - (T2, 92) = (172 — Y1Y2, T1Y2 + Tay1)
Die Elemente von C heiffen komplexe Zahlen.

Satz 6.1 (C,+,-) ist ein Korper und es gilt (0,1)? = (0,1) - (0,1) = (—1,0).

Beweis

Durch direktes Nachrechnen zeigt man, dass + und - assoziativ und kommutativ
sind, dass das Distributivgesetz gilt, dass (0,0) das neutrale Element bzgl. + und
das (1,0) das neutrale Element bzgl. - sowie das (—z, —y) das inverse Element von
(z,y) bzgl. + ist.

Sei (z,y) # (0,0). Dann gilt:

(z,y) - (a,0) = (1,0)

& (za — yb, xb+ ya) = (1,0)

(i){ ra—yb=1 S (%)

xb+ya=0
1. Fall: x # 0
ra—yb=1
(%) &
b:—ga
x
2
(x—i—y—)a:l
o x
b=-Yq
x
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2. Fall: . =0

(3

a=0
x
___ ¥
x? +y?

a =

Also ist <x2 f_ 7 1 y2> das inverse Element von (z,y) # (0,0) bzgl. - .

Auferdem gilt:

(0,1)>=1(0,1)-(0,1) =(0-0—1-1,0-1+0-1) = (—1,0)

]
Satz 6.2 Sei £ : R — C, x +— (2,0). Dann ist E injektiv und es gilt:
E(x)+ E(y) = E(x+y), E(0)=E(0,0),
E(z)-E(y) = E(z-y), E(1)=E(1,0).
Beweis
durch direktes Nachrechnen. O

R kann also mittels £ in C eingebettet werden, wobei die Verkniipfungen +, - auf R
den Verkniipfungen +, - auf F(R) C C entsprechen.
Somit macht es Sinn, die folgende vereinfachende Notation einzufiithren. Sei

z = (z,0),

i:=(0,1).
Dann gilt:

Ve,yeR: (z,y) = (x,0) + (0,y) = (£,0) + (0,1) - (y,0) = x + iy

49



Daher gilt C = {x + iy : z,y € R}, und +, - sind durch (1), (2) eindeutig als Ver-
kniipfungen auf C definiert. AuRerdem gilt i? = —1.

Schreibt man die komplexen Zahlen in der Form x + iy und beachtet, dass (C, +, )
ein Korper ist und 2 = —1 gilt, dann kann man mit komplexen Zahlen nach densel-
ben algebraischen Regeln rechnen wie man es von den reellen Zahlen gewohnt ist.
Insbesondere gelten die Sdtze 3.3 bis 3.10 sowie der binomische Satz 4.2 d) auch in
C, denn sie folgen aus den Korperaxiomen.

Beispiel
1+i  (14d* 14+2i+¢ 20
1—i (1-)(1+q) 1-2 2 "
a+ib  (a+ib)(c—id) ac+bd+i(bc— ad)
c+id A+d2 2+ d?
ac+bd+_bc—ad
e VA .
A+d® At d?
Bemerkung

Die kleiner-Relation < kann nicht von R auf C fortgesetzt werden, so dass die An-
ordnungsaxiome (O1) bis (O4) auf C gelten. Denn dann wiirde wie in 3.11(2) folgen,
dass i? > 0 ist, was ein Widerspruch zu i = —1 < 0 wire.

Definition Sei z = x + 1y € C mit z,y € R. Dann heifit:
(i) Rez:=x der Realteil von z,
(i1) Imz =y der Imagindrteil von z,
(i1i) Z : x — 1y die zu z konjugiert komplexe Zahl,
() |z| = \/2? + y? der Betrag von z.
Satz 6.3 Fir alle z,w € C gelten:
(i) Z =z
(1) z=Z = z€R

z+z Z—Z
(i1i) Rez 5 Imz 5

(v) z+w=zZ+w
(v) Z-w =% -w

(vi) |Rez| < |z|, [Imz| < |z, [2] = |7]
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1 _
(vii) z -z = |z|%, o= é (falls z #0)
(viii) |z| >0, |z2|=0<2=0
(ir) |z - w| = |z| - w]
(x) Dreiecksungleichung:
|2+ w| < [2] + |w|
lz+w|=|zl+|w| & (w=0V INER] : 2 = \w)

(x1) Dreiecksungleichung nach unten:

2] = |wl] < |z = w|

Beweis
durch direktes Nachrechnen. Z.B. Nachweis von (z) (nachdem (i)-(ix) schon gezeigt
sind):

|z + wl|? (z4+w)-(z+w)
= (z4+w)(z+w)
=  2Z+ 2w+ wzZ + ww
= |2+ 2w+ wz + |wl
= 2P+ 2w + 2w + |w)?
|2|> 4+ 2 Re(2w) + |w|?
< 2P+ 22w + lw]?
=" [zl + 202 Jwl + Jwl?
= (2] +|wl])?
= |z +w| < |z] + |w]
Aus der obigen Rechnung folgt:

|z +w| =|z]+|w|] = |zw| = Re(zw)
—  /(Re(2w))? + (Im(2w))? = Re(2w)
= Re(zw) >0 A (Re(zw))* + (Im(2w))? = (Re(zw))?
=  Re(zw) >0 A (Im(zw)) =0
_—

2w € Ry

(i), (viid) w 2w . 2w
= w:O\/z:z—:—Qw,wobel—eRf{.
w o |w|

Sei umgekehrt w =0V IXN € Ry : 2 = \w.
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1. Fall: w=0

(viii)

2 +w| = |z] =" [z] + |w]
2. Fall: INER] : 2= \w
lz+w] = |(A+1Duw|
=+ 1] fwl
= (A+1)-[uw]
= Alw[+[w|
= Al fw] + [w]

= Pwl+Jwl = |z + [w]

Bemerkung
Die Abbildung z — Z kann geometrisch interpretiert werden als Spiegelung an der
reellen Achse.

Satz 6.4 Vz € C\ {0}3!r € Ri3p € [0,27]: 2 = r(cosp + i - sing). Dabei gilt
r=|z|.

Bezeichnung: arg(z) := ¢ (Argument von z).

Beispiel
1+17= \/§(cos (%) + 7 - sin (%))
Bemerkung

Sei z € Cmit z =z + iy =r(cos¢ + i - sinp). Dann ist r = /2% + y? und

’arctan (%), x>0,y>0

g, 2=0,y>0
o= 7T+arctan<§), x <0

3%, r=0,y<0

\27r+arctan (f—(), z>0,y<0

Satz 6.5 Seien z1, 2o € C mit z; := r;(cos p; +isin;) firi=1,2. Dann gilt

21 - 29 = 1119 (cos(p1 + w2) +isin(pr + ¢2)) .
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Beweis
Mit dem Additionstheorem folgt

21+ 29 =711 (COS 1 + i sin pg) - 13 (COS Yo + 7 8in o)
= 1179 ((COS 1 COS g — Sin 7 sin Ys) + i(Sin Y1 COS P + €OS Y1 sin Ps))

= 1179 (cos(p1 + 2) +isin(p; + ¢2)) .

Bemerkung

Fiir festes w € C\ {0} kann daher die Multiplikationsabbildung z — wz geome-
trisch interpretiert werden als Drehstreckung (Verkettung von Drehung und zentri-
scher Streckung) mit Streckzentrum im Ursprung, Streckfaktor |w| und Drehwinkel

arg(w).

Korollar 6.6 Sei z =r (cosp +isinp). Dann gilt fir jedes n € N:

2" = 1" (cos(np) + isin(ny)) .

Beweisskizze
Folgt aus Satz 6.5 durch vollstdndige Induktion.

Wir fiihren folgende vereinfachende Notation ein. Sei
€' 1= cos @ + i sin .
Dann gilt:

(i) €0 =1 und el?1+%2) = ¢¥#1 . ¢%2 (wegen Satz 6.5). Fiir jedes n € N gilt wegen
Satz 6.6 (¢*°)" = e,

(ii) |e*| = 1.
(iii) Fiir jedes z € C\ {0} existiert genau ein ¢ € [0, 27[, so dass z = |z| e'?.
(iv) Sind 27 = |z1| €t und 29 = |25| €*2, dann gilt
2129 = |21 | 20| 1P F¥2),
Satz 6.7 Seia € C\ {0} mit a = |a| e und n € N. Dann hat die Gleichung
M =a

genau n verschiedene komplexe Losungen, namlich

o4 2k 2k 2k
2 = |a|% N |a|% (cos (M) + isin <u)>
n n

firk=0,1,...,n—1.
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Beweisskizze
Folgt aus Korollar 6.6.

Definition Ein Polynom
Zakzk mit ar € C fiirk=0,....n
k=0

heifit komplexes Polynom.

Bemerkung
Alle Definitionen, Rechenverfahren, Sdtze und Korollare aus Abschnitt 5.2 gelten
auch fiir komplexe Polynome.

Zusatzlich gelten:
Satz 6.8 Seien a,b,c € C mit a # 0. Dann gilt

—b+b? —4dac

al +bz+c=0 < 212 =
2a

Hierbei bezeichnet /b2 — 4ac die Losungen von w? = b* — 4ac.

Beweisskizze
Analog zum Beweis von Satz 3.22 mit dem einzigen Unterschied, dass hier keine
Einschrinkung an b? — 4ac gemacht werden muss.

Satz 6.9 (Fundamentalsatz der Algebra) Jedes Polynom . az* mit
k=0

ag, ..., a, € C vom Grad > 1 besitzt mindestens eine Nullstelle in C.

Der Beweis benétigt fortgeschrittene Methoden der Analysis (Theorie komplex diffe-
renzierbarer Funktionen) und kann an dieser Stelle der Vorlesung noch nicht gefiihrt
werden.

Korollar 6.10 Jedes komplexe Polynom

n

p(2) :Zakzk mit ag, . ..,a, € C

k=0

vom Grad > 1 lasst sich tber C in Linearfaktoren zerlegen, das heifit es existieren
nicht notwendigerweise verschiedene \; € C, so dass

p(z) =an(z— A1) ..o (2 — ).

Die Linearfaktoren (z — A;) sind bis auf die Reihenfolge eindeutig.
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Beweisskizze
Vollstandige Induktion unter Ausnutzung von Satz 6.9 und Polynomdivision.

Korollar 6.11 (Satz von Vieta) Seip(z) = Y. apz" und a, = 1. Dann gilt
k=0

n

Uyl = _i)‘k und ag = (—1)”H)\n.

k=1 k=1

Beweisskizze
Vollstandige Induktion und Ausmultiplizieren der Linearfaktorzerlegung.

Satz 6.12 Sei p ein reelles Polynom. Dann gilt:
a) Ist A € C eine Nullstelle von p, dann ist auch X eine Nullstelle von p.
b) p besitzt eine der folgenden Darstellungen:

1. p ist Produkt von linearen rellen Polynomen.

2. p ist Produkt von quadratischen reellen Polynomen, welche keine reellen
Nullstellen besitzen.

3. p st Produkt von linearen reellen und quadratischen reellen Polynomen,
wobei die quadratischen Polynome keine reellen Nullstellen haben.

Beweisskizze

a) Zeige und verwende, dass fiir ein reelles Polynom p gilt p(z) = p(z).
b) Verwende 6.10, 6.12 1. und

(z—=N(z=X) = 22 = 2(Re(\)z + |\]*.
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Lineare Algebra
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7 Lineare Gleichungssysteme

Beispiel
Gesucht sind alle (z1, 72, z3) € R3, die alle drei Gleichungen
T 4+ x> + x3 = 6 (1)
T -+ 2372 - X3 = 2 (2)
—21’1 + 3&32 — 3$3 = -5 (3)

16sen.

Die Losungsmenge andert sich nicht, wenn wir die Gleichung (2) durch die Differenz
von (2) und (1) und die Gleichung (2) durch die Summe von (3) und dem Zweifachen
von (1) ersetzen.

Dies liefert die Gleichungen

Ty + X2 + x3 = 6 (1)
2y — 223 = —A 4 = ©@-()

Multiplizieren wir jetzt (4) mit —5 auf beiden Seiten und ersetzen (5) durch die
Summe der erhaltenen Gleichung und (5), dann ergibt sich

Ty + T2 + X3 = 6 (1)
o — 2I3 = —4 (4)
Ors = 27 (6) = —5-(4)+(5)

Dieses Gleichungssystem kann nun von unten nach oben aufgelost werden:
1. Aus (6) folgt x3 = 3.
2. Einsetzen in (4) und Auflésen nach z; liefert o = —4 4+ 6 = 2.
3. Einsetzen von x5 = 2 und z3 = 3 in (1) und Auflésen nach z; liefert z; = 1.

Also ist (1,2, 3) die einzige Losung der Gleichungen (1), (2), (3).

Das gerade durchgefiihrte Losungsverfahren léasst sich auch kiirzer aufschreiben:

1 1 1]6 |-(~=1) |-2
1 2 1|2 «F |+
-2 3 3|5 <+— 7
1 1 116

0 1 —2|—4 |-(=5)

0 5 —1] 7 <«

1 1 116

0 1 —2|—4

0 0 9 |27
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— I3 = 3
r, = 6-3-2 =1

Allgemeine Problemstellung:
Seien m,n € N, K ein Korper und a;;,b; € K fir i = 1,...,m und j = 1,..n.
Gleichungen der Form

anry + appre + -+ AT, = b
a1 + e e+ Qo = b2

heifen ein lineares Gleichungssystem (LGS) mit m Gleichungen, n Unbekannten
T1,..., Ty, Koeffizienten a;; € K und rechter Seite (by,...,b,) € K™.
Gesucht ist die Losungsmenge

L= {(xl,...,:cn) e K" :Vie {1,,m} : Zaijxj = bl}
j=1

Eine Moglichkeit, L zu bestimmen, ist der Algorithmus von Gauf:

1. Bringe - gegebenenfalls durch Vertauschen von Zeilen - das LGS auf eine Form,
bei der keine Zeile weiter links beginnt als die erste, d.h., es soll gelten

Vi>2: min {j:a; # 0} >min {j:ay; # 0}

2. Erreiche - gegebenenfalls durch Addition von Vielfachen der 1. Zeile zu den
anderen Zeilen, dass gilt

Vi >2: min {j:a; # 0} >min {j: ay; # 0}

3. Wiederhole den bisherigen Vorgang, wobei die néchste Zeile (von oben nach
unten gezéhlt) die Rolle der ersten Zeile in 1. und 2. iibernimmt.
Fiihre das Verfahren so lange durch, bis das entstandene LGS Zeilenstufenform
hat, d.h., es ist von der Form

C1iTjH  + ClGi) T T ot i, = d
C2j2 ij + o e — d2
Cljlxl + e = dl

0 = dl+1

0 = d, ,

o8



wobei
(i) | < min {m,n},
(i) j1 <jo<...<5
(i) Vi e {1,....1}Vj € {jiy...,n} 1 ¢ € K,
(iv) Vie {1,..,n} : d; € K,
(v) Vie{1,...,1} s ¢, #0.
Die Losungsmenge dieses LGS ist gleich der Losungsmenge des urspriinglichen LGS.

LFal: l<mAJie{l+1,..,m}:d; #0.
Das LGS hat keine Losung.

2Fall: l=mV (I<mAVYie{l+1l,.,m}:d;=0)ANl=n
Das LGS kann von unten nach oben eindeutig nach x,,, ..., z; aufgelost werden, es
besitzt somit genau eine Losung.

B.Fall: ({=m vV ({<mAVie{l+1,..,m}:d=0)ANI1l<n

Alle Variablen z; mit j ¢ {ji, ja, ..., si} konnen mit beliebigen Werten aus K be-
legt werden. Fiir jede dieser Belegungen kann dann jeweils das LGS von unten nach
oben eindeutig nach z;,, ..., z;, aufgelost werden. Das LGS hat somit unendlich viele
Losungen.

Der Beweis, dass der Gaufs-Algorithmus in endlich vielen Schritten die Losungsmen-
ge des LGS liefert, wird durch vollstandige Induktion gefiihrt.
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8 Vektoren

8.1 Der Vektorraum R"
Definition AufR" ist eine Addition +: R" x R™ — R" definiert durch:

1 Y1 r1+ %
Ve=|: [,y=|:]eR" z+y= : :

sowie eine Skalarmultiplikation - : R x R™ — R"™ definiert durch

)\33'1
VAeRVz e R": Mo =Xz = :
ATy,
Definition Fin Vektorraum V dber einem Kérper K (ein K-Vektorraum V') ist

eine abelsche Gruppe (V,+) versehen mit einer Skalarmultiplikation, d.h. mit einer

Abbildung - : K xV =V, (\,z) — Az = X\ -x, so dass gilt

(S1) YA\ pe KVxeV: (A4 p)x =z + pz,
(S2) VAe KVx,yeV: ANz +y)=Axr+ Ny,
(S3) VA pe KVreV: Nuz) = (Ap)z,

(S4) VxeV: lx=ux.

Die Elemente von V' heiffen Vektoren.

Satz 8.1 R"™ wversehen mit den oben definierten Abbildungen + und - ist ein R-
Vektorraum.

Beweis

durch direktes Nachrechnen. O

Satz 8.2 Ser V' ein K-Vektorraum. Dann gilt:
(i) Ve KNz eV: X =0 < A=0V x=0 (z ist der Nullvektor),

(it) Ve € V: (=1)x = —ux,
(111)) Yu,v € VIlz e V: u+x =0, und zwar x = v — u.

Beweis
durch direktes Nachrechnen. O
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Definition
a) Seien a,b € R™ und b # 0. Dann heifit
g:={reR":INeR: x=a+ \b}
Gerade (durch die Punkte a und b+ a).
b) Seien p,q,r € R" und q,v # 0 und r # A\q fir alle A € R. Dann heifit
E={zeR":INpeR:z=p+ ¢+ pur}
Ebene (durch die Punkte p,q+ p und r + p).

Die obigen Darstellungen der Mengen g bzw. E heiffen eine Parameterdarstellung
der Geraden g bzw. der Ebene E. Der Punkt a heifit ein Aufpunkt, b ein Richtungs-
vektor von g, p ein Aufpunkt von E, q und r Richtungsvektoren von F.
Definition Sei (V,+,-) ein K-Vektorraum.

a) U CV heifit Untervektorraum (von V'), falls U mit den Abbildungen +|, .
und -| . ein K-Vektorraum ist.

b) A CV heifit affiner Raum, falls ein Vektor a € V' und ein Unterraum U CV

existieren mit A =a + U, also

A={zxeV:JuelU:z=a+u}.

Beispiele

1) Geraden und Ebenen sind affine Rdume und genau dann Untervektorrédume,
wenn sie den Ursprung (den Nullvektor) enthalten.
2) Jeder Vektorraum ist ein Untervektorraum von sich selbst.

Satz 8.3 Sei V ein K-Vektorraum und U C V. Dann sind dquivalent:
(1) U ist ein Untervektorraum.
(i) U#D AN Vz,yec UV \,pe K: e+ py € U.

Definition

a) Die Linge bzw. der Betrag bzw. die euklidische Norm von Vektoren im R™ ist
definiert durch die Abbildung

|- R* =R, x|z,
wobei
T n %
lzll = : || = (Z x?)



b) Der Abstand zwischen zwei Vektoren im R™ ist definiert durch die Abbildung
d: R" x R" — R, (x,y) — d(z,y),

wobei
d(z,y) = ||z —y].

Satz 8.4 Fir alle x,y € R™ und alle A € R gilt

(N1) |zl >0 A (J|lz]| =0« z =0) (Positive Definitheit)
(N2) Azl = [A] || (Homogenitit)
(N3) Nz +yll < [z + |yl (Dreiecksungleichung)

Satz 8.5 Fiir alle x,y,z € R™ gilt

(M1) d(z,y) >0 A (d(z,y) =0 x=1y) (Positive Definitheit)
(M2) d(z,y) =d(y,z) (Symmetrie)
(M3) d(z,y) <d(z,z)+d(z,vy) (Dreiecksungleichung)

Definition AufR" ist das euklidische Skalarprodukt definiert durch die Abbildung

(.,.):R"xR" > R,

| Y1 n
i=1

Tn Yn

wobei

Satz 8.6 Flir alle x,y,z € R™ und alle A € R gilt

(SP1) (z,z) >0 A ({(z,2) =0 2 =0) (Positive Definitheit)
(SP2) (x,y) = (y,x) (Symmetrie)
(SP3) (A +vy,z) =Nz, 2) + (y, 2) (Linearitit in der 1. Komponente)

Auferdem gilt

2]l = V/(z,z) .
Korollar 8.7 Fliir alle x,y,z € R™ und alle A € R gilt
(z, Az +vy) = Xz, z) + (2,y),
also die Linearitit in der 2. Komponente.
Satz 8.8 (Parallelogrammgleichung) Fir alle z,y € R" gilt

Iz +ylI* + llz = ylI* = 2(]l=]* + [ly]1*).
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Beweis
Es gilt

le+yll>+llz—yl® = (@+yz+y)+(@—y,z—y)
(z,2) + (2, 9) + (Y, 2) + (¥, )
y) —

+(z, ) — (=, (y, 2) +(y, )

= 2(ll=l* + lyl).
O
Korollar 8.9 Fiur z,y € R" gilt
1 2 2
(,5) = 3l + ol e =yl
Beweis
durch Nachrechnen unter Verwendung der Parallelogrammgleichung. O

Definition Fir x,y € R™\ {0} heifst

p = £(x,y) = arccos <%)

der Winkel (bzw. das Bogenmaf des nicht orientierten Winkels) zwischen x und y.

Beispiel

s (1) (1) wnt = (). Do
{OlY)

L(x,y) = arccos = arccos(0) =

i

| N

O =

A(x,z) = arccos
(z,2) B 1

) )>MCCOS(%.\/§>E.

Bemerkungen
1) Es gilt ¢ € [0, 7] und (z,y) = [|lz|| |y[| cos¢.
2) Seien z,y € R? mit ||z]| = |ly|| = 1. Dann kann man zeigen, dass £(x,y) mit

der Lange des kiirzeren Kreisbogens zwischen x und y iibereinstimmt.

Definition Zwe: Vektoren x,y € R™ heiffen orthogonal zueinander, in Zeichen
x Ly, falls (x,y) =0 ist.
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Satz 8.10 (Satz des Pythagoras) Seien x,y € R" mit x L y. Dann gilt
2+ ylI* = ll=]1* + [yl
Beweis
Da x | y ist, gilt (z,y) = 0. Damit folgt
|z +ylI* = (z +y,2 +y)
= (z,y) + (z,y) + (v, ) + ()
= (z,z) + 2(z,y) + (y,9)
= [l + [lylI*.

O

Definition Auf R? ist das Vektorprodukt bzw. Kreuzprodukt definiert durch die Ab-
bildung
x:R*xR* — R?

mit
ai by azbz — baas
axb=|ay| x| by asb; — bsay
as bs arby — bias
1 0 0
Satz 8.11 Fire; = |0],ea=[1],e3=|0| und fiir alle a,b,c € R* und alle
0 0 1
A e R gilt

(i) e x e; =0 firi=1,2,3,

(11) e1 X e3 = ez und ey X e3 = e und ez X e; = ey,
(i1i) a x b= —(bxa),

(iv) (Aa+0b) xc=Aaxc)+bxec,

(v) {a xb,a) = {a xb,b) =0,
(vi) lla < bll = lal| - [[b]] - sin (£(a, b))

Definition

a) Der Flicheninhalt des von a,b € R aufgespannten Parallelogramms P, d.h.

P={zeR* INpec0,1]: z=2Na+pb},

ist definiert durch ||a x bl|.
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b) Der Flicheninhalt des von a,b aufgespannten Dreiecks D, d.h.

D={zeR:3Iec(0,1]Iuec0,N:z=Xa+pulb—a)},
ist definiert durch 5|l x b]|.

Definition

a) Auf R3 ist das Spatprodukt definiert durch die Abbildung

[, R X R* xR* = R, [a,b,c] = {a x b,c).

b) Das Volumen des von a,b,c € R aufgespannten Spats S, d.h.

S:{xeR3: EI)\,,u,ue[O,l]:x:)\a+ub+yc},

ist definiert durch |[a, b, c]| .

n
Satz 8.12 Sei F C R? eine Ebene. Dann gibt es einen Vektor n = | ny | € R? mit
n3
|n|| =1 und genau eine Zahl d € Ry, so dass
T
E = Ty | ER® inywy +ngxg +ngr3 —d=0p ={z€R®: (n,2) =d} (1)
x3
gilt. Auflerdem gilt:
Va,b€ E: (n,b—a) =0 (2)

Umgekehrt gibt es fiir jeden Vektor n € R® mit ||n|| = 1 und jede Zahl d € R{ genau
eine Ebene E C R3, fiir die (1) und (2) gilt.

Bemerkungen

1) Eine Gleichung der Form nix; + noxs + ngzrs — d = 0 mit ny, no, n3 € R,
vn2+n2+n2=1und d € Rf nennt man Hessesche Normalenform (HNF)
der Ebene, die durch die Losungsmenge dieser Gleichung beschrieben wird.

2) Eine Ebene besitzt genau dann eine eindeutig bestimmte HNF, falls d > 0 ist.
Im Fall d = 0 sind sowohl nyx;+nsxs+nsx3 = 0 als auch —niz;—nexe—nsrs =
0 Hessesche Normalenform derselben Ebene.

3) Ein Vektor n € R3 der (2) erfiillt, heift ein Normalenvektor von E. Ist zu-
satzlich ||n|| = 1, dann heift n ein Normaleneinheitsvektor von E.
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4) Seien ¢,r € R*\ {0} zwei Richtungsvektoren einer Ebene F C R? mit r # \¢q
fur alle A € R. Dann ist {a(¢x7) : @ € R\ {0}} die Menge aller Normalenvek-

qgxr
lg x ]|

toren von F und {:I: } die Menge aller Normaleneinheitsvektoren von
E.

Definition Seien v; € R3, i = 1,2, Richtungsvektoren der Geraden g; und n; € R3
Normalenvektoren der Ebenen E;. Dann heif$t

a) g1 parallel zu go, in Zeichen: g1||ge, falls gilt: IN € R\ {0} : v; = Awy,
b) Er||Es, falls gilt 3N € R\ {0} : ny = Ang,

c) gil|Er, falls gilt ny L vy.

8.2 Weitere Beispiele fiir Vektorraume

Weitere Beispiele fiir Vektorrdume sind:

21
1) C" = Sl iz, 2, € C ) omit
Zn
21 w1 21 +wq 21 )\Zl
+ = , A =
Zn, Wy, Zn Wy, Zn, AZp

ist ein C-Vektorraum.

2) Sei K ein beliebiger Korper. Dann ist K™, wobei 4+ und - wie in 1) definiert
sind, ein K-Vektorraum.

3) Die Menge aller reellen Folgen, d.h. Abbildungen von N nach R, (a,)nen mit
(@n)nen + (bn)nen = (an + bp)nen, A@n)nen = (Aan)nen
ist ein R-Vektorraum.
4) Die Menge aller reellen Funktionen f: R — R mit
fHgiaze— fla)+g(x),  Af:a— Af(2)

ist ein R-Vektorraum.

In diesem Vektorraum ist die Menge aller reellen Polynome p : R — R ein
Untervektorraum, der wiederum die Mengen aller reellen Polynome vom Grade
< n fiir jedes n € NU {0, —1} als Untervektorraume enthélt.

5) In 3) und 4) kann R auch durch C ersetzt werden.
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8.3 Basis und Dimension
Definition Sei V' ein K-Vektorraum und M C V.
a) Ein Vektor x € V' heifst eine Linearkombination von Vektoren aus M, falls es

endlich viele Vektoren vy,..., v, € M gibt, so dass x = Z v mit \; € K fiir

1=1,...,n gilt. x heiffit dann auch eine Lmear/{;ombmatwn von vy, ..., Up.

b) Ist M # (), dann heifit die Menge aller Linearkombinationen von Vektoren aus
M der Aufspann von M oder die lineare Hiille von M, in Zeichen: Span(M).
Fiir O definiert man Span(0) = {0}.

c) M heifit ein Erzeugendensystem von V', falls Span(M) =V ist.

d) M heifit linear unabhdingig (l.u.), falls fir jede endliche Teilmenge {vy, ..., v,}
von M gilt:

V)\l,...,/\neK:Z)\ivi:0:>>\1:-~~:)\n:0.

=1

In diesem Full heiffen auch die Vektoren vy, ... v, linear unabhdngig. M heifst
linear abhdingig (l.a.), falls M nicht linear unabhdingig ist.

e) B CV heifit Basis von 'V, falls B linear unabhdngig und ein Erzeugendensy-
stem von V' ist.

Beispiele
1) V=K"
1 0 0
0 1 0
€1 = 0 , €9 = 0 yeo ey Ep = 0
0 0 1
{e1,...,e,} ist eine Basis von K", die sogenannte kanonische Basis oder Stan-
dardbasis.
2) V=R
(1 (1 (2
U1 = 0/’ Vg = 1)’ V3 = 1)
Dann ist:

e w3 eine Linearkombination von v; und vy, denn es ist v3 = v1 + o,

e {vy, vy, v3} linear abhéngig,
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e {vy, vy} linear unabhéngig,
e Span({v,}) eine Ursprungsgerade mit Richtungsvektor vy,
o {vy,vy,v3} ein Erzeugendensystem von V,

e {vy, v} eine Basis von V.

3) Seip; : R — R,z ad.
Dann ist {pg, p1, ..., pn} eine Basis des Vektorraums der reellen Polynome von
Grad < n.

4) Sei 0 das neutrale Element eines Korpers K.
Dann ist () eine Basis des K-Vektorraums {0}.

Satz 8.13 Sei V' ein K-Vektorraum und M CV mit M # 0. Dann sind dquivalent:
(i) M ist linear unabhdngig.

(i1) Fiir jedes Element aus Span(M) gibt es eine eindeutige Darstellung als Line-
arkombination von Vektoren aus M, d.h.

Vo € Span(M)\{0}An € N3l (vq,...,v,) € M™ mit paarweise verschiedenen
Vektoren v; 31 (Aq, ..., \n) € K" : x =Y Ny AVie{l,....,n}: N\ #0.
i=1

Satz 8.14 Sei V' ein K-Vektorraum und B C V. Dann sind dquivalent:
(i) B ist eine Basis von V.

(i1) B ist eine maximale linear unabhingige Menge von V', d.h.
Bistlu. N\NB' € P(V): BC B'AB' l.u. = B' = B.

(i11) B ist ein minimales Erzeugendensystem von V', d.h.
Span(B) =V ANVB' € P(V): B C B A Span(B') =V = B' = B.

Ist B # 0, dann sind (7)), (i1), (iii) auch dquivalent zu
(iv) Yo € V\ {0} In € NI (by,...,b,) € B™ mit paarweise verschiedenen b; N
El'(/\l,,)\n) EK”I’ZZ)\ZZ)Z A Vi € {1,,’[1}/\27&0
i=1

Jedes \; heifst dann Koordinate von x beziiglich des Basisvektors b;.
Satz 8.15 (Basiserginzungssatz) Sei V ein K-Vektorraum mit einer endlichen
Basis B = {by,...,b,} und M = {vq,...,v,} sei eine linear unabhingige Teilmenge

von V. Dann ist m < n und es existieren n —m Elemente aus B, durch die M zu
einer Basis von V' erginzt werden kann.
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Beweisskizze

Vollstandige Induktion nach m:

m =0, d.h. M = (: M kann durch by,...,b, zu einer Basis von V erginzt werden.
m>0,m—1—m:

Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung gelte fiir m — 1.

Dann ist m — 1 <n und 3b;,,...,b;,_,.., € B, so dass
B'={vi,...,Um-1,bj,...,b;,_, ..} eine Basis von V ist.
Da {v1,...,v,} Lu. ist, folgt:

n—m-+1

m—1
Um = Y, Nv; + > Apby Ake{l,...,n—m+1}: X, #0Am <n.
j=1 i=1

Dann kann in B’ das Element b;, durch v, ersetzt werden und
{vi, v by b by oo by, ) ISt eine Basis von V.

Korollar 8.16 Sei V' ein K-Vektorraum mit einer endlichen Basis {by, ..., b,}.
Dann hat jede Basis von V' genau n Elemente.

Definition Besitzt ein K-Vektorraum V' eine Basis mit genau n Elementen, dann
heifst n die Dimension von V und V' heifit n-dimensional.

Bezeichnung: n = dim V.

Besitzt V' keine endliche Basis, dann heifst V' unendlich-dimensional.

Bezeichnung: dimV = co.

Beispiele
1) dimK"=n
2) dim{0} =0

3) Der Vektorraum der reellen Polynome vom Grad < n ist n + 1 - dimensional,
der Vektorraum aller reellen Polynome unendlich-dimensional.

Satz 8.17 Jeder Vektorraum besitzt eine Basis.

Beweisstrategie

Besitzt ein Vektorraum ein endliches Erzeugendensystem, dann kann daraus mit
Hilfe der Aussonderungsregel eine maximale l.u. Teilmenge ausgesondert werden,
die nach 8.14 Basis des Vektorraums ist.

Andernfalls kann man mit Hilfe des Auswahlaxioms eine Basis des Vektorraums
bilden (Bildung eines minimalen Erzeugendensystems).
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9 Lineare Abbildungen

9.1 Grundlegende Eigenschaften

Definition Seien V. W K-Vektorrdume.

a) Eine Abbildung L : V — W heift linear oder Vektorraum-Homomorphismus,
falls qult:

Vo, y e VYA u € K : L(Ax + py) = AL(x) + pL(y)
Kurzschreibweise: Lx statt L(x) fir alle z € V.
b) Eine lineare Abbildung L : V — K heif$t Linearform.

c) Eine bijektive lineare Abbildung L : V. — W heifst (Vektorraum-) Isomorpis-
mus.
Existiert ein Isomorphismus L -V — W, dann heiffen V. und W isomorph.

d) Eine Abbildung A : V. — W heifit affin, falls ein Vektor a € W und eine
lineare Abbildung L : V — W existieren, so dass gilt:

Ve eV :Ax) = L(x) + a.

Beispiele

1) Sei V ein beliebiger Vektorraum. Dann ist die identische Abbildung Id : V' —
V,x — x linear und bijektiv.

2) Jede lineare Abbildung von R nach R ist von der Form x +— ax fiir ein a € R.
3) Sei ¢ € [—2m,2x]. Dann ist D, : R? — R?,
Zy (cos ) x1 — (sinp) 29
— .
To (sin) x1 + (cos ) xo
linear und bijektiv. D, beschreibt eine Drehung um den Winkel ¢.
4) S,, : R? - R?,
(=)~ (2)
To —T9
ist linear und bijektiv. S, beschreibt eine Spiegelung an der x;-Achse.

5) Sei a € R% Dann ist T, : R*> = R? x + z + a eine affine Abbildung, aber
keine lineare Abbildung. T}, beschreibt eine Verschiebung um den Vektor a.

6) Seien 4,j € {1,2,3} und a;; € R. Dann sind alle linearen Abbildungen von R?
nach R? von der Form

T 1171 + a12T2 + a13T3
To — a21T1 + A92X9 + A23T3
T3 3171 + A32%T2 + A3373
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7) f:R3 = R

10)

2

To | = | 1+ T2
T3 Sin T3

ist nicht linear.

Sei P, der Vektorraum der reellen Polynome vom Grad < n. Dann ist
ai
L:R" - P, : > Ay ™" 4+ aor + ag
An+1

ein Isomorphismus.

Sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum und B = {by,...,b,} eine Basis von
V. Dann ist
n 1
i=1
Tn

ein Isomorphismus, die sogenannte Koordinatendarstellung von x bzgl. der
Basis B.

Sei V' der Vektorraum aller reellen Funktionen. Dann ist L : V — R, f — f(0)
eine Linearform.

Definition Seien V. W Vektorrdume und sev L : V — W linear. Dann heifit

a)
b)

Bild(L) = L(V) ={L(z) : € V'} das Bild von L,

Kern(L) = L7*({0}) = {z € V : L(z) = 0} der Kern von L.

Satz 9.1 Seien V,W Vektorrdaume und sei L : V. — W linear. Dann gilt:

(i)
(i1)

(iii)

(iv)

L(0) =0

Alle Bildmengen von Untervektorrdumen von V sind Untervektorrdume von
W, insbesondere auch Bild(L).

Alle Urbildmengen von Untervektorrdumen von W sind Untervektorriume von
V', insbesondere auch Kern(L).

L ist injektiv < Kern(L) = {0}.

Beweisskizze

(i) Sei z € V. Mit Hilfe von Satz 8.2(4) folgt L(0) = L(0z) =0 L(x) = 0.

(17), (i7i) folgt aus der Definition einer linearen Abbildung und Satz 8.3.

(iv) “=": Nach (i) ist L(0) = 0. Da L injektiv ist, muss L~'({0}) = {0}, also
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Kern(L) = {0} sein.

“<" Sei Kern(L) = {0}. Dann gilt fir z,y € V:
Lr=Ly=Lr—Ly=0=Lx—y)=0=>z—y € Kern(L) =>z—y=0=z=y
Also ist L injektiv.

Satz 9.2 Seien U,V,W K-Vektorraume. Dann gilt:

a) Sind J : U — V und L : U — V linear, dann sind fir alle o, 5 € K auch
aJ +BL:U —V linear.

b) Sind L:U =V und S :V — W linear, dann ist auch So L : U — W linear.
c) Ist T :V — V Isomorphismus, dann ist auch T=' :V — V Isomorphismus.

d) Die Menge aller linearen Abbildungen von U nach V ist mit der Addition und
der Skalarmultiplikation aus a) ein K-Vektorraum.

e) Die Menge aller linearen Abbildungen von V nach 'V ist mit den Verkniipfungen
+ und o ein Ring.

f) Die Menge aller Isomorphismen von V' nach V ist beziglich o eine Gruppe.

Satz 9.3 (Dimensionsformel) Seien V,W K-Vektorrdume, wobei V' endlich-dimensional
sei, und L : V. — W sei linear. Dann gilt:

dimV = dim Kern(L) + dim Bild(L)

Beispiel
T T
L:R> — R [xy]| — | 2] ist linear (orthogonale Projektion auf die z;-xo-
T3 O
Ebene).
0
Kern(L) = 0] :aeRy,,
o

dim(Kern(L)) =1,

A
Bild(L)={ | p| : A peR Y dim(Bild(L)) =2 =3 1.
0

Beweis Satz 9.3

Sei dimV = n,dim (Kern(L)) = k und By, eine Basis von Kern(L).

Zu zeigen: dim(Bild(L)) =n — k.

Aufgrund des Basisergdnzungssatzes 8.15 existiert eine Basis B = {b,...,b,} von

V', so dass By = B\ {bks1,...,b,} ist. Da L linear ist, gilt:

Bild(L) = L(V)) = L(Span{by,...,b,}) = Span{Lby, ..., Lb,} = Span{Lbyy1,...,Lb,}.
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{Lbgy1,...,Lb,} ist Lu., denn sei

0= /\ijj:L< ZlAjbj>

j=k+1 Jj=k+
n

= > \b; € Kern(L)
j=k+1

n

k
= Z )‘jbj = z:l(—)\J)b] mit (—)\J) < K
j:

j=k+1
0
(im Falle k£ = 0 sei hierbei ) ---:=0)
j=1

= Z )\jbj - 0

j=1
=\ =---=)\, =0 (da B Lu. ist)
=M1 ="=X\ =0
{Lbgy1,...,Lb,} ist somit eine Basis von Bild(L).
Also ist dim Bild(L) = n — k. O

Definition Seien V. W Vektorrdume und sei L : V — W linear. Dann heifit
Rang(L) := dim Bild(L) der Rang von L.

Satz 9.4 Seien V,W K-Vektorriume, B eine Basis von V und f : B — W eine
beliebige Abbildung. Dann gibt es genau eine lineare Abb. L : V. — W mit L(y) =

f(y) fir alley € B.

Beweis

Existenz:

Sei x € V'\ {0}. Nach Satz 8.14 gilt:

An e N3 (by,...,b,) € B mit by # -+ £ b, (N1, \) € K" i =" \ib A
Vie{l,...,n}: N\ #0.

Definiere L(0) = 0 und Vo # 0 : L(x) := i i f (b;).
i=1

Dann ist L : V — W,z — L(x) linear mit L(y) = f(y) fiir alle y € B (Nachweis
durch direktes Nachrechnen).

Eindeutigkeit:
Sei L : V — W linear mit L(y) = f(y) fiir alle y € B und sei z = 3 \;b; mit b; € B.
i=1
Dann gilt:
L(z) =L (z Ain) =S NL(b) = S Nf(by) = L(z).
i=1 i=1 i=1
Also ist L = L. a

9.2 Lineare Abbildungen und Matrizen

Defintion Sei K ein Korper und m,n € N. FEine Abbildung A : {1,...,m} X
{1,....,n} = K, (i,5) — a;; € K heifst m x n-Matriz iber K.
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FEine m x n-Matrix A wird dargestellt als rechteckiges Schema der Form.:

ay; a2 ... Qip
21 A929 ... QA9p
A = (aij) i=1,..., O
7 1,..., n

Am1 Am2 ... Omn

37

Die Vektoren | : | € K™ heiffen Spaltenvektoren, die Vektoren (a;, ..., a;,) € K™
Clmj

heiffen Zeilenvektoren von A. Die Menge aller m xn-Matrizen iber K wird mit K™*™
bezeichnet.

Definition Das Produkt einer Matrix A € K™ ™ mit einem Vektor x € K™ st
definiert durch den Vektor Ax € K™ mit

n
> a1
ailr ... Qin X1 j=1
A.T g _—
a a x n
ml .- mn n A
D AmjTj
Jj=1

Beispiel
1

1 20 3
A_<1 0 1),x— 1 ,A:p—(2)

Satz 9.5 Sei V ein K-Vektorraum mit endlicher Basis B = {by,...,b,}, W ein
K-Vektorraum mit endlicher Basis C' = {c1,...,cm}.

a) Sei L .V — W linear. Dann existiert genau eine Matriz M = MLC’B e Kmxm
so dass gilt:

T
Ist | © | € K™ die Koordinatendarstellung von x € V' beziiglich B, dann ist
Tn
X
M| | € K™ die Koordinatendarstellung von Lx beziiglich C'.
Tn
Q15
Insbesondere ist der j-te Spaltenvektor : von M die Koordinatendarstel-
A

lung von Lb; beziiglich C'.
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b) Sei M € K™*". Dann ezistiert genau eine lineare Abbildung L : V — W, so
dass M = MLC’B ist

Bemerkung

Wir verwenden hier und im Folgenden die Schreibweise B = {by,...,b,} zur Be-
zeichnung einer geordneten Basis, d.h. eines n-Tupels (by,...,b,) € V™ mit der
Eigenschaft, dass {b;,...,b,} eine Basis von V ist. Die Indizes legen also die Rei-

henfolge der Basisvektoren fest. Entsprechendes gilt fir C' = {cy, ..., cn}-

Bezeichnung
Sei M € K™ Dann sei Ly, : K™ — K™ die eindeutig bestimmte lineare Abbil-
dung, fir die M = Mf’:{’g”, wobel &; = {ey,...,e;} die geordnete kanonische Basis

von K7 mit j € {m,n} sei.
Beispiel
Sei V=R3W=R2 B=E& und C = &,.

T T Ty
LR SR [ ] o (B72%2) S pla| = (1 2 V) (2],
T+ T3 1 01
T3 T3 T3

T
(1 20 o3 2 T + 219
3

Beweisskizze zu Satz 9.5

Sei x = > x;b;. Dann gilt:
Jj=1 m
Lbj = Zaijci mit a;; € K

=1

< L(z) = L (imﬂy) = zn:ij(b)

S (Z %Cl> "

J=1

=1 j=1

& MpP = (ay) € K™

1)



Definition
a) Auf K™*" sind eine Addition und eine Skalarmultiplikation definiert durch:
VA = (a;;) € K™" VB = (b;;) € K™": A+ B = (a;; + b;;),
VA e K VA= (a;;) € K™ A = (Aa;j).

b) Die Matrizenmultiplikation ist eine Abbildung von K™™ x K™ pach K",
definiert durch

VA c lem VB € Kmxn : AB=C := (Cij) S len mat Cij = Zaikbkj.
k=1

¢) Eine Matriv A € K™ heifit invertierbar, falls eine Matriz A™' € K™
existiert mit A7'A = E,, = AA™', wobei

1 0 ... 0
0O ... 0 1

AL heift inverse Matriz zu A und E,, die Einheitsmatriz.

Beispiel
A:<120) M:(101) B %—31 N:<1 0)
10 1) 2 2 2) ’ 0 2
2 21 2 4 0 12 0\ (2 4 1
:””M:(?, 2 3)’2A:(2 0 2)”43:(1 0 1) L :(3 3)’

10
N—1:< >
0 3

Satz 9.6 Seien U, VW K-Vektorriume mit dimU =n > 1, dimV = m > 1,
dimW =12>1 und geordneten Basen By, By, By. Dann gilt:

a) Sind J : U — V und L : U — V linear und haben die Matrizdarstellungen
MfV’BU e K™ bzw. MfV’BU e K™ dann folgt:

By,B By,B By,B
Va, 8 € K : MPYBY = aM PP 4 g Pveb,

07

b) Sind L : U — V und S : V. — W linear mit den Matrizdarstellungen
MEV’BU e K™ bzuw. MfW’BV € K™ dann folgt:

Bw,Bu __ Bw,Bv 3 rBv,Bu
Mgy = Mg M, .
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c) Ist T : V. — V Isomorphismus mit Matrizdarstellung M}BV’BV e K™ ™ dann
folgt:

M5 = (M7 P) 7

Beweisstrategie:

Durch Nachrechnen, z.B. bei b):

Sei By = {a1,...,an}, By = {b1,..., b}, Bw = {c1,...,ca}, ME"'P" = (ay) und
MP""PY = (By;). Dann gilt:

SoL(a;) = S(L(ay)) = S ( kﬁl Bkjbk) _ ki BisS(by) = kfjl Be; (il aikci)
:i:il (é aikﬁ,ﬁ) i

Satz 9.7  a) K™*" ist mit der oben def. Addition und Skalarmultiplikation ein K -
Vektorraum, welcher isomorph zu K™" sowie zum Vektorraum aller linearen
Abbildungen von V' nach W ist, wober V' ein beliebiger n-dimensionaler und
W ein beliebiger m-dimensionaler K -Vektorraum ist, z.B. K™ und K™.

b) K™ ist bzgl. der Addition und der Matrizmultiplikation ein Ring.

c) Die Menge aller invertierbaren Matrizen aus K™ ™ ist beziiglich der Matrizen-
multiplikation eine Gruppe, die sogenannte allgemeine lineare Gruppe GL(n, K).

Beweisstrategie

Folgt durch Kombination von Satz 9.2, Satz 9.5 und Satz 9.6 oder durch direktes
Nachrechnen der Vektorraum-, Ring- und Gruppenaxiome und Anwendung der Sétze
9.5 und 9.6 zum Nachweis der Isomorphieeigenschaft.

Bemerkung
Fiir n > 2 sind weder der Ring K™ ™ noch die Gruppe GL(n, K) kommutativ, da
die Matrixmultiplikation im Allgemeinen nicht kommutativ ist. Denn es gilt z.B.

10 11 11 2 1
(2o (2 ) e (1) (2 1) an g

Korollar 9.8 a) A € K™" AN3dB € K™": BA = E,, = A ist invertierbar und
A1 st eindeutig bestimmt.

b) A€ K™ ist invertierbar = A1 ist invertierbar mit (A~1)~! = A.

c) A, B € K™™ sind invertierbar = AB € K™ " ist invertierbar mit (AB)™" =
B7'A-L.

Beweisstrategie
Folgt aus Satz 9.7 ¢) und Satz 3.2 (3), (i), (v), (vi).
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Korollar 9.9 Sei V' ein n-dimensionaler K -Vektorraum mit einer geordneten Basis
By und sei L :'V — V linear. Dann gilt :

L ist bijektiv. < MfV’BV ist invertierbar.

Definition Sei V' ein endlz’ch—dz’mensiflmaler K -Vektorraum mit geordneten Basen
B und B'. Dann heifit die Matrix Mﬁl"/B die Basiswechselmatriz (oder Ubergangs-

matriz) von B zu B'. Dabei ist der j-te Spaltenvektor von MZ"/B die Darstellung des
j-ten Basisvektors der alten Basis B in den Koordinaten der neuen Basis B’.

Satz 9.10 (Koordinatentransformation) Seien V,W endlich-dimensionale K-
Vektorraume, B, B' geordnete Basen von V und C,C" geordnete Basen von W. Sei
L:V — W linear, M = MLC’B, R = Mﬁl’f und S = MICdV(; . Dann gilt:

o) MEP = MGEMET = (MES) MOP = 57,

b) M{P = M{pPMEY = MR,

¢) M{"" = M{pCMIPMEP = STIMR.

d) Ist V =W, B=C und B' = C', dann folgt M?"%" = S1MPBg.

Beweisstrategie
Durch Nachrechnen.

Beispiel
V — W = R2 B = {by, by} mit b, — ((1]) by — (1) B = {b,,0,} mit b, = (g)

1
e soprs- (30 (02) ()

Definition

(> o)

a) A,B € K™" heiffen dquivalent, falls S € GL(m,K) und R € GL(n,K)
existieren mit B = ST'AR.

b) A, B € K™ heiflen ihnlich, falls S € GL(n, K) existiert mit B = S~ AS.
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9.3 Der Zusammenhang zwischen linearen Abbildungen, Ma-
trizen und linearen Gleichungssystemen

Satz 9.11 Sei A = (a;;) € K™ invertierbar. Dann kann A~ folgendermafen
berechnet werden. Bringe das LGS mit n rechten Seiten A | E,,, d.h. Az = E,,

anxi+ - +apxr, = 1 bzw. 0 -+ bzw.
2121 4+ -+ Aonly, — 0 ” 1 s K 0
a1+ -+ apmr, = 0 7 0 .- K 1

durch Anwendung der Zeilenumformungen des Gauf-Algorithmus (gleichzeitig fir
alle n rechten Seiten) auf die Form

1 0 --- 0 0 b1y e bin
0 0 ) ) )
0
0 1 0
0 O 0 1 b1 bnn

Dann ist A~' = (by;).
Definition Sei A € K™*™,

a) Die maximale Anzahl linear unabhdingiger Spaltenvektoren von A heifit Spal-
tenrang von A.

b) Die maximale Anzahl linear unabhdingiger Zeilenvektoren von A heifit Zeilen-
rang von A.

Satz 9.12  a) Der Zeilenrang von A € K™*" dndert sich nicht durch elementare
Zeilenumformungen, d.h. Vertauschen von Zeilen, Multiplikation einer Zeile

mit a € K\{0} oder Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen
Zeile.

b) Der Spaltenrang von A € K™ dndert sich nicht durch elementare Spalten-
umformungen, d.h. Vertauschen von Spalten, Multiplikation einer Spalte mit
a € K\{0} oder Addition eines Vielfachen einer Spalte zu einer anderen Spal-
te.

Satz 9.13 Sei A € K™*". Dann gilt:

Zeilenrang von A = Spaltenrang von A
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Beweisstrategie

Strategie 1: Sei der Zeilenrang von A = r und seien die Zeilen (a;,1, ..., Gin),

1 < k < r, linear unabhéngig. Dann lasst sich der j-te Spaltenvektor, j € {1,...,n},
von A darstellen in der Form

ai; C1i, Cli,
@ij | = Gij | Ciix |+ Qi | G
amj Cmil Cmir

= Spaltenrang von A < Zeilenrang von A

Ersetzt man in der obigen Argumentation Zeilen durch Spalten und Spalten durch
Zeilen, dann erhalt man:

Zeilenrang von A < Spaltenrang von A

Also folgt die Behauptung.

Strategie 2: Man zeigt die Behauptung zunéchst fiir Matrizen in Zeilenstufenform
(fiir diese Matrizen ist der Beweis einfacher). Dann bringt man beliebige Matrizen
durch elementare Zeilen- oder Spaltenumformungen auf Zeilenstufenform und nutzt
Satz 9.12 aus.

Definition Fir A € K™*" heifst Rang(A) := Spaltenrang von A = Zeilenrang von
A der Rang von A.

Satz 9.14 Sei A € K™ " und L wie in Abschnitt 9.2. Dann gilt:
Rang(A) = Rang(Ly).

Definition Fir A € K™*™ heifst Kern(A) := Kern(La) der Kern von A.

Satz 9.15 Set A€ K™ und 0 # b € K™. Dann gilt:

a) Die Losungsmenge des homogenen LGS Az = 0 stimmt mit Kern(A) tberein.

b) Das inhomogene LGS Ax = b ist genau dann lésbar, wenn b € Bild(Ly). In
diesem Fuall ist die Losungsmenge gegeben durch

o+ Kern(A) ={zo+y:y € Kern(A)},
wobei xq eine beliebige Losung von Ax = b ist.

Korollar 9.16 Set A € K™*" und b € K™. Dann gilt: Die Losungsmenge des LGS
Ax = b ist die leere Menge oder ein affiner Raum. Ist b = 0, dann ist sie ein
Untervektorraum von K.
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Korollar 9.17 Sei A € K™ ™. Dann gilt:

a) Das LGS Ax = b besitzt fiir jedes b € K™ mindestens eine Lisung.
< Rang(A) =m

b) Das LGS Ax = b besitzt fiir jedes b € K™ hdochstens eine Lisung.
< Rang(A) =n

Korollar 9.18 Sei A € K™*™. Dann ist dquivalent:
(i) Das LGS Az = b besitzt fir jedes b € K™ genau eine Losung.
(ii) Das homogene LGS Ax = 0 besitzt nur die triviale Losung x = 0.
(i1i) Rang(A) =n
(iv) A ist invertierbar.

(v) La ist bijektiv.
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10 Skalarproduktraume

10.1 Skalarprodukte, Normen und Metriken

Definition
a) Sei V' ein R-Vektorraum. Eine Abbildung (-,-) : V. x V. — R heifit (reelles)
Skalarprodukt, wenn fir alle x,y,z € V und alle A € R gilt:

(SP1) (x,z) >0 AN ((z,2)=0 & 2=0),
(5P2) {r,y) = (y,7),
(SP3) Ae+y,z) = Mz, z) + (y,2).

V' zusammen mit einem reellen Skalarprodukt heifst (reeller) Skalarproduk-
traum oder euklidischer Vektorraum.

b) Sei' V' ein C-Vektorraum. Eine Abbildung (-,-) : V xV — C heifit (komplezes)
Skalarprodukt, wenn fir alle x,y,z € V und alle A € C gilt:

(SP1) (x,xz) >0 AN ({(z,z)=0 & x=0),
(5P2) (@) = {y.2),
(SP3) Ae+y,z) = Mz, z) + (y,2).

V' zusammen mit einem komplexen Skalarprodukt heifst (komplexer) Skalarpro-
duktraum oder unitdrer Vektorraum.

Beispiele
Folgende R-Vektorraume bilden mit den zugehorigen Abbildungen (reelle) Skalar-
produktraume:

1) R", (x,y)rn := Y z;y; (Standardskalarprod. auf R", euklidisches Skalarprod.),
=1

2) R™, (z,y) := > Nwiy; mit Aq, ..., A\, > 0.

i=1
Folgende C-Vektorrdume bilden mit den zugehorigen Abbildungen (komplexe) Ska-
larproduktraume:

3) C", (x,y)cn := Y. x;y; (Standardskalarprodukt auf C"),
i=1

4) C", (z,y) := D> Nayg; mit Ay, ..., A, > 0.

=1

Satz 10.1 a) Sei (V, (-,-)) ein reeller Skalarproduktraum. Dann gilt fiir alle x,y, z €
V und alle N € R :

(z, Az +y) = Mz, z) + (z,y).
b) Sei (V, (-,-)) ein komplexer Skalarproduktraum. Dann gilt fir alle z,y,z € V und
alle x e C:

(z, x4+ 1y) = Mz, z) + (2,9).
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Sei von nun an K = R oder K = C.

Satz 10.2 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung) Sei V' ein Skalarproduktraum
und x,y € V. Dann st

[, )] < Vi, 2) -V (Y, y)-

Auferdem gilt fir xz,y € V\{0} die Gleichheit genau dann, wenn es ein o € K gibt,
so dass x + ay = 0, d.h., wenn x und y linear abhdngig sind.

Beweis

Fiir y = 0 gilt [(z,0)] = 0= \/(z,2) - \/(0,0).
Sei y # 0 und « € K beliebig. Dann gilt

0< (o +ay,z+ay) = (z,2) + aly, z) +alz,y) + |al*(y,y) (1)
Mit o := — 225? ergibt sich nach Multiplikation beider Seiten der Ungleichung mit
(y,y) > 0:

(,2)(y, y) — W, )P = W, u) P+ o, ) P = (z,2)(y, ) — {2z, 9)]? > 0.

Der letzte Teil der Aussage folgt daraus, dass in (1) Gleichheit genau dann gilt,
wenn (z + ay, z + ay) = 0. O

Skalarprodukte kénnen zur Abstandsmessung verwendet werden.

Definition Sei V' ein K-Vektorraum. Fine Abbildung || - || : V — R heiffit Norm,
wenn fir alle x,y,z € V und alle A € K gilt:

(N1) e =0 A (flz]l =0 & 2=0),

(V2) Azl = AL [l]l;

(N3) le+yll < ||zl + l|lyll (Dreiecksungleichung).

V' zusammen mit einer Norm heifst normierter Raum.
Satz 10.3 In jedem Skalarproduktraum V' ldisst sich durch
2]} == v/, )

eine Norm einfihren. Man nennt sie die durch das Skalarprodukt (-,-) induzierte
Norm.

Beweis
Die Eigenschaften (N1) — (N3) einer Norm sind zu zeigen. (V1) folgt aus der Ei-
genschaft (SP1) des Skalarprodukts. (N2) folgt aus

IAz|| = v/ Az, A\x) = \/ ANz, 2) = [A/ (2, 7).
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(N3) ergibt sich folgendermafen:

le+yl* = (@+yz+y)
= (z,2) +{,9) + (y,2) + (¥, )
=zl + Iyl + (z, v) + (v, 2). (1)
Auflerdem ist
(z.y) + (y,z) = (z,y) + (z,y) = 2Re(z,y)
< 2|(x, y)|

Cauchy—Schwarz

2y, a)v/(y,y) = 2l llyll - (2)

(1) und (2) ergeben zusammen

(1 + lyl* + 2l 2]l flyll
(Il [l + lllD*,

woraus die Eigenschaft (N3) folgt. O

=+ y? <
<

Beispiel
Das euklidische Skalarprodukt induziert auf R™ die euklidische Norm

" 1/2
el = (z.ﬁ) |
=1

Satz 10.4 (Parallelogrammegleichung) Sei (V,(-,-)) ein Skalarproduktraum und
| - || die von (-,-) induzierte Norm. Dann gilt:

Yo,y eV lz+yl* + e —yl® =2 (2l + llyl*) -

Beweis
durch analoge Argumentation wie im Beweis von Satz 8.8. U

Satz 10.5 Genau diejenigen normierten Riume V', in denen die Parallelogramm-
gleichung gilt, sind Skalarproduktriume. Im reellen Fall lisst sich dann durch

(lz + 9" = ll= = yII*)

| =

(z,y) =
und tm komplexen Fall durch

(@,y) =7 (le +yll? = llz =yl +i- (o +iyl]* = ||z —wll))

|

ein Skalarprodukt auf V' erkliren, welches die Norm || - || induziert.
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Beispiel

Sei V =R?, ||z|| :== max;—; 2 |z;|. Dann ist (V|| -]|) ein normierter Raum. Allerdings

1 2
gilt die Parallelogrammgleichung nicht. Denn sei z = (2) , Y = <O> Dann ist
[zl = llyll =2, llz + yl = 3 und [l —y[| = 2.
Also ist ||z + y||? + |Jz — || = 3% + 2% = 13,
aber 2 (||z]|® + [Jy[|?) = 2(2% + 2?) = 16 # 13,
d.h., || - || kann nicht von einem Skalarprodukt induziert sein.

Definition Sei V' ein reeller Skalarproduktraum und seien z,y € V\{0}. Dann
nennt man « € [0, 7] mit

(z,y)

cos(a) == ———
[l Iyl

den Winkel zwischen x und y.

Definition Sei V' ein Skalarproduktraum. x,y € V' heiflen orthogonal zueinander,
in Zeichen x Ly, wenn (x,y) = 0 ist.

Satz 10.6 (Satz des Pythagoras) Sei V' ein Skalarproduktraum und z,y € V
orthogonal zueinander. Dann gilt

lz +ylI* = [ll* + llyl*

Beweis
durch analoge Argumentation wie im Beweis von Satz 8.10. U

Definition (X, d) heifit metrischer Raum, falls X eine nichtleere Menge ist und
d: X x X — R eine Abbildung mit folgenden Eigenschaften: Fir alle x,y,z € X
qilt

(M1) dix,y) =2 0 A (dz,y) =0 & z=y),
(M2) d(y,z) = d(z,y) (Symmetrie),
(M3) d(z,y) < d(z,2)+d(z,y) (Dreiecksungleichung).

d heifit dann eine Metrik (auf X ).

Satz 10.7 Sei (V,|| - ||) ein normierter Raum. Dann ist durch d(x,y) = ||z — y||
eine Metrik auf V' definiert.

Beispiel

L, z#y

0, z=y

Dann ist d eine Metrik, die sogenannte diskrete Metrik, welche allerdings, sollte X
ein K-Vektorraum sein, keine Norm induziert.

Sei X # () und d(z,y) =
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Definition

a) Sei V' ein K-Vektorraum. Fine Abbildung b :V x V — K heifit Bilinearform
(auf V'), falls sie beziiglich jeder Komponente linear ist, also, falls gilt:

Ve,y,z€ VYA e K: b(Ax +y,2) = Ab(x, 2) + b(y, 2),
Vu,v,w € V Ve K@ blu, pv + w) = ub(u, v) 4+ b(u, w).

b) SeiV ein C-Vektorraum. Eine Abbildung b : V xV — C heifst Sesquilinearform
(auf V'), falls sie linear beziiglich der ersten Komponente und konjugiert linear
bzgl. der zweiten Komponente ist, d.h., falls gilt:

Va,y,z€ VYA€ C: b(Ax+y,2) = Ab(x, 2) + b(y, 2),
Vu,v,w € V VY € C: b(u, uv + w) = ab(u, v) + b(u, w).
c¢) Eine Bilinearform b auf V' heifit symmetrisch, falls gilt:

Ve,y € Vib(z,y) = by, x).

d) Eine Sesquilinearform b auf V' heifst hermitesch, falls gilt:

Ve,y e Vi b(z,y) = by, ).

e) Sei b eine Bilinearform oder eine Sesquilinearform. Dann heifst die Abbildung
q:x+— blx,z) die zu b gehdrende quadratische Form q.

f) Eine Bilinearform bzw. eine Sesquilinearform b auf V' bzw. die zugehdrige qua-
dratische Form q heifit

positiv definit
positiv semide finit

negativ definit
negativ semidefinit

i~
&

i~
&

, falls Yz € V\{0} :

INA IV V
oo oo

=
NN N
— — — —

)
8

Anderenfalls heiffen b bzw. q indefinit.

Satz 10.8 a) Sei V ein R-Vektorraum. Eine Abbildung f : V xV — R ist genau
dann ein reelles Skalarprodukt, wenn sie eine positiv definite, symmetrische
Bilinearform ist.

b) Sei V ein C-Vektorraum. Eine Abbildung f :V xV — C ist genau dann ein
komplezes Skalarprodukt, wenn sie eine positiv definite, hermitesche Sesquili-
nearform ist.

Definition Sei A = : : : e Km .

Am1 - Qmn
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a) AT € K™™ mit AT = | : .| heifit transponierte Matriz von A.
Ain Amn
app v Qip
b) Ist K = C, dann heifit A € C™™ mit A = : : : komplex konju-
CL_ml ot Gmn

gierte Matrix zu A.

c) Ist K = C, dann heifit A* := A" die adjungierte Matriz zu A. Ist K = R,
dann heifit A* .= AT die adjungierte Matriz zu A.

d) Ist A= AT dann heifit A symmetrisch.
e) Ist A = ZT, dann heifst A hermitesch.
f) Ist A= A*, dann heiffit A selbstadjungiert.

g) Sei K =R oder = C und A symmetrisch oder hermitesch. Dann heif$t A positiv
definit / positiv semidefinit / negativ definit / negativ semidefinit / indefinit,
falls die quadratische Form q4 : K™ — K, x — 2T Az positiv definit / positiv
semidefinit / negativ definit / negativ semidefinit / indefinit ist. (Hierbei wird
27 als 1 x n-Matriz aufgefasst.)

Satz 10.9 (i) (AT)T = A

(i) (A+ B)" = AT + BT

(iii) (AA)T = NAT

(iv) (AC)T = CT AT
Satz 10.10 Sei A € K™*". Dann gilt:

Ve e K" Vy e K™ : (Az,y)xm = (x, A"Y)gn.
Korollar 10.11 Sei A € K"™*™. Dann gilt:
x € Kern(Ly) < Vy € Bild(La+) : {(x,y)xn = 0.
Korollar 10.12 Sei A € K™*" selbstadjungiert. Dann gilt:
Ve,y e K" (Az,y)xn = (z, Ay)kn.

Satz 10.13 Sei V ein n-dim. K-Vektorraum mit geordneter Basis B = {by,--- ,b,}.
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a) Seib:V xV — K bilinear. Dann existiert genau eine Matriv M = MP €

b)

T Y1
K™ ™ so dass gilt: Sind | @ |, : € K" die Koordinatendarstellungen
L Yn
Y1
von z,y €V bzgl. B, dann ist b(z,y) = (v1 -+ z,) MP
Yn
b(by,b1) -+ b(by,by)
Insbesondere ist MP = : : :
b(bp,b1) -+ b(by,by)
Seit K =C und o : V xV — C sesquilinear. Dann existiert genau eine Matriz
x n
M = MP € C™™, so dass gilt: Sind , | ¢ | € C" die Koordinatendar-
Tn Yn
Y1
stellungen von z,y € V bzgl. B, dann ist o(z,y) = (z1 -+ x,) MZ | :
Yn
U(bl,bl) O'(bl,bn>
Insbesondere ist MP = : : :
0(bp,b1) -+ o(by,by)

Sei M € K™™. Dann existiert genau eine Bilinearform b und im Falle K = C
zusdtzlich genau eine Sesquilinearform o, so dass M = MP bzw. M = MP
gilt.

Korollar 10.14 Seien V, B,b und o wie in Satz 10.15. Sei B = {b},... b} eine
weitere Basis von V und S = ij’f/. Dann gult:

MP = sTMPs,

MB = STMES.

Korollar 10.15 Seien V, B,b und o wie in Satz 10.13. Dann gilt:

(i)
(1i)
(iii)

b ist symmetrisch. < MP ist symmetrisch.
o ist hermitesch. < MP ist hermitesch.

b bzw. o ist positiv definit / positiv semidefinit / negativ definit / negativ
semidefinit / indefinit.

& MP baw. MP ist positiv definit / positiv semidefinit / negativ definit /
negativ semidefinit / indefinit.
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10.2 Orthonormalsysteme und orthogonale Projektionen

Definition Sei (V, (-,-)) ein Skalarproduktraum und I # ().

a) Eine Menge (vi)ier = {vi : i € I} CV mit v; # 0 fiir alle i € I heifst
Orthogonalsystem, falls (v;,v;) = 0 fir alle i # j ist.

b) Ein Orthogonalsystem heifft Orthonormalsystem (ONS), falls (v;,v;) = 1 fir
alle v € I 1ust.

c¢) Ein ONS heifst Orthonormalbasis (ONB) von V, falls es eine Basis von V ist.
Beispiele

1) Die kanonische Basis &, ist ONB von (R”, (-, -)gn).

2) Sei ¢ € R. Dann ist {(COS gp) : (_ S SO)} ONB von (R?, (-, -)gz).

sin Cos

Satz 10.16 Jedes Orthogonalsystem (v;)ier ist linear unabhdngig.

Beweis
Sei J C I, J endlich und ) A\jv; = 0. Fiir alle k& € J folgt:
jeJ
0= <Z )\jUj, Uk> = Z)\j(Uj,Uk> = )\k<Uk,Uk> = A =0
jeJ jed

Satz 10.17 Sei (V,(-,-)) ein Skalarproduktraum mit induzierter Norm || - ||,
={i e N:i<m} fir einm € N oder I =N und (w;)ic; CV linear unabhdngig.
Dann gibt es ein ONS (v;)icr mit

Vn el : Span{vy,...,v,} = Span{wy, ..., w,}.

(v3)ier kann durch das Gram-Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren konstruiert
werden:

1
1. Schritt: Set vy : = —— wy.
[ wi ]
n-ter Schritt: Sei {vy,...,v,_1} bereits konstruiert. Dann sei v, = Hf—”H mit
Un
n—1
Uy, 1= Wy, — Z(wn,vi>vi.
i=1

Insbesondere gilt: Ist V' endlich-dimensional, dann besitzt V' eine ONB und jedes
ONS in'V kann zu einer ONB von V erginzt werden.
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Satz 10.18 Sei (V,(-,-)) ein Skalarproduktraum mit induzierter Norm | - | und
endlicher ONB {vy,...,v,}. Dann gilt:

n

() Ve eV : x=> (x,v)v

i=1

(1) w= 3 Avi A v=3 vy = (u,0) =3 Aifti
i=1 =1 i=1
(iii) Ye € Vi ||z|>= 3 |{(z,v) |* (Parsevalsche Gleichung)
i=1

Beweis
(7): Da {vy,...v,} ist ONB von V ist, gilt:

Ve e VII(A,..., ) eK:z=> Moy AVEe{l,....,n}:{x,vr) = D Ni(vi, vp) =Ng
i=1 ;
(14), (#i7): durch direktes Nachrechnen O

Satz 10.19  Es seien (V,(-,-)) ein Skalarproduktraum mit induzierter Norm || - ||,
U ein endlich-dimensionaler Unterraum von V, {uy,...,u,} eine ONB von U, = €
V und y € U. Dann sind dquivalent:

(i) y= 3 (o uidus

i=1
(1) IzeV:.ze=y+2Az LU (dhVYweU: (z,w)=0)
(i11) ||z —y|| = min{||lz — w|| : w e U}

Die Abbildung Py -V — U, x — > {(x,u;)u; ist linear und heifit orthogonale Pro-
i=1
jektion von V auf U.

Beweisstrategie

(1) = (di): durch direktes Nachrechnen

(73) = (i4i): durch Nachrechnen unter Verwendung des Satzes von Pythagoras

(17i) = (i): Nach Satz 10.17 existiert eine endliche ONB von Span{ui,...,u,,z},
welche {uy,...,u,} enthélt. Stelle z,y,w mit Hilfe von Satz 10.18 (i) bzgl. dieser
ONB dar und berechne min{||z — w|| : w € U} mit Hilfe von Satz 10.18 (ii7).

Bemerkung
In der Analysis werden wir sehen, dass die Menge aller stetigen Funktionen von
[0,27] nach R mit der Abbildung (f,g) := OZW f(z)g(x) dzx ein Skalarproduktraum
ist und (v;);en, mit
- > = sin(na) = cos(nz)
Vg T+ ——, Uy 1T+ —=sin(nx), vg,: T +— —=cos(nz
0 Vo on—1 Jr 2 N

fiir n € N, ein ONS in diesem Raum ist.
Dies ist der Anfangspunkt der Theorie der Fourieranalyse.
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10.3 Orthogonale und unitare Abbildungen

Satz 10.20  Sei (V,(-,-)) ein Skalarproduktraum mit induzierter Norm ||-| und
L:V =V linear. Dann sind dquivalent:

(i) Fir jedes ONS {vy,...,v,} CV ist {Lv,..., Lv,} ein ONS.
(ii) L ist isometrisch (lingenerhaltend), d. h. Yx € V : ||Lz|| = ||z||.

(iii) Yx,y € V . (Lx,Ly) = (x,y). Insbesondere ist L kongruent (lingen- und
winkelerhaltend).

Definition Sei V wie in Satz 10.20 und L : V' — V eine lineare Abbildung, welche
die aquivalenten Eigenschaften (i)—(iit) aus Satz 10.20 erfillt.

a) Ist (V,(-,-)) ein reeller Skalarproduktraum, dann heifst L eine orthogonale Ab-
bildung.

b) Ist (V,(-,-)) ein komplexer Skalarproduktraum, dann heifst L eine unitdire Ab-
bildung.

Satz 10.21  Orthogonale und unitire Abbildungen sind injektiv.

Satz 10.22 Sei (V,(-,-)) ein n-dimensionaler reeller bzw. komplexer Skalarproduk-
traum, B = {by,...,b,} eine beliebige ONB von V und L : V — V linear. Dann
sind dquivalent:

(i) L ist orthogonal bzw. unitdr.

(ii) {Lby,...,Lb,} ist eine ONB von V.
(iii) Die Spaltenvektoren von M" bilden eine ONB von R" bzw. C.
(iv) MPP ist invertierbar mit (.ME’B)_1 = (ME’B)*.

(v) Die Zeilenvektoren von Mp"" bilden eine ONB von R™ bzw. C™.

Beweisstrategie
Zeige (i) = (ii) = (iti) = (iv) < (v) durch Nachrechnen und (iv) = (i) unter
Ausnutzung, dass nach Satz 10.10 gilt:

Vo e K™ (MPPe, MPPz)gn = (z, (ME’B)*ME’B@W.

Definition
a) A € R™™ heifst orthogonal, falls A invertierbar ist mit A=t = AT.

b) A€ C™™ heifit unitir, falls A invertierbar ist mit A~ = A
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Beispiel

A — <cosgp —sinp
sing  cosp

auf R?.

> fiir ¢ € R ist orthogonal und L 4 eine orthogonale Abbildung

Satz 10.23

(i) O(n) .= {A € GL(n,R) : A=t = AT} st bzgl. der Matrizenmultiplikation
eine Gruppe, d.h. O(n) ist eine Untergruppe von GL(n,R) — die sogenannte
orthogonale Gruppe.

(ii) U(n) :={A € GL(n,C): A~ = ﬁT} ist eine Untergruppe von GL(n,C) - die
sogenannte unitire Gruppe.
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11 Determinanten

Definition Set K ein Korper, n € N und V = K".
a) Eine Abbildung det : V™ — K heifst Determinante, wenn sie die folgenden FEi-
genschaften hat:

(D1) det ist eine Multilinearform, d.h. eine Abbildung von V™ nach K, die linear
bzgl. jedes Arguments ist, also fir jedes k € {1,...,n} gilt:
det(ay,...,ap_1,ap +b,aps1,...,0,) = adet(ay,...,ax 1,0k, Qi1 .-, a0n)

+det(a1,...,ak,l,b,akﬂ,...,an).
(D2) det ist alternierend, d.h., fir alle j,k € {1,...,n} mit j # k gilt:
det(ay,...,a;, ... a5, ... a,) = —det(ar, ..., a5, ..., ¢, ..., ay).

Vertauschen zweier Argumente dndert also das Vorzeichen.

(D3) det ist normiert, d.h.
det(eq, ..., e,) =1,

wobei {e1,...,e,} die (geordnete) kanonische Basis von K™ ist.
b) Sei(ay,...,a,) € V™. Dann heifst det(as, ..., a,) das orientierte (n-dimensionale)
Volumen des von den Vektoren ay, ..., a, aufgespannten Spats und |det(aq, ..., a,)|
das (n-dimensionale) Volumen des von ay,...,a, aufgespannten Spats. Im Fall

n = 2 sagt man auch Flicheninhalt statt 2-dimensionales Volumen und Paralle-
logramm statt Spat.

c) Sei A € K™ mit den Zeilenvektoren ay, . .., a,. Dann ist det(A) := det(ay, ..., ay).

aip ... Qip aip ... Qip
Kurzschreibweise: Statt det : : schreibt man auch

Ap1 .- Qpp Ap1 .- Qpp

Bemerkung

Mit Hilfe der im Folgenden aufgestellten Resultate kann man zeigen, dass es genau
eine Determinante mit den Eigenschaften (D1)—(D3) gibt (bei vorgegebenen V', K
und n).

Satz 11.1 Sei A € K™ mit den Zeilenvektoren ay, ..., a,. Dann gilt:
(i) Fie{l,....n}:a;,=0 = det(4) =0.
(ii) Sind zwei Zeilenvektoren von A gleich, dann ist det(A) = 0.

(i11) Addition eines Vielfachen einer Zeile von A zu einer anderen Zeile von A
andert den Wert der Determinante nicht.
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Beweis
durch direktes Nachrechnen unter Anwendung von (D1) und (D2). O

Satz 11.2 Sei A € K™ eine obere Dreiecksmatriz, d. h. A ist von der Form

aiy] ... ... Qip
a=|" |
0 0 apn

Dann gilt det(A) = [] ay.
i=1

Beweis

1. Fall: Vi€ {1,...,n} : a; # 0.

Dann kann man, wenn notig, durch Addition von Vielfachen von Zeilen zu anderen
Zeilen erreichen, dass aus A eine Diagonalmatrix, d. h. eine Matrix der Form

a1 0 0
0 . .
: 0
0 ... 0 apy

entsteht. Aufgrund (D3) und (D1) ist

a1 0 0

= Qij
S
0 ... 0 apn

und wegen 11.1 (éiz) folgt die Behauptung von Satz 11.2 fiir den 1. Fall.

2. Fall: i e {1,...,n}:a; =0.

Sei k := max{j € {1,...,n} : a;; = 0}. Dann kann man, wenn nétig, durch Addi-
tion von Vielfachen von Zeilen unter der k-ten Zeile zur k-ten Zeile, erreichen, dass
die k-te Zeile nur aus Nullen besteht. Aufgrund von 11.1 (4i7), (i) folgt dann die
Behauptung auch fiir den 2. Fall. a

Bemerkung

Aufgrund der bisherigen Resultate ist eine Moglichkeit, die Determinante einer be-
liebigen Matrix zu berechnen, die Folgende. Man formt die Matrix A mit Hilfe des
Gaufs-Algorithmus zu einer oberen Dreiecksmatrix D um und notiert dabei die An-
zahl p der durchgefiihrten Zeilenvertauschungen. Dann berechnet man mit Satz 11.2
det(D) und daraus det(A) = (—1)?det(D).
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Satz 11.3
Sei A = (a“ a12> e K2*2. Dann gilt

ag1  A22

det(A) = 110292 — A12Q91.

Beweis
1. Fall: a;; = 0. Dann gilt:

ayl  aiz| (D2) Qo1 Q22| 11.2 oo — a1ea ot
Sl = —Qa21012 = 11022 — A1202].
Q21 A2 0 ai
2. Fall: a;; # 0. Dann gilt:
aj; Q| 111 |11 a12 e a1 P G
= a = Q11 | Q22 — — Q12 | = Q11022 — A12021.
a1 Qo 0 <CL22 - a—ﬂau) an

Satz 11.4 Sei A € K™ Dann ist dquivalent:

(i) Die Zeilenvektoren von A sind linear unabhingig.
(11) det(A) # 0.

Beweis

(1) = (i7):

Sind die Zeilenvektoren von A linear unabhéngig, dann kann man A mit Hilfe
des Gauk-Algorithmus zu einer oberen Dreiecksmatrix D mit d;; # 0 fiir alle ¢ €
{1,...,n} umformen. Aufgrund von Satz 11.2 und der anschliefenden Bemerkung
folgt det(A) # 0.

(74) = (i): indirekter Beweis.

Sind die Zeilenvektoren von A linear abhéngig, dann existiert ein i € {1,...,n}, so
dass gilt: Man kann, wenn notig, durch Addition von Vielfachen von anderen Zeilen-
vektoren zum i-ten Zeilenvektor, erreichen, dass der i-te Zeilenvektor der Nullvektor
ist. Aufgrund von 11.1 folgt det(A) = 0. O

Satz 11.4 und Korollar 9.18 liefern die folgende Anwendung von Determinanten bei
linearen Geichungssystemen:

Korollar 11.5 Sei A € K™™. Dann sind dquivalent:

(1) det(A) # 0.
(ii) Das homogene LGS Ax = 0 besitzt nur die triviale Lésung = = 0.

(11i) Das LGS Ax = b besitzt fir jedes b € K™ genau eine Losung.
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Satz 11.6 (Determinantenmultiplikationssatz) Es seien A, B € K"*". Dann
gilt:
det(AB) = det(A) det(B).

Beweis

1. Fall: det(A) = 0.

= A ist nicht invertierbar.
= L p ist nicht surjektiv.

= AB ist nicht invertierbar.

%' det(AB) = 0 = det(A) det(B).

2. Fall: det(A) # 0.

Fir k,l e {1,...,n}, k#lund o € K sei S(o, k,l) = (s;5) € K™*" mit

a, 1=kNj=I1

Sij: 1, Z:] y

0, sonst
also
1 0 0
0 1 .
S(a, k1) = | : : (v in k-ter Zeile und I-ter Spalte).
: a .0
0O ... ... 0 1

Dann kann A durch Addition des a-fachen der [-ten Zeile zur k-ten Zeile zur Matrix
S(a, k,1)A umgeformt werden. Daher und wegen det(A) # 0 kann A durch Multi-
plikation mit einer Matrix S, die das Produkt von endlich vielen Matrizen der Form
S(a, k,1) ist, zu einer Diagonalmatrix D mit d;; # 0 fiir alle ¢ € {1,...,n} umge-
formt werden.

Mit Hilfe der Bemerkung nach 11.2 und vollstandiger Induktion kann man berech-
nen, dass det(S(m, km, ln)) = 1 fiir alle k,,, 1, € {1,...,n} und alle o, € K, sowie
det(S) =1 ist. Also gilt

det(SA) = det(D) = det(A) = det(.S) det(A).
Des Weiteren gilt:

dibui ... diby,
det(AB) = det(SAB) = det(DB) = : :
dnnbnl s dnnbnn
2 (H dii> det(B) %2 det(D) det(B)
i=1
= det(A)det(B).
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Bemerkung
Im Allgemeinen gilt aber nicht det(A + B) = det(A) + det(B).

. 11 0 0
Gegenbeispiel: A = (1 1) , B= (_1 O)

= det(A) =det(B) =0, aber det(A+ B) = ’1 1

il
Korollar 11.7

(i) Sei A € K™™ invertierbar. Dann gilt:
det(A™Y) = (det(A))™".
(ii) Seien A, B € K™™ dhnlich. Dann gilt:
det(A) = det(B).

Aufgrund von Korollar 11.7 (i7) und Satz 9.10 d) kénnen wir definieren:

Definition Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum und L : 'V — V linear.
Dann sei
det(L) := det(M]"?),

wobei B eine beliebige (geordnete) Basis von V ist.
Satz 11.8 Sei A € K™". Dann gilt
det(AT) = det(A).

Bemerkung

Aufgrund von Satz 11.8 kann man in den Sétzen 11.1 und 11.4 Zeilen durch Spalten
ersetzen, sowie in Satz 11.2 obere Dreiecksmatrizen durch untere Dreiecksmatrizen
ersetzen und erhélt die selben Schlussfolgerungen.

Korollar 11.9 Sei A € C"*™. Dann gilt:

det(A*) = det(A)
Korollar 11.10 Sei A eine orthogonale oder unitdre Matriz. Dann ist
|det(A)| = 1.

Satz 11.11 (Entwicklungssatz von Laplace) Sei A = (a;;) € K™ und A;; €
K@=0Ux(=1"gie Matriz, die aus A durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte
entsteht. Dann gilt fiir jedes i € {1,...,n}:

det(A) = Z(—l)iﬂazj det(A;;) (Entwicklung nach der i-ten Zeile).

j=1
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Korollar 11.12 Seien A, A;; wie in Satz 11.11. Dann gilt fir jedes j € {1,...,n}:

det(A) = Z(—l)”jaij det(A;;) (Entwicklung nach j-ter Spalte).

=1

Beispiel
2 31
110 :_‘3 1‘ ‘2 1':—5‘1‘3:—2 (Entw. nach 2. Zeile)
1 2 1 2
1 1 2
:H H"FQ’% ?':0—22—2 (Entw. nach 3. Spalte).

Korollar 11.13
Sei A = (&11 a12> € K**2. Dann gilt:

a1 Q22
A1 = 1 Q22  —Q12
det(A) \—a21 ann )’

Zur geometrischen Bedeutung der Determinante:

Satz 11.14 Sei L : R" — R" linear und bijektiv. Dann wird jeder Spat mit n-
dimensionalem Volumen V' durch L auf einen Spat mit n-dimensionalem Volumen
|detL| V' abgebildet.

Beweisstrategie
Folgt mit Hilfe des Determinantenmultiplikationssatzes.

Bemerkung

Sei A = ( G ) € R?*2, Aufgrund von Satz 11.3 und der Definition des Vek-

Q21 A22

torproduktes gilt

ai1 ai12 0
21 X a2 =
0 0 det(A)
und somit
a1 12
aosq X 92 = ’ det(A)|
0 0 5

a1 a2 a3
Sei A= | a9 ags aos € R3*3. Aufgrund von Korollar 11.12, Satz 11.3 und

31 a3z ass

98



der Definition des Spatproduktes gilt

a11 12 a13
ast |, | a2 |,| as = det(A4),
@31 a32 a3z

also
a1 a2 a3
asy , | Qo2 , | aos = |det(A)]
a31 a32 ass

Die Definition des Flacheninhalts von Parallelogrammen bzw. des Volumens von
Spaten mit Hilfe von Determinanten stimmen also im R? bzw. im R® mit den ent-
sprechenden Definitionen aus Abschnitt 8.1 iiberein.

Definition Sei V' ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum.
a) Zwei geordnete Basen B und B’ von V' heiflen gleich orientiert, falls
det (MIE; ’B) > 0 1st.

b) Ein Isomorphismus L :V — V' heifit orientierungserhaltend, falls det(L) > 0
15t.

Satz 11.15

(i) SL(n,K):={A € GL(n,K) : det(A) = 1} ist eine Untergruppe von GL(n, K)—

die sogenannte spezielle lineare Gruppe.

(i1) SO(n) := O(n) N SL(n,R) ist sowohl eine Untergruppe von O(n) als auch
eine Untergruppe von SL(n,R)— die sogenannte spezielle orthogonale Gruppe.

(i1i)) SU(n) := U(n) N SL(n,C) ist sowohl eine Untergruppe von U(n) als auch
eine Untergruppe von SL(n,C)—die sogenannte spezielle unitire Gruppe.

Satz 11.16

a SO(Q)Z{AGIR{?X?:E@eR: A:(Cow —SmsD)}’

sinp  cosg

(ii) O(2)\SO(2)2{A6R2X2:3¢ER: A= ( cosp sy )}

sinp —cosy
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Bemerkungen

1) Matrizen aus SL(n,R) bzw., genauer gesagt, die durch diese Matrizen dar-
gestellten linearen Abbildungen beschreiben volumen- und orientierungserhal-
tende lineare Abbildungen auf R”.

2) Matrizen aus O(n) beschreiben lingen- und winkelerhaltende (und somit auch
volumenerhaltende) lineare Abbildungen auf R”.

3) Matrizen aus SO(n) beschreiben orientierungserhaltende und léngen- und win-
kelerhaltende (und somit auch volumenerhaltende) lineare Abbildungen auf
R™.

4) ( oSy TP ) beschreibt eine Drehung im R? mit Drehwinkel ¢.
sinp  cosp

5) (cosap sin

. . . ) ) ‘l
Sing —cosy ) beschreibt eine Achsenspiegelung im R, wobei 5% der

Winkel zwischen der x;-Achse und der Spiegelachse ist.

Bemerkung
Alternativ zu der in diesem Abschnitt vorgestellten Vorgehensweise gibt es auch die
folgende Moglichkeit, Determinanten einzufiihren. Fiir A = (a;;) € K™ definiert

man
aix - Q1ip

det(A)=| : :=Zsign(0)Haw<i>

anl e ann oESy

Dabei ist S, die Gruppe aller bijektiven Abbildungen auf {i € N: i <n} und

! , falls sich o als Verkettung einer geraden
-1 ungeraden

Anzahl von Transpositionen (Vertauschung von jeweils zwei Zahlen) darstellen l4sst.
(Man kann zeigen, dass solche Darstellungen immer moglich sind und sign(o) fiir
jede mogliche Darstellung von ¢ den gleichen Wert annimmt).

Man kann dann die Resultate aus diesem Abschnitt auch mit Hilfe dieser alternativen
Determinantendefinition herleiten sowie die Aquivalenz der beiden Determinanten-
definitionen beweisen.

sign(o) (Signum von o) ist {
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12 Eigenwerte und Eigenvektoren
Sei weiterhin K = R oder C.

Definition

a) Sei V' ein K-Vektorraum und L : V' — V linear. A € K heif$st Figenwert von
L, falls einv € V' \ {0} existiert mit

Lv=Mv.

Der Vektor v heifst dann Eigenvektor von L zum Figenwert . Die Menge
o(L):={N € K: X ist Eigenwert von L} heifit Spektrum von L.

b) Sei A e K. X\ € K heifst Eigenwert von A, falls ein v € K"\ {0} existiert

mit
Ax = \x.

Der Vektor x heifit dann Eigenvektor von A zum Eigenwert \. Die Menge
o(A) :={X e K: X ist Eigenwert von A} heifit Spektrum von A.

Beispiel

: 20 .
Sei A = ( 01 > Dann gilt:

o(A) = {1,2},

r € K? ist Eigenvektor von A zum Eigenwert 1

@me{(g):aeK\{O}},

x € K? ist Eigenvektor von A zum Eigenwert 2

@xe{(g):aeK\{O}}.

Satz 12.1

a) Sei V' ein K-Vektorraum und L : V — V linear. Dann gilt:
A € K ist Eigenwert von L und v € V \ {0} ist Eigenvektor von L zum
FEigenwert A < v € Kern(L — M\ d) \ {0}

b) Sei A € K"*". Dann gilt:
A € K ist Eigenwert von A und x € K"\ {0} ist Eigenvektor von A zum
Eigenwert A < x € Kern(A — AE,) \ {0}
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Korollar 12.2 Seien V,L und A wie in 12.1, X € K ein Figenwert von L und
€ K ein Eigenwert von A. Dann gilt:

FEig\(L) :={v eV : \v}

und

Eig,(A) :={z € K" : Az = px}

sind Untervektorraume von V' bzw. K* mit Dimension > 1, genannt der Figenraum
von L zum Eigenwert X bzw. der Eigenraum von A zum Eigenwert p.

Bemerkung

Da lineare Abbildungen auf endlich-dimensionalen Vektorrdumen durch Matrizen
dargestellt werden konnen, geniigt es in diesem Fall, Eigenwerte, Eigenvektoren und
Eigenrdume von Matrizen zu untersuchen.

Satz 12.3 Sei A € K™*". Dann gilt:
a) X ist Eigenwert von A < det(A— A\E,) =0

b) Die Funktion xa: K — K, X\ det(A— \E,) ist ein Polynom n-ten Grades,
das sogenannte charakteristische Polynom von A, und es gilt:
A ist Figenwert von A < X\ ist Nullstelle von x 4.

Beweisskizze
a) folgt aus Satz 12.1 und Korollar 11.5.
b) folgt aus a) und den Eigenschaften von Determinanten und Polynomen.

Korollar 12.4 Sei A € K"*". Dann gilt:
a) A hat hochstens n verschiedene Eigenwerte.

b) A mindestens einen komplexen FEigenwert. Dieser Eigenwert kann reell sein,
muss aber nicht, selbst wenn A € R™ " ist.

c) Ist A € R™™ C C"™™ und A\ € C\R FEigenwert von A, dann ist auch A
Figenwert von A.

Beweisskizze
a) folgt aus Satz 12.3 b) und Korollar 5.8.
b), c) folgen aus Satz 12.3 b), Satz 6.9 (Fundamentalsatz derAlgebra) und Satz 6.12.

Definition Sei A € K™*" und A Eigenwert von A. Dann heift:

e die Vielfachheit der Nullstelle X von xa die algebraische Vielfachheit von A,
bezeichnet mit ng(\),

o n,(N) :=dim Eigy(A) die geometrische Vielfachheit von .
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Beispiele

)

Sei A = ( (1) (1) ), d.h., L4 beschreibt die Achsenspiegelung an der Geraden

T9 = 21 im R?. Dann gilt:

XAM:{‘f fkw:v—1=<x+mu—1>

Also
XA()\) =0& A =41,

d.h., A besitzt die Eigenwerte Ay = 1, Ay = —1.
Berechnung der Eigenvektoren:

(A= M\Ey)z =0
=1 A)(3)-(0)

S —r1+29=0

Eigl(A)z{(g>:aeK},

wobei K = R, falls A als Matrix im R?**? betrachtet wird und K = C, falls A
als Matrix im C?*? betrachtet wird.

Die Menge aller Eigenvektoren von A zum Eigenwert 1 ist Fig;(A) \{ ( 8 > }
Auferdem gilt: n,(1) =1 =ny(1).

d.h.

(A — )\QEQ)Z' =0

=) ()=0)

S xp+ 20 =0,

d.h.
Eig_1(A) = {( _oza ) : aGK},
ne(—1) =1 =mny(-1).
01 . ) :
B = ( 00 ), d.h., Lp beschreibt die Verkettung von L4 mit der orthogo-

nalen Projektion auf die z;-Achse im R? (zuerst spiegeln, dann projizieren).



Also ist A = 0 einziger Eigenwert und es gilt n,(0) = 2.

Ez‘go(B)—{<8‘):aeK}

= ny(0) = 1.

Satz 12.5 Sei A € R C C"*" und x € C" ein Eigenvektor von A zum Eigenwert
A € C. Dann ist T Figenvektor von A zum Figenwert ).

Beweis L
Az = Az = Az = \x = \T.

Satz 12.6 Sei A = (a;;) € K"*". Dann gilt:

xa(A) = (=1)" X" 4 (=1)"LSp(A)A" L + nz e\ 4 det(A)

k=1

mit ¢ € K und Sp(A) =

a; (die sogenannte Spur von A).

=1

Beweisskizze
Wegen x4(A) = det(A — AE,) ist xa(0) = det(A) und durch vollstdndige Induktion
nach n mit Entwicklung von det(A — AE,,) nach der 1. Spalte erhélt man:

xa(A) = H(au‘ —A) +q(A)

mit Grad (¢) < n — 2. Hieraus folgt die Behauptung des Satzes.

Korollar 12.7 Seien \i,..., A\, die (paarweise verschiedenen) Figenwerte von A €
K"™*"™. Dann gilt:

k A\,
(i) TI A = det(A)
=1

(wﬁmwm:ww

Beweis
Folgt aus 12.6 und dem Satz von Vieta (Korollar 6.11). O

Satz 12.8 Seien A, B € K"*" dhnlich. Dann gilt: x4 = XB-
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Beweis
Da A, B ahnlich sind, sind auch A — AE,, und B — \E,, dhnlich und wegen Korollar
11.7 (di) folgt die Behauptung. O

Korollar 12.9 Seien A, B € K™*™ dhnlich. Dann gilt:

(i) Sp(A) = Sp(B)
(11) A ist Figenwert von A mit n,(\) = k < X ist Eigenwert von B mit ng(\) = k

(iii) Sei S € GL (n,K) mit B = S7'AS und = Figenvektor von A zum FEigenwert
A mit ng(\) = m. Dann ist S™'x Eigenvektor von B zum Eigenwert \ und es
ist ng(\) = m (als Eigenwert von B).

Beweisskizze

(z) folgt aus 12.8 und 12.6. Alternativ kann man auch direkt nachrechnen, dass
Sp(M N) = Sp(N M) fiir alle M, N € K™ ist daher Sp(S~'AS) = Sp(SS~1A) =

Sp(E,A) = Sp(A).

) folgt aus 12.8 und 12.3.

(i17) folgt aus Ax = \v & ST1ASS o = S (\z) = A\S~ o & BS o = \S~ 1o

Korollar 12.10 Sei \; Eigenwert von A € K"*". Dann gilt ng(\;) < ng(\;).

Beweis
Sei m = ny(N\;) und {by,...,b,} eine Basis von Fig,,(A). Erginze diese Basis zu
einer Basis B = {b,...,bm,...,b,} von K". Dann gilt: A ist dhnlich zu MLB/;B und
es ist

Ni E, |F
0 --- 0

B,B
M= - e
0 --- 0

= Xa(\) = xyp.5(\) = det((\i—A) Bp)-det(C—AE, ) = (A= A)" det(C—AE, )

= ng(Ni) > m =ng(\)

Satz 12.11 Sei A € K" und S € GL(n,K) mit den Spaltenvektoren s;, j =
1,...,n. Dann ist dquivalent:

(i) {s;j: j=1,...n} ist eine Basis von K" aus Eigenvektoren von A.

(ii) D = (d;;) mit D = S™'AS ist eine Diagonalmatriz.
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Gelten die dquivalenten Aussagen (i) und (i), dann ist Ay, = dj;s;, j =1,...,n,
und {djj . ] = 1,...,77,} = O'(A)

Beweisskizze
(1) = (éi): durch direktes Nachrechnen.
(1) = (i): Aus (i) folgt A = SDS™! und aus 12.9 (4i7) erhilt man ().
Die restliche Behauptungen ergeben sich durch direktes Nachrechen und wegen 12.9
(i3).
Korollar 12.12 Sei A € K™*™. Dann ist dquivalent:
(1) K" besitzt eine Basis aus Eigenvektoren von A.

(11) A ist dhnlich zu einer Diagonalmatriz D = (d;;).

Definition A € K™ heifst diagonalisierbar, falls die dquivalenten Figenschaften
(1), (ii) aus 12.11 erfillt sind.

Satz 12.13 Sei A € K™*". Dann ist dquivalent:
(1) A ist diagonalisierbar

(11) xa zerfdllt dber K in Linearfaktoren und fir jede Nullstelle \; von x4 gilt:

Satz 12.14 Seir V' ein K-Vektorraum, L : V — V linear und A\;, ..., N\, paarwei-
se veschiedene Eigenwerte von L mit zugehorigen Figenvektoren vy, ...vi. Dann ist
{v1,... v} linear unabhingig. Also sind FEigenvektoren zu verschiedenen Eigenwer-
ten linear unabhdingig.

Beweis
Vollstandige Induktion:
k=1: {v} ist linear unabhéngig, da v; # 0.
k+1 k+1 k

k— k +1: a;V; = 0= (L - )‘k—l-l]d)(Z Oéi’UZ‘) - Z Oéz()\z — )\k+1>vi

i=1 i=1 i=1
gOzl:...:Oék:O:>Oék+1Uk+1:O:>Oék+1:O,
da vg4q # 0. O

Beweis Satz 12.13

(1) = (i7) :

Ist A diagonalisierbar, dann ist A dhnlich zu einer Diagonalmatrix D. Da yp iiber
K in Linearfaktoren zerfillt und fiir jede Nullstelle \; von xp gilt

ng()\%) = na()‘i)7
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folgt wegen 12.8 und 12.9 (i7), (iii) die Aussage (i7).

(13) = (i) :
Seien Aq, ..., \; die paarweise verschiedenen Nullstellen von y 4. Da x4 in Linear-
faktoren zerfallt, gilt

Wegen n,(A\;) = n,(N;) folgt

k
Sei B; eine Basis von FEig),(A). Dann folgt aus Satz 12.14, dass B := UBi linear
i=1
k
unabhéngig ist. Wegen dim(Span(B)) = > ny(A\;) = n muss B eine Basis von K"

i=1

sein. H
Beispiele
0 1Y.. . iy ) L 11
1) A= < 10 ) ist diagonalisierbar. Wahlt man zum Beispiel S = ( 1 1 );
1 0
ot -1 AQ
dann ist S AS_(O _1>.

2) B= < 8 é ) ist nicht diagonalisierbar.

Satz 12.15 Sei A € K™*" selbstadjungiert. Dann gilt:
(i) o(4) CR

(i1) Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten von A sind orthogonal zueinan-
der.

Beweis
(7) Sei A € 0(A) und 2 € K" ein EV von A zum EW A. Dann gilt:

Mz, x)gn = Az, 2)gn = (Az, 2)gn = (T, AT)gn

= <‘Ta)‘I>K" = /_\<"L‘7$>K"

Wegen z # 0 folgt daraus A = A und somit A € R.
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(77) Seien z,y € K"\ {0}, \,p € K, A# pu, Az = Azr und Ay = py.
Wegen (i) gilt A\, 1 € R und damit folgt

A =)@, Yrn = (AT, y)re — (T, 1Y)~
= Az, y)xn — (T, py)xn
= (Az,y)xn — (2, AY)xn =0 |1 (A—p) #0

T,
z,

:> <x,y>Kn == 0

|

Satz 12.16 Sei A € K™ selbstadjungiert. Dann existiert eine Orthonormalbasis
von K" aus Eigenvektoren von A.

Beweis Vollstandige Induktion nach n :

n=1:

{1} ist ONB von K und 1 ist EV von jeder Matrix aus K!*!

n—-n+1:

Nach 12.4 b) und 12.15 (i) besitzt A mindestens einen reellen EW A;. Sei vy ein EV
zu A\ und W = {v; }+ = {z € K" : (z,v))gn+1 = 0}

Dann ist W ein n-dimensionaler Unterraum von K" und es gilt:

Ve e W (Az,v))gntr = (T, Avy)gn+r = (@, A1) gn+1

)\1 <l’, U1>Kn+1 =0

= VeeW: Ave W

= L := L4 |w ist eine lineare Abbildung von W nach W.

Sei B = {by,...,b,} eine ONB von W. Dann ist M?’B € K™ " selbstadjungiert
und nach Induktionsvoraussetzung existiert eine ONB von K" aus EV von M; B,

Folglich existiert auch eine ONB {51, o ,l;n} von W aus EV von A.
Dabher ist {ﬁ, bi,...,b,} eine ONB von K" aus EV von A. O
1llgn+1

Korollar 12.17  a) Sei A € R™" symmetrisch. Dann existiert eine orthogonale
Matriz S, so dass STAS eine Diagonalmatriz ist.

b) Sei A € C™™ hermitesch. Dann existiert eine Matriz S, so dass STAS eine
Diagonalmatriz ist, die in R™™ enthalten ist.

Bemerkung

Koordinatentransformationen, die symmetrische Matrizen mit Hilfe von orthogona-
len Matrizen zu Diagonalmatrizen transformieren, nennt man auch Hauptachsen-
transformationen.
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Korollar 12.18 Sei A € K™"*" selbstadjungiert. Dann gilt :

positiv definit R

ositiv semidefinit R

Aist PO efinit o4y 0
negativ definit R~

negativ semidefinit Ry

Bemerkung
Sei A € R™". Dann ist 3(A + A”) € R™" symmetrisch und fiir die quadratische
Form g4 : R* = R, v — 2T Az gilt

ga(z) = (z, Ax)gn = (z, %(A + AN\ g,

Ist {b1,...b,} eine ONB von R™ aus EV von (A4 + A"), 1(A + AT)b; = \;b; und
xr =) z;b;, dann gilt:
i=1

QA(x) = Z Aifiz-
i=1

Bemerkung
Es gibt verschiedene Verallgemeinerungen von Satz 12.16. Fiir Details sei auf die
Literatur verwiesen.

Beispiel
Sei C' € SO(2), also

o= (os¢ — sin ¢
~ \sinp cosp
mit ¢ € R, d.h., L¢ beschreibt eine Drehung im R? um .

cosp — A —singp

Xe(A) = sin ¢ cos Y — A

‘:/\2—2(cosgo)/\+1:O

& A2 =cospxising

1. Fall: o =2km, k€ Z

(Drehung um 2k7 entspricht der identischen Abbildung.)
sinpg =0 A cosp =1

= X =1 ist einziger EW mit n,(1) = 2,

Figi(C) = R? bzw. C?, n,(1) = 2.

2. Fall: p = 2k+ )7, k€ Z
(Drehung um (2k + 1)7 entspricht Punktspiegelung am Ursprung.)
sing =0 A cosp = —1
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= X\ = —1 ist einziger EW mit n,(—1) = 2,
Eig_1(C) = R? bzw. C?, ny(-1) = 2.

3.Fall: p e R\ {kr: k € Z}

sinp # 0
= A =cosp+ising € C\R, n,(\) =1,

Eigy, (C) = Kern (—z sin ¢ —SIDSO) = {a (_12) T € (C} , ng(A) =1,

sing  ising

Ay = A = cosp —ising, ng(l) =1
Figy,(C) = {oz (1) to € C} . ng(A2) = 1.

Satz 12.19 Sei A € SO(3). Dann gilt:

(i) leo(A)
(i4)  Fiir jede ONB B = {b1,by, b3} von R® mit Ab; = b, existiert genau ein
¢ € |-m 7] mit |p| = arccos(3(Sp(A) — 1)), so dass
1 0 0
Mi"B =10 cosp —sing 18t.
0 sing cosyp

Bemerkung

Fiir weitere Resultate bzgl. Eigenwerten und Eigenvektoren von Matrizen aus
SO(n),0(n),SU(n),U(n) sei auf die Literatur verwiesen.

Definition Sei: A € K. Die Matriz

A1 0O ... 0
0 X 1 :

1
0 ... 0 A

heifst Jordan-Matriz oder Jordan-Block.

Satz 12.20 Fir eine Jordan-Matriz J(k, \) gelten:
(1) X ist einziger EW von J(k,\).

(1t) ne(X) =k und ny(\) = 1.
Insbesondere ist J(k,\) fir k > 2 nicht diagonalisierbar.

(i1i) Die Matriz J(k,\) — \E}, ist nilpotent, d.h.
dmeNVReN:n>m = (J(k,\)— AE)" =0,
und es qilt m = k.
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Satz 12.21 Sei k > 2, B eine Basis von KF und A € K*¥** eine Matriz, die nur
einen EW X besitzt und fiir den gilt: n,(\) = k und ng(\) = 1.
Dann ist dquivalent:

(i) MPP = J(k,N).

(i) B ={by,...,bx} mit (A— AEg)by =0 und
VJ € {1,2,,k—1} : (A_)\Ek)b]Jrl :bj-

Definition Sei A € K™™ und X ein EW von A mit n,(\) = m. Dann heifst
Hy\(A) := Kern((A — A\E,)™)

der Hauptraum von A zum EW X\ und die Elemente aus Hy(A) heiffen Hauptvektoren
von A zum EW \.

m

Satz 12.22 (Jordansche Normalform) Sei A € K™ und x4(\) = [](\i — \)*i

=1

mit \; # A; fiir i # j. Dann existiert eine Basis B von K" aus Hauptvektoren von
A, so dass

J(l{ill,/\l) 0

J(klln A1)
MpPP =

J(kmla )\m)

0 . Ik, Am)

l;
ist, wobei Yy kij = ki = ng(N\;) und l; = ng(N;) ist.
j=1
MEAB heif$t dann Jordansche Normalform von A.

Beweis
siche Literatur

Beispiel

1 0 0
Sei A= [0 4 1].Dann gilt:
0 2

-1
A = A= DA =3)? = o(4) = {1,3}, na(1) = 1,n,(3) = 2
1
Figi(A) = Spanq | 0 = ny(l) =1
a4) = spnf 0]}
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13 Konvergenz
Definition
a) Eine reellwertige Folge (ay,)nen heifit konvergent gegen a € R, falls gilt
Ve>03dn.e NVn>n.:|a,—al<e (K)

Man sagt dann auch ”(ay,)nen konvergiert gegen a” oder

)

Ya ist Grenzwert (Limes) von (ap)nen ”.

Kurzschreibweisen : a, — a fir n — oo oder lim a, = a.
n—oo

b) Eine reellwertige Folge, die gegen 0 konvergiert, heiffit Nullfolge.

c) Eine reellwertige Folge, die keinen Grenzwert besitzt, heifst divergent.

Beispiele

1) Sei (ap)neny mit a, = % Dann ist (a,)nen eine Nullfolge (folgt aus Korollar
3.17)

Qn

1 °
0,8
0,6
0,4

0,2 °

2) Sei N € N und (b,)neny mit b, = 0 fiir alle n > N. Dann gilt b, — 0 fir
n — oo.

3) Sei (Cn)nen mit ¢, =1 — +. Dann gilt lim ¢, =1
n—oo

Satz 13.1  a) Jede konvergente Folge hat genau einen Grenzwert.

b) Jede konvergente Folge (ay)nen ist beschrankt, d.h.

AC>0VneN: |a,| <C
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c) Verdndert man endlich viele Folgeglieder einer konvergenten Folge, dann hat
die dadurch entstandene Folge denselben Grenzwert wie die urspriingliche.

Beweis
a) Angenommen Ja,b € R: a#b A lim a, =a A lim a, =b.

n—yoo n—so0
= AINNeEN:(Vn>N: |a, —a| < ZAYA (V>N o, —0] <58

= VYn>maz{N,N}: |a—b]=|a—an+a,—b| <|a—ap|+|an—b| <|a—b| 4
b) Sei (ay,)nen konvergent.

= JaceR I eNVR>ny: |a,—a|l <1

= VneN: |a,| <mazx{|ai],...,|an,|,|a] + 1}.

¢) Seien (an)nen, (bn)neny mit lim a, =aund IN € NVn > N : b, = a,.
n—oo

= Ve>0In.eNVn>n.:|a,—al<e
= Ve >0Vn>max{N,n.}:|b,—al|<e
= lim b, = «a. O

n—oo

Beispiele

1) (an)neny mit a, = n ist nicht beschrénkt, kann also nicht konvergent sein.

L .= lim b, =0
-, sonst n—00

1, fall 2k 1< k<1
2)Seibn:{’ allsm € {2k :1 <k <10}

Satz 13.2 Seien (a,)nen, (bn)nen konvergente Folgen mit lim a, = a und
n—oo

lim b, = b. Dann gilt:
n—oo
(i) Vo, B € R: lim (aa, + Bb,) = aa + B
n—oo
(i1) JEEO(W”) =ab
(iii)) b#£0 A VneN: b, #0) = lim %:%
n—oo n
() lim |a,| = |a|
n—oo
(v) Ym € N : nh_)ngoan =a

(vi) (a>0 AN VneN: a,>0) = YmeN: lim t/a, = Ya
n—oo

Beweis
Ve >0 3dn,n.: (Vn>n.: |la,—al<e) A (Vn>n.: |b, —b| <e)
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(i) Yo, p € RVn > maz{n.,n.} :
laa, — b, — (aa — )| = |a(an — a) = B(b, — b)| < |af|ay — al + [B] [b, — b|
< (la[+ 18] e,
woraus die Behauptung (7) folgt.

(17) Vn > maz{n., n.} :

lanb, — ab|l = |anb, — anb + anb — ab| < ay,||b, — b| + || |an, — a|

13.15)
< (maz{la,|: n €N} +b])e,

woraus die Behauptung (i) folgt.
(1ii) Seib#0 A VneN: b, #0.

b
= IJNeNVneN: |bn|>mm{|b1],...,|bN|,%}>0
= Vn >, : 1‘—‘[’_6" b= bnl
o, b | bab | T b
|b|mm{|bl|,...,|bn|,|—2|}
1
<( | . )
[blmin{[b.|, ..., |ba], 5

= lirni—1

n—oo b, b

Y Behauptung (i)

(iv) Aufgrund der Dreiecksungleichung nach unten (3.13 (v)) gilt :
Vn e N: |la,| —|a|| < |a, — a
= Behauptung (iv)

(v) folgt durch vollstdndige Induktion nach m unter Ausnutzung von (7).

(vi) SeiVn € N: a, > 0.
1. Fall: a =0
= Vn>nem:|a,|<e™
= Vn>nm: a, <é¢
= limy e ¥a, =0= ¥a
2. Fall: a > 0
Nach 3.10 (i7) gilt:

m—1
Vo,y € R (2 —y) 30 a™ 1 hyh = o™ —ym
k=0

Fiir © = %/a, und y = %/a folgt daher
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la, — al m—1

| §/an — /al =

m—1 m—_1-k
> an ™ am
k=0

= lim, .. a, = Ya

Beispiele

2n4—1—n2+5_ 1 24+n24+5m? 5

1 = — 0
) 3nd 4+ 2n n 3+2n—4
—0 _:rg

3

2n° +n?+5 2400 4+5n70 e 2

2 — =
) 3nd + 2n 3+ 2n—4 3
onb +n?+5 24 n245n"
3) =n
3nd + 2n . 3+2n
2n® +n?+5
= VN € N3 : Vn > —
S ny n>ny 305 + 9n

Man schreibt dafiir auch:

2n% +n?+5 .
—— — oo firn — 0.
3n® 4+ 2n
o2nS 245
Wegen 13.1 b) ist die Folge (a,)nen mit a,, = % divergent.
Analog gilt
—28 4+n2+5 —24+n 2450
=N -
3n® 4+ 2n . 3+2n
= VN eNIny e NVn > _2n6+n2+5< N
n n>ny: —
N N 3n° 4 2n
—2nb 245
Kurzschreibweise: ne A nT — —o0 fir n — oo.
3n° 4+ 2n

Wegen 13.1 b) ist auch diese Folge divergent.

(n*+n) —n? 1 —

n 1
= g prng H_
vri+n+n  n(V1i+nt4+1) Vi+nt+1 2

4) vn?+n—n

Satz 13.3 Seien (an)nen, (bn)nen konvergente Folgen und
AN eNVn>N:a, <b,,
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dann folgt

lim a, < lim b, .
n—oo n—oo

Beweis
Sei a = lim a,, und b = lim b,.
n—oo n—oo
~ ~ la — b

= dNVn > N:|a, —b, — (a —b)| < —5

Angenommen, es sei a > b.
~ a—>b
— Vn>N:an—bn>T>O,

ein Widerspruch zu a,, < b, fiir hinreichend grofie n. O
Bemerkung

Ersetzt man in den Voraussetzungen von Satz 13.3 a, < b, durch a, < b,, dann
kann aber im Allgemeinen nicht

lim a, < lim b,
n—oo n—oo

gefolgert werden, sondern auch nur

lim a, < lim b, ,
n—oo n—o0

wie das Beispiel a, = 0 und b, = % zeigt.

Korollar 13.4 (“Sandwich-Satz”, “Dreifolgensatz”, “Prinzip der Polizisten”) Seien
(an)nen, (bn)nen und (c,)nen reellwertige Folgen. Gilt

lim a, = lim ¢, = a
n—o0 n—o0

und

AN e NVn > N :a, <b, <c,,

dann ist (b,)nen konvergent und

lim b, = a.
n—oo
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Beweis

Folgt aus
Vn>N:0 < |b,—a

S |bn_an‘+|an_a‘

= b,—a,+|a, —ql

< Cn_an+’an_a|

= |en —an| + lap —al == 0
und Satz 13.3.
Beispiel
Sei m € Ny, |¢| < 1 und a,, = n¢". Dann gilt lim a,, = 0.

n—oo
1. Fall: ¢ =10
— VYneN:aq,=0 = lima, =0
n—oo

2. Fal: 0 < |q| < 1

Nachweis durch vollstandige Induktion nach m.

Dazu benotigen wir die folgende Abschitzung:

Sei z € R mit 0 < |z| < 1. Dann 3C > 0, so dass gilt:

‘v’nGN:|x|”§% (%)

Nachweis von (x):

1
0<|z|<1l = ] > 1
x
1 ) 1
— —=1+hmith=——-1>0.
|z |z
Nach der Bernoulli-Ungleichung (Satz 3.12) folgt:

1
VneN: — =(14+h)">14nh>nh

x|

== |z|" < —.
|| -

Nun zur vollstdndigen Induktion:

m = 0:

: C
Sei0<lg<1 L 30>0vneN:0<|g| =" <= =30
13.4 . n
= lim¢" = 0.

n—oo
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m —m+ 1:
Sei0< g <1 = 0<+/|¢gl <1

Y 30>0VneN: 0 < |nmtgY
- (V) ()

c-n™ <\/m>n =% 0 (nachIV)

n

IN

134 ..
= lim n™* ¢ = 0.
n—oo

Definition FEine reellwertige Folge (ay,)nen heifit
a) monoton wachsend, falls gilt Yn € N : a,11 > ay,
b) streng monoton wachsend, falls gilt Yn € N : a,11 > ay,
c) monoton fallend, falls gilt Vn € N : ap11 < ay,
d) streng monoton fallend, falls gilt Vn € N : a,11 < ay,
e) nach oben beschrinkt, falls gilt 3C' € RVn € N:a, < C,

f) nach unten beschrinkt, falls gilt 3C' € R¥n € N:a, > C.

Satz 13.5 Jede monoton wachsende, nach oben beschrinkte reelle Folge (ay)nen ist
konvergent und es gilt

lim a, =sup{a, :n € N} .
n—oo
Beweis
Nach Voraussetzung ist {a, : n € N} nach oben beschriankt. Aufgrund des Supre-

mumsaxioms Ja € R : a = sup{a, : n € N}

— Vedn.:a—¢<a, <a.

Da (ay)neny monoton wachsend ist, folgt

Vedn.VNn>n.:la, —al=a—a, <e¢

n—oo
== a, — a. |
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Korollar 13.6 Jede monoton fallende, nach unten beschrinkte reelle Folge (ay)nen
15t konvergent und es gilt

lim a, = inf{a, : n € N} .

n—oo

Beispiel (Babylonisches Wurzelziehen, Heron-Verfahren)
Seien a,zy € RT. Wegen 7 > 0 — (:L' + %) > 0 ist durch

1
VneNy:x,q == (xn + i)
2 Ty
eine Folge (z,)nen rekursiv definiert und es gilt =, > 0 fiir alle n € Ny. Aukerdem
gilt:
e VneN:z, > /a,

denn

1
VTLGNoZZL’n_H—\/a = 5(1‘”—%%)—\/5

= % (22 4+ a — 2z,/a)
1 2

= T (20 — Va)

> (%)

® (Z,)nen ist monoton fallend,

denn

a
VneN: z, —x,0 = xn——(xn—l——)

Y
o

Dabher ist nach Korollar 13.6 die Folge (z,,)nen konvergent mit lim z, > v/a > 0. Es
n—oo
gilt sogar
lim z, = Va,
n—oo

denn es ist

lim z,, = lim x,.; (folgt direkt aus der Definition eines Grenzwerts)
n—oo n—oo
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1 ao 1 1
— lim z, = lim —<xn+i> 1§§<lim :rn)—i-g

n—o00 n—oo 2

2
== (lim xn) =a
n—r0o0
——

>0
= lim z, = /a.

n—0o0

Aus (%) folgt aufserdem:

1 2
$n+1—\/a§m(fl?n—\/a)
und daher

1
2, —Va| =1, —Va<107F = |2, — Va| = 1,1 — Va < 710_2’“,
a

also eine hohe Konvergenzgeschwindigkeit fiir gentigend grofse n.

Definition Seien (ay,),, oy, (bn),cn reellwertige Folgen. Die Menge {[an, by] : n € N}
heifit Intervallschachtelung, falls gilt:

(’L) Vn - N : [an+1, bn+1] g [an7 bn] 9

(7) lim (b, —ay,) =0.

n—oo

Korollar 13.7 Sei {[ay,b,] : n € N} eine Intervallschachtelung. Dann

Jz e R: {a} = () [an. b

neN
und es gilt
r = lim a, = lim b,.
n—oo n—oo
Definition

a) Sei (x,),cy €ine Folge und k — ny eine streng monoton wachsende Abbildung

von N nach N. Dann heifit (zn, )ren eine Teilfolge von (x,), -

heifit ein Hdiu-

b) Der Grenzwert einer jeden konvergenten Teilfolge von (x,)
fungspunkt von (z,)

neN
neN-

¢) Besitzt eine Folge (x,),, oy einen grifiten Hiufungspunkt x, dann heifit er Limes

superior von (Tn),cy-

Bezeichnung: x = limsup x,, = lim z,,.
n—»00 n—00
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d) Besitzt eine Folge (x,), oy einen kleinsten Hiufungspunkt x, dann heifit er
Limes inferior von (n),cy-

Bezeichnung: x = liminf z,, = lim z,.
n—oo n—oo

Beispiel

Sei x,, = (—1)". Dann ist (x,),,o Dicht konvergent, aber es existieren lim inf z,, = —1
n—oo
und limsup x,, = 1.
n—oo

Satz 13.8 Sei x der Grenzwert einer Folge (x,,) . Dann konvergiert auch jede

Teilfolge von (1,,),cn gegen x.

neN

Satz 13.9 (Satz von Bolzano-Weierstrafl) Jede beschrinkte Folge (x,,),,oy in R
besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis

Sei (2,),cy eine beschrinkte reellwertige Folge.
= da;,b e R: Vn e N: x, € [ay, b].

Sei Vm € N:

[am, %} , falls eine Teifolge (x,,, )ken existiert mit
[ty by = Tp, € [am, %} firallek € N
[%,bm} , sonst
Dann enthélt jedes Intervall [a,,,b,], m € N, unendlich viele Folgenglieder von
(#n)en - Wahle fiir jedes m € N ein Folgenglied z,,, aus mit x,,, € [ay,, by, und
Ny, > nyj fiir alle j € Nmit 1 < j <m.
Da {[am,by] : m € N} eine Intervallschachtelung ist, ist wegen Korollar 13.7 die

Folge (z,,,) konvergent mit lim x, = lim a, = lim b,,. O

meN m—00 m—00 m—00

Definition Eine reellwertige Folge (), oy heifft Cauchy-Folge, falls gilt:

Ve > 03dn. € NVm,n>n.: |a, —a,| <e

Satz 13.10  a) Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge.
b) Jede Cauchy-Folge ist beschrankt.
c¢) Enthdlt eine Cauchy-Folge (x,), .y eine Teifolge (xy, )ren mit lim x, = x,
n—oo

dann ¢ilt auch lim z, = x.
n—oo
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Satz 13.11 R ist vollstindig, d.h., jede Cauchy-Folge in R hat eine Grenzwert in
R.

Beweis

Sei (x,,),cy eine Cauchy-Folge in R. Dann ist (x,),.y nach 13.10b) beschrénkt.
Daher enthélt sie nach 13.9 eine konvergente Teilfolge, und somit ist (z,),oy nach
13.10 ¢) ebenfalls konvergent. O

Bemerkungen

1) Die Vollstandigkeit von R ist letztendlich eine Folgerung von Satz 13.5 und
damit eine Konsequenz des Supremumsaxioms, siche den Beweis von 13.5.
Alternativ kann man auch die Vollstiandigkeit von R als Axiom postulieren
und daraus die Giiltigkeit des Supremumsaxioms beweisen.

2) Q ist nicht vollstandig, denn es gibt Cauchy-Folgen in Q, deren jeweilige Grenz-
werte in R\ Q liegen.

3) Die Vollstandigkeit von R ist ein grenzwertfreies Konvergenzkriterium, denn
damit kann man fiir diejenigen Cauchy-Folgen, bei denen man den Grenzwert
nicht explizit berechnen kann, immerhin deren Konvergenz nachweisen.

Satz 13.12 Seiz € R und m =min {n € N:n > —z}.

(i) Die Folge ((1 + z)n) st ab dem m-ten Folgenglied monoton wachsend.
n neN

(ii) Die Folge <(1 — E) —n) , definiert fiir n > m, ist monoton fallend.
n neN

T\" T\~ . .
(111) { {(1 + ﬁ) ) (1 — E> } :neNAR> |$|} ist eine Intervallschachtelung

und somit existiert

Beweisstrategie
Durch Nachrechnen, z.B. gilt

t+4)"" (1_ 1 )"“nﬂ
(i+1y me)
Berg}ulli 1_ n+1 n+1 :1
- (n+1)2) n
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Satz 13.13 (i) =1
(ii)) Ve € R: e* >0
(111) Yo,y € R: e"TY = ¢e%e¥

1
(iv) Ve e R: e = —

eac

(v) Yz € Q: e* = (e')*, wobei (e')* die x-te Potenz von (e') ist.
Daher definiert man e := e' (Eulersche Zahl).

(vi) e =2,718281828459045 . ..
(vii) Ve eR: e" > 142 A (e"=1+x < 2=0)

(viti) Y,y e R: z <y = e” < ¢¥

2]
1 — [z]

(ir) Ve e R: |z| <1 = |e* — 1| <

.1 .1
(z) lim enw =1 = lim e n.
n—oo n—oo

(zi) Ym € Np : lim n™e ™ = 0.

n—oo

Beweisstrategie
Durch Nachrechnen.

Satz 13.14 (i) Die Exponentialfunktion exp : R — RT, x — e® ist bijektiv. Die
Umkehrfunktion heifit natirlicher Logarithmus In : RT — R, x +— In x.

(it) In 1 =10
(ii)) Ve,y e Rtz <y = Inz<lny

(iv) Ya,b € R* :In(ab) =1n a +1n b.
a
b
(vi) Ya e R*™Vn e N: Ina"=n-Ina

(v) Ya,b e R :In —=lna—1Inb

(vii) Ve eRT :Inz<z—1A(nz=z—-1&x=1)
(viii) Ym € N: lim n=wln n =0
n—oo

(iz) Va € R"Vz € Q: a® = e*0@
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Beweisstrategie

(1): Injektivitat folgt aus 13.13 (viii).

Surjektivitét: Zeige, dass {x € R: e” < y} nichtleer und nach oben beschriankt ist
und somit ein Supremum s besitzt.

13.13 (vite 1 1
B v eN: e b < y < eStw

13.13 (x),13.4
:; 68 = ’y

(73) — (ix): durch Nachrechnen unter Ausnutzung von 13.13.
Definition (Reelle Potenzen) Fiir a € Rt und z € R sei a® := e*" 2.

Satz 13.15 (i) Ya € R™Vz,y € R: oY = a"a¥
(ii) Ya € R"Vz,y e R: (a")¥ = a™
(iii) Va,b € R*Vz € R : (ab)* = a®b

(iv) Seia € RT\ {1}. Dann ist f : R — RY, z — a” streng monoton wachsend
und bijektiv. Die Umkehrfunktion heifit Logarithmus zur Basis a, in Zeichen:
log, : R" - R, z — log, .

1
(v) Ya € R\ {1}Vz € RT : log, x = %.

Beweisstrategie
Durch Nachrechnen.

Definition

(i) Eine komplezwertige Folge (zy), oy heifit konvergent gegen z € C, in Zeichen:

Zp = 2 fiir n — oo oder lim z, = z, falls lim |z, — z| =0 gilt.
n—oo n—oo

(ii) Eine komplezwertige Folge (2,),cy heifft Cauchy-Folge, falls gilt

Ve >03dn. e NVm,n>n.: |z, — 2z, <e¢

Satz 13.16 Seien z, = x, +iy,, n € N und z = x + iy mit x,x,,y,y, € R. Dann
qilt:
(1) lim 2z, =z2<= limz, =2 A limy, =y
n—0o0 n—0o0 n—o0

(ii) (2n),ey 95t Cauchy-Folge <= () ,cn und (Yn),en sind Cauchy-Folgen.
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Beweisstrategie
Folgt aus

|Re z|

|Im z|

VzeC: { }§|2\§|Rez|+|lmz\.
Satz 13.17 Fir komplexwertige Folgen gelten:

(1) die Aussagen aus Satz 13.1.

(11) die Aussagen aus Satz 13.2(i)-(v), wobei o, 5 € C sein darf.

(i) lim z, =2z = lim Z, =Z.
n—oo n—oo

(iv) (BC > 0¥n €N |5 SO)A lim 2, =2) — |1 <C.
(v) die Aussage aus 13.8.

(vi) die Aussage aus 13.9 fiir C statt R.

(vii) die Aussagen aus 13.10.

(viii) die Aussage aus 15.11 fir C statt R.

Beweisstrategie
Analog zum reellen Fall.

Beispiel

1
l+z‘(1——2)
lim i i
1m — —
e 1 2+
- 2+i(1+—) Tio9 s
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14 Reihen

Definition Sei (a,)nen, €ine Folge in R. Dann heifst die Folge (S,)nen, mit Sp =

> ay eine reelle (unendliche) Reihe.
k=0

oo n
Kurzschreibweise: > ay statt ( > ak>
k=0 k=0 7/ n€No

Die Folgenglieder s,, heifien Partialsummen der Reihe.

Konvergiert die Reihe Y ay gegen a € R, dann schreibt man Y ar = a als Abkiir-
k=0 k=0

n
zung fir lim Y a; = a.

Allgemeiner definiert man fiir beliebige kg € Z auch Reihen der Form

oo oo
Do A= ) iy
k=ko m=0

Beispiele

1) Die geometrische Reihe Z 2* fiir € R:
k=0
L. Fall: |z <1

Mit Hilfe der geometrischen Summenformel (Satz 3.10(¢)) folgt:

E xr = = — . €T >
— 11— l—z l-2 >~ 11—z
= nooo

oo
= Fiir || <1 ist Zxk konvergent und es gilt
k=0

> 1
k;xk:l_x.

2. Fall: x =1 .
2 =n +1 7% 5o
k=0
3. Fall: z > 1 .
Ik _ 1 — gt n—o0
1—=x
k=0
4. Fall: z = —1
2m
Yoo
k=0



k=0
5. Fall: © < —1
2m 2 1
k 1 T mE m—»00
E r = >
11—z
k=0
2m+1
L 1 — m2m+2 oo
E r = 7
1—=2
k=0

= Fiir |z] > 1 ist Zxk divergent.

k=0
Folgerung:
) k_ ,m R "
VmENWx\<1.Zx =z Za: =T
k=m k=0
o0
: : . . .. .
2) Die harmonische Reihe Z z ist divergent, denn es gilt
k=1
S, = 1+ +<1+1> +<1+1+1+1> ( ! + +1>
" 3 4/ \5 6 7 8 7 \on-lgpq 7 om
S—— ~~ ~ ~~
>2.4=3=274 >4-4=5=22-% >on—1l.L=1
n n—ooo
> 14—
* 2
3) i; =1, denn es gilt
—~ R+ 1) &

k=1

3

k(k1+1) - 2(%_/{%1)
- O_%>+<%_%>+m+<nil_%>+<%_ni1>

n+1

Ed

=1

4) Jede reelle Folge (x,)nen kann als reelle Reihe dargestellt werden, denn es gilt

n
T, = ar mit a; = x1 und a; = z;, — xi_; fur alle & > 1.
k=1
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Satz 14.1 Seien > ag, Y, by konvergente Reihen mit Y ar = a und »_ by = b.

k=0 k=0 k=0 k=0
Dann gilt:
Va,ﬁER:Zaak—l—ﬁbk:aa—i—ﬁb
k=0
Beweis
Folgt aus Satz 13.2. O
Beispiel

St =y =3
Pt (k+1) —3

Satz 14.2 Sind (ag)ken, und (bi)ken, Folgen, die sich nur durch endlich viele Fol-

o o0
genglieder unterscheiden, dann ist > aj genau dann konvergent wenn > by kon-
k=0 k=0

vergiert. Die Grenzwerte der beiden Rethen kénnen allerdings verschieden sein.

Beispiel
(10z)*, k& < 100,

Sei z € R und a;, =
g {(295)’“, sonst.

o0
Dann konvergiert Y a; genau dann, wenn |z| < 1 ist.
k=0

Satz 14.3 (Leibniz-Kriterium) Sei (ay)ken, eine monoton fallende Nullfolge mit

a € RT fiir alle k € Ny. Dann konvergiert die alternierende Reihe > (—1)*ay und
k=0
fur deren Grenzwert a gilt:

2n+1 2n
VneNg: Y (—Dfap <a <) (—1)ay (1)

k=0 k=0

und .
VneNg:la— Y (=1)*ar| < ansa. (2)
k=0
Beweis .
Betrachte die Partialsummen s, = Y (—1)*ay.
k=0

Aufgrund der vorausgesetzten Eigengchaften von (ag)ren, folgt:
o Vm € N: Sopi1 = Som—1 + A2m — G2mi1 2> Som—1

o Vm € N: sy, = S92 — G2m—1 + G2 < Sam—2
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m—ro0

o Vm € N: sopy1 — Som = A1 — 0

Somit ist {[som+1, Som| : m € Np} eine Intervallschachtelung.
Nach Korollar 13.7 existiert ein a € R mit

a= lim s9,11 = lim Sop.
m—o0 m—00

o0
=a= lim s, = > (=1)*a

Mit Hilfe von Satz 13.5 und Korollar 13.6 folgt aufserdem
e VmeN: s9,_1 <a< sy,
= |a — Som—1| = a — Som—1 < Som — Sam—1 = Qo
o Vm € Ny : sgpq1 < a < Sop

= |a — Som| = Som — @ < Som — Samt1 = Gomt1

und daher (1), (2). O
Beispiel
> 1 > 1
Die Leibniz-Reihe — s = —1)*——— konvergiert nach dem Leibniz-
z nzl( )= ;( )i Konverg z
Kriterium.

Thren Grenzwert (In2) kénnen wir mit den bisher vorgestellten Mitteln noch nicht
berechnen.

Bemerkung
Ist (ag)ken, mit ax € R fiir alle & € Ny eine Nullfolge, die nicht monoton fallend

o.°]
ist, dann muss >_ (—1)*a,, nicht notwendigerweise konvergieren, wie das Beispiel
k=0

= k€ {2m :m € N},
ap =
(3)*, sonst,
zeigt.
Satz 14.4 (Cauchy-Kriterium)

o0 m
Zak ist konvergent. < Ve > 03In.Nm >n>n.: | Z ag| < e
k=0 k=n+1

Beweis
Folgt direkt aus der Vollstandigkeit von R. O

Korollar 14.5

Zak ist konvergent. = (a)gen, ist eine Nullfolge.
k=0
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Beispiel

Sei ¥ € R und a; = 2*. Da (ag)ren, fiir |#| > 1 keine Nullfolge ist, erhiilt man mit
Korollar 14.5 die Divergenz der geometrischen Reihe fiir [z| > 1 einfacher mit Hilfe
der zu Beginn dieses Kapitels diskutierten Fallunterscheidung.

Bemerkung
Die Umkehrung von Korollar 14.5 gilt aber im Allgemeinen nicht, d.h., ist (ag)ken,

eine Nullfolge, dann muss ) aj nicht konvergent sein, wie das Beispiel a; = %H
k=0
zeigt. Dass (ar)ren, eine Nullfolge ist, ist also eine notwendige Bedingung, aber keine
hinreichende Bedingung fiir die Konvergenz von ) a.
k=0
Definition  Eine Reihe Y ap heifit absolut konvergent, falls die Reihe Y |ag|
k=0 k=0
konvergiert.
Satz 14.6 Jede absolut konvergente Reihe ist konvergent.
Beweis . .
Folgt aus | > ax| < > |ax| und Satz 14.4. O
k=n k=n
Bemerkung

Die Umkehrung von Satz 14.6 gilt aber im Allgemeinen nicht, denn die Leibniz-Reihe
ist konvergent, aber nicht absolut konvergent.

Satz 14.7 (Monotoniekriterium)

n

Zak ist absolut konvergent. < <Z \ak|> 1st eine beschrankte Folge.
n€Ng

k=0 k=0
Beweis .
"<": mit Hilfe von Satz 13.5, da ( > |ak|> monoton wachsend ist.
k=0 neNp
"=": folgt mit Hilfe von Satz 13.1 b). O
Beispiel
— 1
Z — ist absolut konvergent und somit konvergent, denn
k=1
1 1

VE>2: =<

- k2 (k—=1k

n n n—1
1 1 1 1

=VneN: ‘—‘: — <1 =2-—-<2

" k; ) P S Y n
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(e.0)
1 2
Den Grenzwert von Z =E néamlich 5 kénnen wir mit den bisher vorgestellten
k=1

Mitteln noch nicht berechnen.

Satz 14.8 (Majorantenkriterium) Ist N € Ny, |ag| < by fir alle K > N und

> by konvergent, dann konvergiert Y aj absolut. Die Reihe ) by heifst dann kon-
k=0 k=0 k=0

vergente Majorante fir > ax.
k=0
Beweis
Seien die Annahmen aus Satz 14.8 an a; und by, erfiillt. Dann gilt nach Satz 14.4

m
Ve>0adn.Vm>n>n.| > byl <e
k=n-+1

by >0 n

= Vedn.VYm>n>n.: > bp<e
k=n+1

= Vedn.Vm > n > max{N,n.} :

m

| > anl < Y el < > bp<e

k=n+1 k=n+1 k=n-+1
14.4

oo
= > ay konvergiert absolut. O
k=0

Korollar 14.9 (Minorantenkriterium) Ist N € Ny, 0 < by < ay, fir alle k > N

und by divergent, dann divergiert . ay. Die Reihe Y by heifst dann divergente
k=0 k=0 k=0

o0
Minorante fir > a.

k=0
Beispiele
1) Z (8”15# - 4% konvergiert absolut.
k=0

=1
2) Z o divergiert fiir alle o < 1 und konvergiert absolut fiir alle a@ > 2.
k=1

Spéter werden wir sehen, dass diese Reihe sogar fiir alle o > 1 absolut konver-
giert.

Korollar 14.10 Ist |ag| < by, fir alle k € Ng und > by konvergent, dann gilt:
k=0

o0 o o0
|Z&k\ < Z|ak\ < Zbk
k=0 k=0 k=0
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Beweis
Folgt aus Satz 14.8 und Satz 13.3. O

Korollar 14.11 Sind 3 |a|? und Y |bx|* konvergent, dann ist > apby absolut
k=0 k=0 k=0
konvergent.

Beweisstrategie
Folgt wegen |apby| < 3]ax|® + 5[bx|*.

Satz 14.12 (Quotientenkriterium) Sei n € Ny und ax, # 0 fir alle k > ny.

a) Falls ein q € [0,1] und ein N > ng existiert, so dass
k> N : )a’““ <4
gilt, dann ist Z ay absolut konvergent.
k=0

b) Falls ein N > ng existiert, so dass

VEk > N : )a’““‘ >1
gilt, dann ist Z ay, divergent.
k=0
Beweis

) Aus ‘ ‘ < q fiir alle k > N folgt:

Vk > N :|aga] < qlag] < ... <@V ay]
- lan|
N
= Z’ak‘ < — qu
k=N q k=N

Wegen ¢ < 1 folgt aufgrund des Majorantenkriteriums und des Satzes 14.2 die

absolute Konvergenz von » | a.
k=0

b) folgt mit Hilfe des Minorantenkriteriums. O

Korollar 14.13 @) limsup M‘ <g<l= Zak konvergiert absolut.
k—00 ag
k=0

Af41

b) hm inf

—00

>1= Zak divergiert.

Qg
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Beweis
Die Voraussetzung von 14.13 a) impliziert die Voraussetzung von 14.12 @) und das-

selbe gilt fiir die Voraussetzungen von 14.13 b) und 14.12 b). a
Bemerkung
Gilt weder die Voraussetzung von 14.12 a) noch die Voraussetzung von 14.12 b), z.B.
im Falle ligg glf |a’;—zl| = 1, dann kann kgo ay, konvergent sein wie im Falle a; = m
. . . . 1
oder divergent sein wie im Falle ay = 5.
Beispiel
Die Reihe Z I—' konvergiert nach dem Quotientenkriterium fiir alle z € R absolut,
n!
n=0
denn es gilt
xn+1
VoeR: |LHE| 2l noe
5 n+1 '
Spéter werden wir sehen, dass Z T o7 ist.
n!

n=0

Satz 14.14 (Wurzelkriterium) a) Fualls ein q¢ € [0,1] und ein N € Ny exi-
stiert, so dass

V> N: /|ax] <gq

gilt, dann ist > aj absolut konvergent.
k=0

b) Fulls ein N € Ny existiert, so dass

Vk > N:{/|ag| > 1

gilt, dann ist > ay divergent.
k=0

Beweis

a) Unter der in a) gegebenen Voraussetzung ist |ax| < ¢* fiir alle & > N und
o
wegen g < 1 konvergiert > a; aufgrund des Majorantenkriteriums und des

k=0
Satzes 14.2 absolut.

b) folgt mit Hilfe des Minorantenkriteriums. O

Korollar 14.15  a) limsup /|ax| <1 = Zak konvergiert absolut.
k—oo k=0
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b) limsup v/|ax| > 1 = Zak divergiert.
k—oo k=0

Bemerkung
Gilt weder die Voraussetzung von 14.14 a) noch die Voraussetzung von 14.14 b),

z.B. im Falle limsup ¢/|ax] = 1, dann kann ) a; konvergent sein wie im Falle
k=0

k—o0

ap = (—1)FL oder divergent sein, wie im Falle a; =

1
k+1 k+1°

Beispiel

i (2+ (=D

1 ist nach dem Wurzelkriterium absolut konvergent,

/33

k

E = Z’ falls & geradea
1
4

k=0

denn es gilt ¢/|ax| =
1l~c
k

0 , falls k ungerade,

3
also limsup {/|ay = - < 1.
k—o0 4

Das Quotientenkriterium dagegen wire bei dieser Reihe nicht anwendbar, denn es
ist

G
' (?z)k = T, falls k£ ungerade.
1

Satz 14.16 (Umordnungssatz) Sei > ay absolut konvergent und o : Ny — Ny
k=0

eine bijektive Abbildung. Dann ist die umgeordnete Reihe ) asx) ebenfalls absolut
k=0

konvergent und es gilt Y a,) = Y Q.
k=0 k=0

Beweis

Sei Y a absolut konvergent.
k=0

=>Ve>0In.Vm>n>n.: > |ax] <e
k=n
= Ve > 0Vm >n>mar{n.,o(l),..,0(n)}: > |aow)| <€
k=n

14.4 e .
= > Go(k) ist absolut konvergent.
k=0
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Aufterdem gilt

Ne 00 0o 00
| Dty — 2_arl =1 X aeml < X2 laow| <e
k=0 k=0 k=nc+1 k=nc+1
und somit
o o
Z Ao (k) = Z Qap. O
k=0 k=0
Bemerkung
o0

Ist > ai konvergent, aber nicht absolut konvergent, dann kann man zeigen, dass es
k=0

fiir jede Zahl s € R eine Umordnung o, : Ny — Ny gibt mit ) a, ) = s sowie eine
k=0
Umordnung v : Ny — Ny, so dass Z ay (k) divergiert.
k=0

Es gilt also nur fiir absolut konvergente Reihen eine Verallgemeinerung des Kommu-
tativgesetzes von endlich vielen auf unendlich viele Summanden.

Beispiel
Die Leibniz-Reihe Z

1
k T ist konvergent, aber nicht absolut konvergent. Wir
betrachten die folgende Umordnung;:

11 1 41 1y 1 41 1 1 1y 1 1 1
1—stz—7+(z+5)—s+(5+m+m+) -5+ +( + +
1 2+ 3

234517691113158
"Jr2-2n—1>_2n+2Jr
Wegen

1 1 1 Vollst.Ind. 2™ 1 1
v N:( —) S _ 2
e ST B e S S e ) B S S TR

divergiert die umgeordnete Reihe.

Bemerkung
Im Allgemeinen gilt auch keine Verallgemeinerung des Assoziativgesetzes von endlich
vielen auf unendlich viele Summanden. Denn es gilt

o)

D (-1)F=1-141-1+ . ist divergent,
n=0

ST (1P = (1= 1)+ (1 1) + .. =0,
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1+Z PPl (1)) =14 (=1 + D)+ (1+ 1) +..=1

Satz 14.17 (Cauchy-Produkt von Reihen) Seien ) ar und > b, absolut kon-
k=0 i=0

vergent und ¢, = Y, agb,_, dann konvergiert auch »_ ¢, absolut und es gilt
k=0 n=0

( Z ak> < Z bk;) = Z Cp = aobo + (a061 + albo) + ((lobz + CL1b1 + a2b0)+

k=0

Die Reihe Z cn heifit das Cauchy-Produkt von Z ay und Z by

n=0 k=0 k=0

Beispiele

bl = und Cp = Zakbn k-

ﬁcn_kzg(n n'z n!(zv—i-y)
=0

!
Da Z % und Z% absolut konvergieren, folgt

1) Seien z,y € R, a = k"

(S (S5

Da Z ¢~ fiir |¢| < 1 absolut konvergiert, folgt
k=0

[ee] [ee] o0 1
-1 _ k k\ _
St =Y e = (L) (X0 =
n=0 =0 k=0
! D 'tz k t. aber nicht absolut k
. ann 1s (075 onvergen > aper nic absolu onver-
VE+1 =

gent. Fiir das Cauchy-Produkt Z C, von Z ay mit sich selber gilt
n=0 k=0

3) Sei ap = (—l)k

1
w=1 ;wk+1m—k—1
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1 1 1 1 1
+ — — >
Vn—1 V2vn—-2 n—2v2 n—1

= (¢p)nen ist keine Nullfolge.

= |cn| =

oo
= Z ¢, divergiert.
n=0

Definition

a) Reihen der Form Z —— oder Z —n mit dy € Ny und d,, € {0,1,..,9} fiir

alle n € N heiflen Dezzmalbruche.
Ist ayan_1...aq die Darstellung von dy im Dezimalsystem, dann schreibt man

auch abkirzend tayan_1...a9,d ds... statt + Z o

b) Ein Dezimalbruch heifit abbrechend, falls gilt:
dneNVn>m:d, =0.
Kurzschreibweise: anyan_1...ag,dq...d,_1.

c¢) Ein Dezimalbruch heifit periodisch, falls er nicht abbrechend ist und falls gilt:
d5,keNYVYn > j:dyp =d,.
Kurzschreibweise: tayan—_1...ap,di...djd;1...dj1p—1.
FEin Dezimalbruch hat eine Neunerperiode, falls gilt:
JeNVn>1:d,=9.

Satz 14.18 ) Jeder Dezimalbruch konvergiert gegen eine reelle Zahl.

b) Fir jede reelle Zahl x ezistiert genau ein Dezimalbruch, der keine Neunerpe-
riode hat und gegen x konvergiert. Dieser Dezimalbruch heifst Dezimalbruch-
entwicklung von x.

¢) Eine reelle Zahl ist genau dann rational wenn ihre Dezimalbruchentwicklung
abbrechend oder periodisch ist.

Beweisskizze

= d, " d 1
a) Sei Z — ein Dezimalbruch, s,, = Z — und S,, = s, + —

nOlO nOlO” 10m

Dann 1st {[$m,Sm] : m € Ny} eine Intervallschachtelung und somit besitzen

+ Z —- Jewells einen reellen Granzwert.

b) Seiz € R].
Setze dy = |2| = max{n € Ny : n < x}
(die sogenannte untere Gaufsklammer von x)
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und Vn € N:

1

3
I

.

A 10m

dy = [10™(2 — )

3
I

[e%S) dn
Dann sind + Z W Dezimalbriiche mit Grenzwert +x.
n=0

Unter Ausnutzung von 0,9 = 1 zeigt man dann, dass die oben konstruierten
Dezimalbriiche die einzigen Dezimalbriiche ohne Nennerperiode sind, die gegen
x bzw. —z konvergieren.

¢) zeigt man unter Ausnutzung der Bruchrechenregeln und der Formel fiir den
Grenzwert der geometrischen Reihe.

Beispiel

- =1 =: 6 = 0,16
6 )

Bemerkung
Entsprechend kann man fiir x € R auch eine g-adische Entwicklung

00
o N—-n
T = (QTNLEN_l...ZL‘(),IB_lZE_Q...)g = E aN—ng
n=0

mit N € Nund z; € {0,1,...,g — 1} konstruieren.

Definition

a) Zwei Mengen A, B heiffen gleich mdchtig, falls es eine bijektive Abbildung f -
A — B gibt.

b) Eine Menge A heifst endlich, falls ein m € N existiert, so dass A und {n €
N:n < m} gleich mdchtig sind.

c) Eine Menge A heif$t unendlich, falls sie nicht endlich ist.
d) Eine Menge A heifit abzdhlbar unendlich, falls sie gleich mdachtig wie N ist.

e) Eine Menge A heifit iberabzdhlbar, falls sie unendlich und nicht abzdhlbar
unendlich ist.

Beispiele

1) {1,2,3} und {3,4, 5} sind gleich méchtig und endlich.
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2) () ist endlich.

3) N, {n+1:n € N} und {2n : n € N} sind gleich méchtig und abzihlbar
unendlich.

4) Eine Menge A ist genau dann endlich, wenn jede injektive Abbildung f : A —
A auch surjektiv ist.

Satz 14.19 Q st abzdhlbar unendlich.

Beweisidee
Cantorsches Diagonalverfahren:

1 2 3 4 5 6

—_ —_ —_ —_ _> —_ —_

1 1 1 1 1 1

L/ / / / /!

1 3 5

o=y 2 gey 2

Ve /! / /!

1 2 s 1 4

3 3 (§ - I) 3

U / /!

1 3

: Gg-np

e /!

1 2

5 5

UNVS

1

6

1 1 1 1 2 2 3 3
Es liefert 1 — =, 2+ ——, 3 =, 4+ —— 5> — 6+ ——, T+ —, 8+ ——,
1 1 2 2 1 1 1 1

1 1
9+ 3 10 — —3 eine bijektive Abbildung N — Q.

Satz 14.20 R ist dberabzahlbar.

Beweis
Sei eine beliebige Abbildung f : N — R gegeben. Zeige, dass f nicht surjektiv und
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somit nicht bijektiv sein kann.
Sei x = 0, dyds... , wobei

d. — 0, falls f(]) = d~0,d~1d~2... VAN Cij 7é O,
T 1, falls f(j) == d~0,d~1d~2... VAN CZ]' =0.

=reRAVjeN:z# f(j)
=z € R\ f(N) O

Definition Sei (ay)nen, eine Folge in C. Dann heifft > ay eine kompleze (unend-
k=0
liche) Reihe.

Satz 14.21 Fiir komplexe Reihen gelten die Aussagen aus den Sdtzen bzw. Korol-
laren 14.1 (mit o, € C), 14.2, 14.4-14.8 und 14.10-14.17.

Beweisstrategie
Analog zum reellen Fall.

Beispiele

1) Die komplexe geometrische Reihe Z 2* konvergiert fiir |2| < 1 aufgrund der
k=0
geometrischen Summenformel und divergiert fiir |2| > 1 wegen Korollar 14.5.

oo n

2) Die Reihe Z Z—' konvergiert nach dem Quotientenkriterium fiir alle 2 € C
n

n=0
absolut und wegen Satz 14.17 gilt fiir alle z,w € C:
!

(X = ()

n=0 k=0 =0

142



15 Stetigkeit

Definition Sei M C R. z € R heifit Hiufungspunkt von M, falls eine Folge (xy,)nen
existiert mit x,, € M\{z} fir allen € N und lim z, = x.

n—oo

Beispiele

1) Sei M = [0,1]. Dann gilt: = ist Hiufungspunkt von M < z € [0, 1].
2) Sei M = {+ :n € N}. Dann ist 0 der einzige Haufungspunkt von M.

Definition Sei D CR und f: D — R eine Funktion.

a) Sei xy € R ein Haufungspunkt von D. Die Zahl a € R heifit Grenzwert der
Funktion fin xq, in Zeichen: lim f(z) = a, falls im f(x,) = a fir jede Folge
T—T0 n—o0

(Tn)nen mit x, € D\{zo} fir alle n € N und lim z, = x.
n—oo

b) Seixy € R ein Haufungspunkt von DN | — oo, xo[. Die Zahl a € R heif§t links-

seitiger Grenzwert von fin xo, in Zeichen: lim f(z) = a, falls lim f(z,) =a
Ty n—o0

fir jede Folge (x,)nen in DN] — 00, xo[ mit lim x,, = xq.
n—oo

c) Sei xg € R ein Hiufungspunkt von D N]xg, 00[. Die Zahl a € R heifst rechts-

seitiger Grenzwert von fin xg, in Zeichen: lim+ f(z) = a, falls lim f(z,) =a
T n—0o0

fiir jede Folge (xy,)nen in D N]xg, 00 mit lim z, = xq.
n—o0

d) Es existiere eine Folge (Ty)nen n D mit x,, — oo fir n — oo. Dann heifst
die Zahl a € R Grenzwert von f fir x — oo, in Zeichen: lim f(z) = a, falls
T—00

lim f(x,) = a fir jede Folge (z,)nen in D mit x, — oo fiir n — oo.
n—oo

e) Analog definiert man lim f(x) = a.
T——00
Beispiele
1) f:R=R, f(z)=2, g: R =R, g(x) = 2>
lim f(z) =2, limg(x) =4
T—2 T—2
2) h:R\{0} = R, h(z)=1

lim A(z) = lim h(zx) =0
T—00 T—r—00

-1, <0
3) s:R—=R,s(x) =<0, 2=0
1, x>0
lim s(x) existiert nicht,
z—0
li =—1, li =1
g @) =1 i, o)
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0 0
4) ¢ :R—=R, g(z)=<" v7
1, z=0
limg(z) =0
z—0
Bemerkung
In manchen Biichern findet man eine leicht modifizierte Definition von lim f(x) = a,
T—T0
bei der lim f(z,) = a fir jede Folge (z,)neny in D (und nicht nur in D\{zo})

n—oo
gefordert wird. Verwendet man diese Definition, dann wiirde im vorigen Beispiel

lim ¢(x) nicht existieren.
z—0

Bemerkung
Die Gesetze fiir konvergente Folgen aus Kapitel 13 iibertragen sich sinngeméafs auf
Grenzwerte von Funktionen. Beispielsweise gilt:
Sei f:D—R,g:D—R, li_)m f(z) = a und h_)m g(x) = b. Dann folgt
T—T0 T—T0

Va,8 € R: lim (af(x) + Bg(x)) = aa + Bb.

Satz 15.1 (e-d-Kriterium) Sei D C R, f: D — R eine Funktion und xo € R ein
Hdufungspunkt von D. Dann ist daquivalent:

(i) ILm flz)=a
(11) Ve > 030 > O0Vx € D\{zo} : |z —x0| <6 = |f(x) —a| <&

Beweis

(i) = (i):

Sei (x,,)nen eine beliebige Folge in D\{zo} mit lim z, = 2y und € > 0.
n—oo

Wegen (ii) konnen wir ein > 0 wihlen, so dass gilt:

Ve € D\{xo} : |z — 20| <0 = |f(z) —al <e.

Wegen lim z,, = xq folgt:

n—o0
dns € NVn > ng @ |z,—x0| <0 = Vn > ns : | f(z,)—al <e. Alsogilt lim f(z,) = a.
n—oo

(i) = (ii): indirekter Beweis

Angenommen, (ii) gelte nicht.

= Je>0V¥6>03dx € D\{zo} : |z —xo| <OA|f(x) —a| > ¢

= Je>0Vn>03z, € D\{xo} : |z, — x| < L A[f(zn) —a| > ¢

= lim x, = 2o A =~(lim f(z,) = a). Somit kann (i) nicht gelten. O

Definition Sei D CR und f: D — R eine Funktion.
a) f heifit stetig in xq € D, falls lim f(x,) = f(xo) fir jede Folge (zy)nen in D
n—oo

mit lim x,, = z¢.
n—o0
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b) f heifst stetig auf der Menge M C D, falls f in jedem x € M stetig ist.

Satz 15.2 Sei D CR, f: D — R eine Funktion und xo € D. Dann ist dquivalent:
(1) fist stetig in x.
(i1) Ye > 030 > OVx € D : |z —zo| <6 = |f(x) — flzg)] <€

(111) Ist xo Hdaufungspunkt von D, dann folgt lim f(x) = f(xo).

T—T0

Korollar 15.3 Se: D C R, f: D — R stetig in xg € D und f(xo) # 0. Dann gilt:
30> 0e e D: |z —x9] <= f(z)#0.

Beispiele

1) Konstante Funktionen sind auf ihrem gesamten Definitionsbereich stetig.

)

2) Die Identitdt Id: R — R, x — x ist auf ganz R stetig.

3) Die Betragsfunktion |- |: R — R, z +— |z| ist auf ganz R stetig.
)

4) Die Exponentialfunktion exp : R — R™, x + €” ist auf ganz R stetig.

Denn aufgrund von lim en = lim e n =1 = ¢° (siche 13.13 a);)) und da exp
n—oo n—oo

streng monoton steigend ist (13.13 h)) gilt 1irr(1J e = 0. Wegen e = e%e¥
z—

(13.13 ¢)) folgt: Vg € R: lim e” = lim €™e* "0 = ™ lim e¥ = e™.
T—xQ T—T0 y—0

5) Der Sinus und der Kosinus sind auf ganz R stetig.
Denn aufgrund von |sin(z)| < |z| und 1 — 222 < cos(x) < 1 fiir |z| < I (siche
Kapitel 5.3) ist liIr(l) sin(z) = 0 = sin(0) und ling) cos(x) = 1 = cos(0). Aufgrund
T— T—
der Additionstheoreme ergibt sich aus diesen Grenzwerten auch lim sin(z) =

Tr—x0
sin(xg) und lim cos(z) = cos(zg) fur alle xy € R.
T—T0

0 <0
» TS it fiir alle z # 0

6) Die Heavisidefunktion H : R — R, H(z) =
1, x>0,

stetig und in 0 nicht stetig.

7) Sei f:R 5 R, f(z) = {g zig\@’

Dann ist f in 0 stetig und fir alle z € R\{0} nicht stetig.

Satz 15.4 Sei Dy CR, D, C R und f : Dy = R, g: D, = R Funktionen. Dann
gilt:

a) Ist f stetig in xo, dann ist auch |f| stetig in xq.
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b) Sind fund g stetig in xo, dann sind auch af + Bg fir alle a, € R stetig in
xo-

Folglich ist CO(M) := {f : M — R : f stetig auf M } ein R-Vektorraum.
c) Sind f und g stetig in xo, dann ist auch fg stetig in .
d) Ist f stetig in xo und f(zo) # 0, dann ist auch % stetig in xg.
e) Ist g stetig in xo und f stetig in g(zo), dann ist f o g stetig in x.

Beweis
a) - d) folgen aus der Definition der Stetigkeit und den Rechenregeln fiir Grenzwer-
te.

e) Sei (,)nen eine Folge im Definitionsbereich von f o g mit lim z, = xy. Da
n—oo
g stetig in xq ist, folgt lim g(x,) = g(zo) und da f stetig in g(zo) ist, folgt
n—o0
lim fog(zn) = lim f(g(zn)) = fg(x0)) = f o g(x0). D
Beispiele

1) Polynome sind auf ganz R stetig.

2) Gebrochen-rationale Funktionen sind auf ihrem gesamten Definitionsbereich
stetig.

3) Der Tangens ist stetig auf | — 7, 71.
|z|™ sin (|71‘> , x#0,

0, = 0.
Dann ist f auf R\{0} stetig und, falls n > 0 ist, auch in 0.

4) SeinENoundf:R%Rmitf(:p):{

Definition FEine Funktion f : D — R heifit stetig fortsetzbar in xo ¢ D, falls
lim f(x) existiert. In diesem Fall heifit f: DU {xo} — R,

T—T0

- f(), zeD,
f(x):{lim f(z), x=u,

Tr—T0

die stetige Fortsetzung von f auf D U {xo}.

Beispiel
2 —1
Sein € Nund f:R\{1} = R, f(z) = T
€T — n
21 1
Wegen ° -t o fiir alle z € R\{1} folgt:

(@—1" (v -1)"
n=1: lin} f(x) =2 = fist in 1 stetig fortsetzbar durch 2.
z—
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n > 1 A n ungerade: f(z) — oo fir  — 1, d.h. f(z,) — oo fir jede Folge

(Zn)neny in R\{1} mit lim x, = 1. Man sagt, f hat in = 1 eine Polstelle ohne
n—oo

Vorzeichenwechsel.

n gerade: f(x) — —oo fir x — 17 und f(x) — oo fiir z — 1. Man sagt, f hat in

x = 1 eine Polstelle mit Vorzeichenwechsel.

Satz 15.5 (Zwischenwertsatz) Sei f : R O D — R stetig und [a,b] C D. Dann
nimmt f jeden Wert y zwischen f(a) und f(b) mindestens einmal an.
Insbesondere gilt: Ist (f(a) <0 A f(b) > 0) oder (f(a) >0 A f(b) <0), dann hat f

mindestens eine Nullstelle in |a, b].

Beweis

Intervallhalbierungsverfahren:

Sei 0.B.d.A. y = 0 und f(a) <0 < f(b). (Denn fiir y # 0 kann man f — y und fir
f(a) >y > f(b) kann man —(f — y) betrachten.)

Zeige: 3x € Ja,b[: f(z) = 0.

Ist f(a) =0V f(b) =0, dann sind wir bereits fertig. Anderenfalls definiere rekursiv:

a:=aANb =0,
J— an"!‘bn

Qpy1 '= Qp A bn+1 = 2 falls f(an;bn) > Oa

Ui = 92 A by = by, falls f(22de) <0,

Ist f(%=ibn) = 0 fiir ein m € N, dann liefert der obige Algorithmus nach endlich
vielen Schritten eine Nullstelle von f in [a, b].

Anderenfalls erhélt man eine Intervallschachtelung {|a,,b,] : n € N}. Fir z =
lim a, = lim b, gilt aufgrund der Stetigkeit von f : f(z) = nh_)rgo fla,) =

n—o0 n—o0

lim f(b,).

n— oo

Da nach Konstruktion der Intervallschachtelung f(a,) < 0 und f(b,) > 0 fiir alle
n € N ist, folgt aufgrund von Satz 13.3, dass f(x) = 0 ist. O
Beispiel

Jedes reelle Polynom von ungeradem Grad hat mindestens eine Nullstelle.

Satz 15.6 (Satz vom Maximum und Minimum) Sei I ein beschrinktes, abge-
schlossenes Intervall und f : I — R stetig. Dann nimmt f auf I ein Mazimum und
ein Minimum an, d.h. 3xy,29 € INx € I : f(z1) < f(x) < f(22).

Beweis
Wir zeigen zunéchst, dass f beschriankt ist, d.h. IM Vo € I : |f(z)] < M. Ange-
nommen, f sei unbeschriankt.

= VneNdz, el:|f(z,)]>n (%)
Da I beschrankt ist, ist (z,,)nen eine beschriankte Folge. Nach dem Satz von Bolzano-

Weierstraf (Satz 13.9) besitzt daher (x,,),en eine konvergente Teilfolge (24, )ken.
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Da I beschriankt und abgeschlossen ist, Ja,b € R: I = [a, b].
Also gilt a < z,,, <b fiir alle nj, und wegen Satz 13.3 auch a < klim Tp, <b. Da f
—00

stetig auf I ist, folgt lim f(z,,) = f (hm xnk).
k—o00 k—o0

Nach Satz 13.1 muss dann aber (f(z,,))ren eine beschréankte Folge sein, was ein
Widerspruch zu () ist.

Also muss f beschrankt sein.

Daher existiert s = sup{f(z) : z € I}

= VYneNdx, cl: s—%<f(xn)§5
= lim f(z,) =s
n—oo
Da (z,)nen beschriankt ist, besitzt (z,).en eine konvergente Teilfolge (x,, )ren mit
Grenzwert in I. Nach Satz 13.8 folgt klim f(zn,) = s und, da f stetig ist, auch
—00

f(kh_)m Tp,) = S.
= s=max{f(x):x €I}

Da — f ebenfalls stetig auf [ ist, nimmt auch — f ein Maximum auf I an, das zugleich
das Minimum von f auf I ist. O

Beispiele

1) x > sin(z) ist stetig auf [0, 27] und nimmt bei Z ein Maximum und bei 27 ein
Minimum an.

2) T +— % ist stetig auf dem beschrénkten, aber nicht abgeschlossenen Intervall
10, 1[ und nimmt auf ]0, 1] weder ein Maximum noch ein Minimum an.

3) x — x ist auf dem abgeschlossenen, aber nicht beschrinkten Intervall [0, oo|
stetig, aber nicht beschrankt.

Satz 15.7 (Umkehrsatz fiir stetige Funktionen) Sei f : [a,b] — R stetig und
streng monoton wachsend. Dann bildet f das Intervall [a,b] bijektiv auf das Intervall
[f(a), f(b)] ab. Die Umkehrfunktion f=': [f(a), f(D)] — [a,b] ist ebenfalls stetig und
streng monoton wachsend.

Bewelis:

e f ist bijektiv als Funktion von [a, b] nach [f(a), f(b)].
Da f streng monoton wachsend ist, ist f injektiv und f([a,b]) C [f(a), f(D)].
Nach dem Zwischenwertsatz muss dann f([a,b]) = [f(a), f(b)] sein.

e f~!ist streng monoton wachsend.
Sei y1 < yo mit y; = f(z;). Angenommen, f~'(y1) > [ (y2)
= a1 = ") > fHy2) = 22
=y = f(x1) > flx2) =12 4
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o f~!ist stetig

Sei yo = f(zo) und £ > 0.

Da f streng monoton wachsend ist, gilt f(xg —¢) < f(xo) < f(z0+¢€)

= 30>0: flxo—e) < f(xg) =0 A f(zo) +d < fxg+¢)

= Yy €|f(xo) — 0, f(xo) +0[: y € [f(zo—¢), f(xog+¢€)] = f(lxo—e,20 +€])
= fNy) € [vo—e,20 +¢] = |f " (y) — zo|] < e. Nach Satz 15.2 folgt die
Stetigkeit von f~!. O

Bemerkungen

1)

2)

Man kann in Satz 15.7 auch streng monoton wachsend durch streng monoton
fallend oder [a, b] und [f(a), f(b)] durch ]a, b[ und | f(a), f(b)[ ersetzen, und die
dadurch entstehenden Aussagen sind auch giiltig.

Man kann zeigen, dass jede auf einem beliebigen Intervall stetige und injektive
Funktion entweder streng monoton wachsend oder streng monoton fallend sein
muss.

Beispiele

1)

3)

Nach Satz 15.7 ist z — In(z) stetig auf R*. Infolgedessen sind auch die Funk-
tionen
x — log,(x) = In(x) fir jedes b € R\ {1}

b In(b) ’

z — 2" = "™ fiir jedes r € R,

z — a® = e fiir jedes a € RY,

T T = % In(z)

stetig auf R,
Folglich erhalten wir auch: Va € RT : lim /a =1, lim {/n=1.
n—oo

n—oo

Der Arkussinus und der Arkuskosinus sind stetig auf [—1, 1]. Der Arkustan-
. . . . ™
gens ist stetig auf R. Insbesondere erhalten wir auch lim arctan(z) = —5
T——00
lim arctan(z) = T
T—r00 2
r+—In <\/1 + | arctan(m)|) ist stetig auf ganz R.

Definition

a) z € C heifft Haufungspunkt von M C C, falls eine Folge (zp)nen in M\{z}

existiert mit lim z, = z.
n—oo
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b) Sei D C R oder D C C, f: D — C eine Funktion und zy ein Hdufungs-
punkt von D. Die Zahl a € C heifst Grenzwert der Funktion f in zy, in Zei-
chen: lim f(z) = a, falls lim f(z,) = a fir jede Folge (z,)nen in D\{z0} mit

zZ—20 n—o00

lim z, = 2.
n—o0

c) Sei D CR oder D C C und f: D — C eine Funktion. f heifit stetig in zy € D,
falls lim f(z,) = f(z0) fir jede Folge (z,)nen tn D mit im z, = 2. f heifit
n—oo n—oo
stetig auf M C D, falls f in jedem z € M stetig ist.

Bemerkungen

1) Die Gesetze fiir konvergente komplexwertige Folgen aus Kapitel 13 tibertragen
sich sinngeméf auf Grenzwerte von komplexwertigen Funktionen.

2) Die Sétze 15.1, 15.2 (samt Korollar 15.3) und 15.4 iibertragen sich sinngeméfs
auf den komplexen Fall.

Beispiel
Komplexe Polynome sind stetig auf ganz C.
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16 Differenzierbarkeit

Motivation

1) Sei I C R ein Intervall und f : I — R eine Funktion.
Problem: Existiert im Punkt (xq, f(xg)) € I x f(I) eine Tangente an den
Graphen von f 7 Wenn ja, welche Steigung hat sie?
Losungsstrategie: Betrachte fiir alle z € I, die nahe bei z( liegen, die jeweilige
Sekante durch die Punkte (zo, f(zo)) und (z, f(x)). Ist der Graph von f in der
Néhe von (xg, f(xo)) geniigend glatt, dann geht fiir x — xy die Sekantenstei-

gung M in die Tangentensteigung iiber.
r — X

2) Sei y(t) der Ort eines langs der y-Achse bewegten Massenpunktes zur Zeit ¢.
Bewegt sich der Massenpunkt mit konstanter Geschwindigkeit, so betragt die-
o) — ()

t— 1t

Beim freien Fall dagegen gilt y(t) = y(to) — 1 g(t — to)* mit g = 9,81[%], so
dass die Momentangeschwindigkeit von der Zeit abhéngt, die Bewegung also
ungleichférmig ist. Bei ungleichférmigen Bewegungen geht die Durchschnitts-

y(t) — y(to)

— tO
t — ty in die Momentangeschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢, tiber.

unabhéngig von t # t;.

geschwindigkeit wiahrend der Zeitspanne [to, t], welche betrégt, fiir

Definition

a) Sei v € R und ¢ > 0. Dann heifit das offene Intervall |x — e, x + €[ eine
e—Umgebung von x.

b) Seix € R und e > 0. Dann heifit |x — e, x] eine linksseitige e— Umgebung von
x und [z, x + €| eine rechtsseitige e— Umgebung von .

c) Seix € D CR. x heifst innerer Punkt von D, falls x eine e— Umgebung besitzt,
die in D enthalten ist, d.h. 3¢ >0 |z —e, x +[C D.

Definition Sei D CR und f : D — R eine Funktion.

a) Sei xg ein innerer Punkt von D. f heifst differenzierbar in xq, falls

f(x) — f(zo) — lim f(xo+h) — f(xo)

T—T0 xr — X h—0 h

existiert. f'(xg) heifit dann die Ableitung von f in xy. Statt f’ kann man auch

das Symbol ﬁ schreiben.
dx

b) f heifst differenzierbar in M C D, falls f in jedem x € M differenzierbar ist.
Die Funktion f' : M — R, x — f'(x) heifst dann Ableitung von f.
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c) Sei xg € D ein Punkt, der eine linksseitige e— Umgebung, die in D enthalten
ist, besitzt. f heifit linksseitig differenzierbar in xq, falls

vooon v fe) = flxo) .. f(xo+h) — f(xo)
fl(zg) = lim —————= = lim h

=T T — X h—0—

existiert.

d) Sei xg € D ein Punkt, der eine rechtsseitige e— Umgebung, die in D enthalten
ist, besitzt. f heifit rechtsseitig differenzierbar in xq, falls

f@t) == lim f(z) — f(xo) f(zo+h) — f(xo)

= lim
;t—>aca' T — X h—0+t h
existiert.
Bemerkung
M heifst auch ein Differenzenquotient von f in zy. Er beschreibt die Stei-
r — g
gung der Sekante durch (xo, f(zo)) und (z, f(x)).
. f(I)_f(xo) . . . . . ..

lim ——————= heifst auch der Differentialquotient von f in xy. Wenn er existiert,

T—x0 T — Xg
dann beschreibt er die Steigung der Tangente an der Graphen von f in (zo, f(xg))-
Die Gleichung der Tagente ist dann

y = f(wo) + f'(w0)(x — 20).
Beispiele

1) Seic € Rund f : R — R mit f(z) = ¢. Dann ist f differenzierbar in R mit
f'(z) =0 fir alle z € R.

2) Sei f : R— R mit f(z) = 2. Dann ist f differerenzierbar in R mit f'(z) =1
fir alle z € R.

3) Sei f : R — Ry mit f(z) = |z|. Dann ist f differenzierbar in R \ {0} mit
f'(x) = —1 fur alle z < 0 und f'(x) = 1 fir alle x > 0. f ist in 0 linksseitig
differenzierbar mit f'(0~) = —1 und rechtsseitig differenzierbar mit f'(0%) = 1,
aber nicht differenzierbar wegen f'(07) # f/(07).

4) f: R — RS mit f(z) = 2? ist differenzierbar in R mit f'(z) = 2z fiir alle
x € R, denn es gilt
fly) = f(x) y* — =

VxeR: lim = lim =limy+z =2z
Yy—x y—x Yy—T y—x Yy—x
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5) f : R— Rt mit f(x) = e” ist differenzierbar in R mit f' = f.

x|

1|_|Z,‘ fir allex € R

Denn aufgrund von e* > 14z fiir alle x € Rund |e” —1| <

mit |z| < 1 (Satz 13.13 (vii), (ix)) folgt
—|z| e —1 1
e < <
A e e
fur alle x € R mit |z| < 1.
z _ .0 T _ 1
= f/(0) = lim —— = lim ———= =1 =",
x—0 X z—0 €
Wegen e*+" = e®e folgt daraus
6x+h _ et 6h -1
. / 13 — x 13 — x
V:L‘E]R.f(x)—}lg%—h e}llli% e”.
6) —sinz = cosx und — cosz = —sinz fiir alle x € R.
dz dz

Denn aufgrund von [sinz| < |z| < —|sinz| und 1 — 12? < cosz < 1 fiir
|z| < 5 (siehe Kapitel 5.3) folgt

1 sin
z2 < 1
-2~ 2
fiir alle |z| < 1 und
1 —cosx 1
0 -
- ‘ T - 2|x|
fir alle |z| < 1. Daher folgt
o sin 0 .
— sinz|,—o = lim BRE ST o im 2 — 1 = cos 0.
dx z—0 xT z—0 X
und )
— COS T|y—p = lim R 0 =sin0.
dx z—0 T

Aufgrund der Additionstheoreme ergibt sich daraus fiir alle x € R :

d . . sin(z+h) —sinzx
—sinxz = lim
dx h—0 h
. sinxzcosh -+ cosxsinh — sinx
= lim
h—0 h
. . cosh—1 . sinh
= sinz lim —— + cosz lim
h—0 h h—0
= COST
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und auf dhnliche Weise erhalt man

d .
—cosx = —sinx

dx
fir alle z € R.

Satz 16.1 Ist f differenzierbar in xy, dann ist f auch stetig in xg.

Beweis

lim (f(x) — f(0)) = lim

T—T0 T—T0 T — 3:0 T—T0

Bemerkung

Aus der Stetigkeit einer Funktion f in xy folgt aber im Allgemeinen nicht die Dif-
ferenzierbarkeit von f in x, denn x +— |z| ist stetig in R, aber nur in R\ {0}
differenzierbar.

Satz 16.2 Se: D C R, f : D — R eine Funktion und xq € D. Dann ist dquivalent:

(1) f ist differenzierbar in x.

(it) Ie€e RVx € D : f(x) = f(xo) + c(x — o) + R(z, z0) mit limw =0
T—T0 — T
Sind (i) bzw. (i) erfillt, dann ist ¢ = f'(zo).
Beweis
(i) = (ii):
Sei f differenzierbar in zo und R(z,x¢) := f(x) — f(xo) — f'(x0)(z — x).
r—=>xr0 L — :L'O T—XT0 T — Q}O

(11) = (i):
Aus (i) folgt

lim ) = flao) = lim (c + —R(a:,xo)) =c

T—x0 r — Tg T—T0 r — Xy 0

Satz 16.3 Sind f und g differenzierbar in o und o, f € R, dann ist auch af + B¢
differenzierbar in xo und es

(af + Bg) (x0) = af' (o) + Bg' (o)
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Beweis
Folgt aus der Definition der Differenzierbarkeit und den Rechnenregeln fiir Grenz-
werte. O

Satz 16.4 (Produktregel) Sind f und g in xy differenzierbar, dann auch fg mit

(f9) (20) = f'(x0)g(x0) + f(20)g (20)

]ilerlw;z)g(x) —_f(ffo)g(l’o) ~ im (f(x) = f(ffo)g(x> n f(x)g(ﬁ) = 9(330))

= (i P (o) + (o) (i 2=

= ! (@o)g(wo) + f(0)g' (o) O
Beispiel

Sei p(z) = ana" + ap—12" ' + ... + a1z + ao. Dann gilt:
P (1) =na, 2™ '+ (n—1a,_ 12" 2 +... +a;

Zeige zunachst durch vollstandige Induktion:

d
VneN: Ex" = na"! (%)

=1: —z=1=1-2°
n deE x

n—n+1:

d d d d
%x"“ = %(x”x) 1o (Ex"> xr+ " <%x> Lopan—lg 4 2n = (n+1)z"

Also gilt (*).
Wegen (*) und Satz 16.3 folgt die Aussage iiber p'.

Satz 16.5 (Quotientenregel) Sind f,g differenzierbar in xound ist g(zo) # 0,

dann ist = differenzierbar in xo mit

i , ) — J'(x0)g(x0) — f(20)g'(0)
(5) (9(z0)?

Insbesondere gilt




Beweis
Sei g differenzierbar in xg und g(zg) # 0. Nach Satz 16.1 ist g stetig in xy und wegen
Korollar 15.3 30 > 0V x €|xg — 0, xo + [ g(z) # 0.

Sei h = —|jgg—s20+6[- Dann gilt:

) . 1 1 1
— 7 = = lim —
T—x0 T — I T—xo T — T 9(37) 9(450)

(—(g(x) —g(xo)) 1 ) A

T — o g(x)g(z0) ) (g(x0))?

/
Mit Hilfe der Produktregel folgt daraus die Behauptung fiir (£> : O
g

Beispiele

d 1 a _, e -n .
1) VneN: —— = =—nz "l = — in R\ {0}.

= —z
dx x™ dx T

Nach dem Quotientenregel gilt

d1 1

dr x 72

fiir x # 0. Die restliche Behauptung ergibt sich durch vollstéandige Induktion.

2) —tanz = in R Ly Yk eZ). Denn es gilt:
) tanr = — iR\ {(3 +k)r: ke 7) :
d sinx 165 cos?x + sin’ x 1
—tanx = — = =
dx dx cos T cos? x cos? x

Satz 16.6 (Kettenregel) Ist g differenzierbar in xo und f differenzierbar in g(xo),
dann ist f o g differenzierbar in xoy mit

(f 0 9)'(z0) = f'(9(x0))g'(0)

Beweis
Aufgrund der Annahmen in Satz 16.6 ist g nach Satz 16.1 stetig in xy. Also gilt

lim g(z) = g(zo). (*)

T—rT0
Sei D der Definitionsbereich von g. Fiir jede Folge (2, )neny mit 2, € D \ {zo} fiir
alle n € N, lim z,, = zo und g(z,) # g(xo) fiir alle n € N ergibt sich
n—oo

i L) = flg(z0)) _ . <f(g($n)) — fg(x0))  glan) — g(fﬁo))

n—o0 Tp — X n—r00 g($n> - g(l’o) Ln — To
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- (lim Jg(an)) = f(g(%))) (lim w) 2 1 (g(w0)) o' (w0).

n—00 g(l’n) — g(lL‘()) n—0o0 Tn — Xo
Existiert eine Folge (2,,)neny mit x,, € D\ {20} fir alle n € N, lim z, = 27 und
n—oo
g(x,) = g(xp) fur alle n € N, dann gilt ¢'(z¢) = 0 sowie f o g(x,) = f o g(zo) fiir
alle n € N. Daher folgt
i £ (@a)) — flg(20))

= 0= f'(g(x0)) - 0 = f'(g(x0))g (20)-

Unter Ausnutzung dieser beiden Félle erhalten wir die Behauptung. O

Beispiele

1) 4 sin (%) = 2¢** cos (€2?)

dx
2) Sein € Ngund f : R — R mit
x" sin (%) , xF#0,
fx) =
0, x=0.
Dann ist f in R\ {0} differenzierbar mit f'(z) = nz" 'sin (1) —2" 2 cos (1) .

Ist n > 1, dann ist f auch in 0 differenzierbar mit f’(x) = 0, denn wegen

n—1>0 gilt
T SI;I (=) = [z" 'sin (1) | < Jz|"! =3%0.

Satz 16.7 (Umkehrsatz fiir differenzierbare Funktionen) Sei I C R ein of-
fenes Intervall, f : I — R differenzierbar in I mit f'(x) # 0 fir alle x € 1
und [ entweder streng monoton wachsend oder streng monoton fallend. Dann ist
[ I — f(I) bijektiv und die Umkehrfunktion f=' : f(I) — I ist differenzierbar in
f(I) mat '

() ()= W)

fiir alley € f(I).

Beweis

Aufgrund des Umkehrsatzes fiir stetige Funktionen (Satz 15.7 und anschlieftende Be-

merkungen), ist f : [ — f(I) bijektiv, f(I) ein offenes Intervall und f~1: f(I) — I

stetig. Sei yo € f(I) und (yn)nen eine Folge in f(I) mit lim y, = yo. Wegen der
n—oo

Stetigkeit von f~! folgt lim f~'(y,) = f*(yo) und daher
n—oo

fm L) =) o ) =) 0
e Y=Y nooo f(f7Hyn) — f (7 wo))  F(fH (o))
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Bemerkung

Da der Graph von f~! aus dem Graphen von f durch Achsenspiegelung an der 1.
Winkelhalbierenden y = z entsteht, konnte man die Formel fiir die Ableitung der
Umkehrfunktion mit Hilfe geometrischer Argumente unter Verwendung der Eigen-
schaften von linearen Abbildungen beweisen. Der oben vorgestellte, rein analytische
Beweis ist jedoch weniger aufwendig durchzufiihren.

Beispiele

d 1
1) Fiir 2 > 0und n € Nist —aw = — zn !,
dx n

d 1
also insbesondere %\/E RENG
Denn es gilt nach Satz 16.7:

1 1
- = — Za ! fire>0.

\n—1 n

Fiir ungerade n gilt die obige Formel auch fiir z < 0.

3=

4,
dx

Inz=0ist x — = fiir n > 1 nicht differenzierbar wegen
zw — 0
x—0

1_

= |zn ! — oo fiir x — 0.

d
2) Fiir x €] —r,7[ist —7r? — 2% = — x ’

dx r2 — g2

was aus 1) und der Kettenregel folgt.

d 1
3) Firz >0ist —Ilnz = = — fir x > 0.
dx ez g

d
4) Fiirr € R und z > 0 ist d—xr =rz" !,
T

was aus 2" = "% der Kettenregel und 3) folgt.

d
5) Fira > 0und z € R ist d—a’”:azlna,
x

und der Kettenregel folgt.

d 1
6) Fir x €] — 1,1 ist — arcsinz =

dx V1—a?
denn es gilt fiir x €] — 1, 1]:
d 1 1 1

— arcsingy = - = =
dx cos(arcsin z) \/ 1 —sin’(arcsinz) V1 — a2

was aus a* = e*lne

Durch analoge Argumentation ergibt sich:
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d 1
Fir x €] — 1, 1] gilt — arccosx = —

dz V1—22

7) Fir x € R ist — arctanx =
) dx 2 +1

denn es gilt fiir x € R :

1 1 1
% arctanx = 1 - sin? (arctan x)+cos? (arctan x) - tan2 (arctan .’ﬂ) +1
cos?(arctan z) cos?(arctan x)
B 1
o241

Definition Sei D CR, f : D — R eine Funktion und k € N.

a) Sei xog ein innerer Punkt von D. f heifit k-mal differenzierbar in xo, falls
es eine e—Umgebung von xo gibt, so dass f© = f, fO = f f@ .=
(f), ..., feD = (f(k_Z)), in dieser e—Umgebung existieren und f*=1 in
xo differenzierbar ist.

b) f heifst k-mal differenzierbarin M C D, falls f in jedem x € M k-mal differen-
zierbar ist. Die Funktion f™, m =0,1,....k, heifit dann die m-te Ableitung
von f. Weitere Schreibweisen sind:

f" statt £ und " statt f©,

am am
dx_mf oder da:_"{ statt £,

c) [ heifit k-mal stetig differenzierbar in M C D, falls f in M differenzierbar ist
und f*) stetig in M ist. Bezeichnung:
CHM) :={f : M =R : f ist k-mal stetig differenzierbar in M}

d) f heifit co— oft differenzierbar in M C D, falls in jedem x € M fiir alle k € N
die k-te Ableitung f*) existiert. Bezeichnung:
C®(M):={f : M =R : f ist co—oft differenzierbar in M}.

Bemerkung
C*(M) und C*>(M) sind R—Vektorrdume und £ : f s -L f ist eine lineare Abbil-
dung von C*(M) nach C*~(M) fiir k > 1. Dies ist eine Konsequenz von Satz 16.3.

Beispiele

1) Polynome, die Exponentialfunktion, der Sinus und Kosinus sind co—oft diffe-
renzierbar auf R.

2) In ist co—oft differenzierbar auf R*

3) Sei f: R— Ry, z+ |z[3. Dann ist f € C*(R), aber f ¢ C3(R).
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a?sin (L), z#0,

T

4) Seif:R—)Rmitf(x):{ 0 0
, z = 0.

Dann ist f zwar differenzierbar in R, aber nicht stetig differenzierbar in R,
denn es ist

Flz) = { 2z sin (;)OT CoS (;) , i 7:£ 8:

und somit ist f’ nicht stetig in 0.

Satz 16.8 (Leibniz-Regel) Sind f,g n-mal differenzierbar in o, dann auch fg

mit .
n n n—
(f~g)( )(3;0) = Z ( ) ) JA k)(azo)
k=0
Beweis
Folgt durch vollstiandige Induktion unter Verwendung der Produktregel und des
Binomischen Satzes (Satz 4.2 d)). O

Definition Fine Funktion f : R 2 D — R hat in xg € D ein lokales Mazimum,
falls gilt:

de>0Ve eD: |z —xg <e= f(x) < f(xg)

f hat in xq ein lokales Minimum, falls gilt:
Je>0Ve €D :|x—x| <e= f(x) > flxg).

FEin lokales Maximum bzw. ein lokales Minimum heifst auch lokales Extremum.

Fin lokales Extremum heifst strikt, falls f(z) = f(xo) nur fir x = zq gilt.

GiltVr € D : f(z) < f(zo) bzw. Yz € D : f(x) > f(xo), dann hat f in zo ein
globales (absolutes) Mazimum bzw. ein globales Minimum in D.

Satz 16.9 (Notwendige Bedingung fiir lokale Extrema) Sei f: RO D — R
eine Funktion, xo ein innerer Punkt von D und f differenzierbar in xy. Dann gilt:

f hat in zq ein lokales Extremum = f'(x¢) =0

Beweis

f habe in zy ein lokales Maximum.

f(xo +h) — f(x0) <
h - —h

Da f in x differenzierbar ist, folgt

F(wo) = fa) = tim LT = I0)

h—0t h

= Je > 0V h €]0,¢]:
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f(zo +h) — f(x0)

! — ! -\ — l > O
f'(xo) = f'(7g) hi%{ I =
= f'(xo) =0
Fiir ein lokales Minimum zeigt man die Implikation analog. O
Bemerkung

Das Verschwinden der 1.Ableitung ist aber keine hinreichende Bedingung fiir lokale
Extrema, denn fiir f : x +— 2? ist f/(0) = 0, f hat aber kein lokales Extremum in 0.

Definition Ist f differenzierbar in xo und f'(zo) = 0, dann heifst xo stationdarer
oder kritischer Punkt von f.

Satz 16.10 (Satz von Rolle) Sei f : [a,b] — R stetig auf [a,b], differenzierbar in
la,b[ und f(a) = f(b). Dann gilt:

3¢ €la,b[: f1(§) =0

Beweis

Da f stetig auf [a,b] ist, nimmt f nach Satz 15.6 auf [a,b] ein Maximum und ein
Minimum an. Liegt das Maximum oder das Minimum in z, €la,b], dann handelt
es sich um ein lokales Extremum und nach Satz 16.9 folgt f’(z¢) = 0. Liegen das
Maximum und das Minimum in a oder b, dann ist f konstant auf [a,b] und somit
f'(z) =0 fiir alle z €]a, b]. O

Satz 16.11 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung) Sei f : [a,b] — R ste-
tig auf [a,b] und differenzierbar in |a,b[. Dann gilt:

, b) — f(a
B closf: =010
—a
Beweis
Sei g(z) := f(z) — (f(a) + W(m —a)). Dann erfiillt g die Voraussetzungen des
Satzes von Rolle. Daher gilt:
f(b) — f(a)

3 € Ja,b[: 0=g'() = (&) - ——

|

Korollar 16.12 Sei f : [a,b] — R stetig auf [a,b] und differenzierbar in ]a,b|. Ist
f'(x) =0 fir alle x € |a,b[, dann ist f auf [a,b] konstant.

Korollar 16.13 Sei f : [a,b] — R stetig auf [a,b] und differenzierbar in |a, b|.
a) Ist f'(x) > 0 (bzw. f'(x) >0 / f'(z) <0 / f(x) <0), soist f auf [a,]]

monoton wachsend (bzw. streng monoton wachsend / monoton fallend / streng
monoton fallend).

161



b) Ist f auf [a,b] monoton wachsend / fallend, so ist f'(x) >0 / f'(x) <0 auf
la, b.

Bemerkung

Ist f auf [a,b] streng monoton wachsend / fallend, so muss nicht notwendigerweise
f'(x) >0/ f'(x) <0 auf |a,b] gelten, wie die Beispiele f(z) = 23 / f(x) = —a3

zeigen.

Satz 16.14 (Hinreichende Bedingungen fiir lokale Extrema) Sei f : [a,b] —
R stetig auf [a,b], differenzierbar in |a,b] und xq € |a,b[. Dann gilt:

a) e >0V €|rg—e,z0[: f'(x) >0 A Vo € |xg,z0+e]: f(x) <0
= f hat in xq ein lokales Mazimum.

Gilt in obiger Implikation sogar f'(z) > 0 statt f'(x) > 0 und f'(x) < 0 statt
f'(x) <0, dann ist das lokale Mazimum strikt.

de>0Vr €lxg—e,xo[: f'(x) <0 A Vx € |ag,x0+¢[: f(x) >0
= f in xq ein lokales Minimum.

Gilt in obiger Implikation sogar f'(x) < 0 statt f'(x) <0 und f'(x) > 0 statt
f'(x) >0, dann ist das lokale Minimum strikt.

b) Sei f in xy zweimal differenzierbar. Dann gilt:
f'(xo) =0 N f"(x9) <0 = f hat in xo ein striktes lokales Mazimum.
f'(xo) =0 A f"(x9) >0 = f hat in zo ein striktes lokales Minimum.

Beweis
a) folgt aus Korollar 16.13 a).
!
-0
b) Sei f'(x9) =0 A f"(x¢) = lim fz) <0

= Vr € |rg —e,x0[: f/(x) >0 A Vo € |ag,x0+¢[: f'(x) <0
= f hat in z( ein striktes lokales Maximum.

Die Implikation fiir das strikte lokale Minimum zeigt man analog. O
Bemerkungen

1) Satz 16.14 b) gibt hinreichende, aber keine notwendige Bedingungen fiir strikte
lokale Extrema an, wie die Beispiele f(x) = —2* bzw. f(z) = 2* in 7y = 0
zeigen.

2) Aus f'(zo) =0 A f"(x¢) = 0 lédsst sich keine Aussage tiber lokale Extrema
ableiten, wie die Beispiele f(z) = 23, g(z) = 2* und h(z) = —2z* in 7y = 0

zeigen.
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Definition Ist f differenzierbar in einer e— Umgebung von xo und hat f' in xq ein
striktes lokales Extremum, dann heifit xo Wendepunkt von f.

Beispiel

f(z) = xe”

= fl(z) =(1+2z)e*, [f"(z)=2+x)e", ["(x)=(3+x)e"

f(=1)=0A f"(=1) >0 = f hat in 2y = —1 ein striktes lokales Minimum. Das
Minimum ist wegen f(—1) = —e‘l,xl_i}_noof(x) =0 und f(z) — oo fiir ¥ — oo sogar
global.

f'(=2)=0A f"(=2) >0 = f hat in xy = —2 einen Wendepunkt.

Satz 16.15 (Verallgemeinerter Mittelwertsatz der Differentialrechnung) Seien
f,g9:[a,b] — R stetig auf [a,b] und differenzierbar in ]a, b, wobei ¢'(x) # 0 fir alle

x € |a,b] sei. Dann gilt:

3 €a,b]:

Beweis
Wegen ¢'(z) # 0 fiir alle = € Ja, b[ folgt g(a) # g(b). Somit ist durch

cine Funktion h auf [a,b] definiert, die die Voraussetzungen des Satzes von Rolle

erfiillt. Daher gilt
e o bl 0= H(e) = f(e) — LD = /(@)

o) —gla)? )

O

Satz 16.16 (Regel von de I"'Hospital) Seien f, g : |a,b] — R, wobei —oco < a <
b < oo, differenzierbar, es gelte lim f( ) = lim g(x) =0, g(x) 0N g (x) # 0 fir

alle x € ]a,b] und es existiere hm Dann gzlt

z—at 9 )

fla) . f(2)
I lim
vt g(x)  amar ¢'(2)

Die analoge Aussage gilt, wenn man hm+ durch hrlr)l ersetzt.
r—a Tr—0—

Beweis
Setzt man f(a) := 0 und g(a) := 0, dann erfiillen f und g auf [a,2z] mit a <z < b
die Voraussetzungen des verallgemeinerten Mittelwertsatzes. Daher gilt:

[@)  f@) = fla) _ fE@)
g(x)  g(x) —gla) g((x))
= lim (xi f'(z)

r—a™t g(fL’ z—at @ (I) '

Vo € Ja,b] 3¢(x) € Ja, x]:
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Beispiele

D

1—cosz . sinz COS & 1
lim = lim = lim = —
z—0 1‘2 z—0 23;‘ x—0 2 2
2)
. 1 1 . xr—sinx . 1—cosz
lim [ — ——))=lm——=lm————
z—0 \ SInx X z—0 xsInx z—0SIN X + T COST
sinx
= lim - =0
z—0 2¢coSx — xrSinx
3)
r+1 In (££1) In(z +1) — In(x — 1)
lim zIn = lim ——= = lim -
T—00 x—1 £—00 = £—00 <
1 1
4+ L 2 2
— lim S iy T =9
Z—$00 - z—oo 2 — 1
Definition

a) zo € C heifit innerer Punkt von M C C, falls zy eine e-Umgebung besitzt, die
in M enthalten ist, d. h.

e>0:{z€C:|z—2| <e} C M.

b) Sei D C R oder D C C, f: D — C eine Funktion und zy ein innerer Punkt
von D.
f heifit komplex differenzierbar in zq, falls

PR (O

220 Z— 2

existiert. f heifst komplex differenzierbar in D, falls f in jedem z € D komplex
differenzierbar ist.

Bemerkung
Die Satze 16.1-16.6 und 16.8 iibertragen sich sinngemaéfs auf den komplexen Fall.

Beispiel
Sei f:C— Cmit f(2) =2iz> +32+1—5i = f'(z) = 4iz + 3 fiir alle z € C.
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17 Der Satz von Taylor, Taylorreihen und Potenz-
reihen

Satz 17.1 (Satz von Taylor) Sei I C R ein offenes Intervall, n € Ny, f €
C" (1) und zo € I. Dann gilt:

f» F D (w0 + 9@ — 20))

— [ () n
VeelI3elol]: f(zx) = ; o O (z—x0)F + CES] (z—x0)" .
Dabei heifst
" fk)
To(f. 2, 20) = g / k(!ﬂio) (2 — zo)*

das n-te Taylorpolynom von f zum Entwicklungspunkt xq und
Rn(fwxa IO) = f(x) - Tn(f7xa l‘O)
das n-te Restglied. Die Darstellungsformel

SO (o 4+ 9z — x0))
(n+1)!

Rn(f, T, 1‘0) = (.Z' - :L,O)n—i-l

heifit Lagrangesche Form des Restglieds.

Beweis
Sei F(z) := f(z) — Tn(f,z,20) und G(z) := (v — zo)"™" = Vk € {0,1,...,n} :
F®)(z5) = G®(x4) = 0. Daher erhilt man durch wiederholte Anwendung des ver-
allgemeinerten Mittelwertsatzes (Satz 16.15):

F(x)  F®(zq+9(z — 20))

VeelVke{l, .. ,n+1} 30, €]0,1[: G(z)  GW(zy+Oh(z —z0))

Wegen FOHD (xg + 0,11 (z — 30)) = f™FD (20 + Vpir (z — 1)) und
G (20 4+ Vpy1(z — 20)) = (n + 1)! folgt

FOD (g + O (z — m0))
G (2o + Dy (2 — 20))

U (@0 + D (= m0))
B (n+1)!

f(l‘) - Tn(f,CC,[E()) = G(CL’)

>n+1.

(x — zg
O

Definition Sei D C R, zy ein Hiufungspunkt von D und seien f,g: D — R zwer
Funktionen. Man schreibt:

a) f(x) = O(g(x)) fir x — xo (,f ist Groff O von g in xo”), genau dann wenn
qilt
3C,0 >0Vx € D N]zg—d,xz0+0[:  |f(z)] < Clg(x)].
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b) f(x) = o(g(x)) firx — zo (,f ist Klein O von g in x¢”), genau dann wenn
gilt

Korollar 17.2 Unter den Voraussetzungen des Satzes von Taylor gilt:
flz) =T, (f, z,20) = o((x — z0)") fir x — xo,
f(@) = Tu(f, 2, 20) = O((x — 2o)"")  fiir @ — .
Beispiele

1) f(z) = cosz ist C*°-differenzierbar in R, f(0) =1, f(0) = —sin0 = 0, f”(0) =
—cos(0 = —1. Daher gilt:

1
Ty(f,2,0) =1— =2

2
1
COSI:1—§$2+O(CL’2) firx — 0
Y I —cosz 1
250 x? 2

2) f(z) = sinx ist C>®-differenzierbar in R, f(0) = 0, f'(0) = cos0 = 1, f”(0) =
—sin0 = 0.
= sinz =z + o(z?) fiir z — 0
1 1 z—sinz o(x?)

= — —— = : = — o firz—0
sinx rsine 22 + o(x3)

) 1 1
= lim | — —— | =0.
=0 \sinx =z

3) f(x) =Inx ist C*°-differenzierbar in R*, f(1) =0, f'(1) = 1.

= In(l+z)=x+0(* firz—0

2
= In z+1 =In(1+ 2 :L—I—O 2 fir x — oo
r—1 r—1 r—1 z—1
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Anwendungen des Satzes von Taylor

1) Das Newton-Verfahren zur ndherungsweisen Berechnung von Nullstel-
len von Funktionen

Sei f :]a,b[ — R differenzierbar und f besitze eine Nullstelle ., die in der Nahe
von xy € |a,b| liege. Zur ndherungsweisen Berechnung von z, bestimmt man den
Schnittpunkt der Tangente an den Graphen von f in (zo, f(zo)) mit der xz-Achse,
nimmt die z-Koordinate dieses Schnittpunktes als neuen Naherungswert x; fiir die
Nullstelle z, und wiederholt das Verfahren.

Man erhélt:
f/(xo) = xﬁ(foa)zl
=1, =29 — ;’((:;2)))’ falls f'(zg) # 0

= Tyl = Ty — falls f'(z,) # 0.

f(@n)’

Satz 17.3 Sei f € C3(]a,b]), x. € |a,b| eine Nullstelle von f und 3§ > 0 Vo €
|ze — 0,2+ 6] © f'(x) # 0. Dann existiert eine e-Umgebung von ., in der das
Newton-Verfahren

Ty € |Th — €, T4 + €]

n

quadratisch (von Ordnung 2) gegen x, konvergiert, d. h.,

lim 2, =2, A 3C>0VYn € N: |z, — 2. < Cl, — .|

n—o0

Beweis

Sei F': ]z, — 6,2, + 0] —» Rmit F(z) ==z — }f/((x)) Dann gilt F(z,) = x,.1 sowie
T

Flz)=2 < f(z)=0

und daher F(x,) = z,. Aukerdem gilt

f'@)  f@)f"(@)  f@)f"(x)

o (
FO=1%0 " @y ~ )y
= F'(z,) =0

Des Weiteren ist ' € C?*(Jx, — 0,2, + 0[), da f € C3(Ja, b]) ist. Nach dem Satz von
Taylor folgt:

Ve € [z, — S+ 2] H(x) €[z — Lz + 8] Flz) =2, + %F"({(m))(m —x,)%
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Sel z,, € [x* — g,x* + g] Dann gilt

[t — ] = |F(za) = .
1
= SIF" (€))7 — 2.

1
< ( max |F"(x)|> |20 — .|

- 5 xe[m—g,xﬁ-%]

S C‘xn - fL’*|2

mit C' € R, wobei die letzte Abschitzung aus dem Satz vom Maximum und Mini-
mum (Satz 15.6) folgt. Per Induktion folgt:

Vo € [x* — g,x* + g} Vn e N: |z, — x| < (C’|x0 —x*|2)n

Wihle nun ¢ € ]0,3] so, dass Clz — z,> < 1 fiir alle z € [z, — &,z + ] gilt.
Dann folgt die quadratische Konvergenz des Newton-Verfahrens gegen x, fiir alle
Startwerte xg € |z, — e, x, + €] O

2) Weitere hinreichende Bedingungen fiir lokale Extrema

Satz 17.4 Sei I C R ein offenes Intervall, m > 2, f € C™(I), xg € I, f'(xg) =
o= fm=(20) = 0 und f™(20) # 0. Dann gilt:

a) Ist m gerade, dann gilt:
f™)(x0) >0 = f hat in xq ein striktes lokales Minimum.
f™)(x) < 0= f hat in 2o ein striktes lokales Mazimum.

b) Ist m ungerade, dann hat f in xy kein lokales Extremum, sondern einen Wen-
depunkt mit waagerechter Tangente.

Beweis
Unter den Voraussetzungen des Satzes liefert der Satz von Taylor

F() = $0) + o ™ o + 9w — 2) (& — 70)"

mit J(x) € ]0,1[, wobei f(™ auf einer hinreichend kleinen e-Umgebung von g
konstantes Vorzeichen hat. Daraus folgen die Behauptungen. O

Beispiel
x — o™ erfillt fur jedes n € N\ {1} in xy = 0 die Voraussetzungen von Satz 17.4.
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Definition Sei I C R ein offenes Intervall und f € C*°(I). Dann heifit

> (k)
T(f,l’,l’o) = Z f k('x(])(
k=0 ’

x — 1)k

fiir x,xoy € I die Taylorreihe von f um xg.

Satz 17.5 Seil C R ein offenes Intervall, f € C*(I) und xq € I. Dann konvergiert
T(f,z,x0) genau dann gegen f(x) wenn lim R, (f,x,z9) =0 gilt.

n—oo
Beispiele

1) Sei f(x) = €. Dann ist f € C®(R) und f™ = f fiir alle n € Ng. Nach dem
Satz von Taylor folgt fiir alle z € R:

mit geeignetem ¥(x) € 10, 1.

Da die Exponentialfunktion streng monoton wéchst, gilt:

Ve <0: | T =" , (1)
(n+D!  (n+1)!
.Z‘n+1 |x’n+1

Vo >0: 0< @

(2)

et~

00
|=[™

Da die Reihe ) %’T fiir alle z € R absolut konvergiert, muss <7> fiir alle
k=0 * / neN
x € R eine Nullfolge sein. Daher folgt

VeeR: lim R,(f,z,0) =0
n—oo
175 . =k
= VreR:e :kzg
=0

Die Exponentialreihe (die Taylorreihe von e* um 0) konvergiert sehr schnell
gegen e€”, denn aus (1), (2) folgt zum Beispiel

(&
sup |R.(f,x,0)] <
S MmO <
= sup |Ry(f, z,0) <6,81-107%

z€[—1,1]
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2) Sei f(x) = cos(z) und g(x) = sin(z). Dann sind f,g € C®(R) mit f®? =
(=) f, fOHY = (=1)"*g, @M = (=1)"g und g®"*) = (=1)"f fiir alle
n € Ny. Nach dem Satz von Taylor folgt fiir alle z € R:

cosx = ; (—1)* o + (=1)"*! cos (¥ (x)m)ﬁ
p (2k)! ¢ (2n +2)
sinx = En (—1)kﬂ + (=1)"*! cos (¥ (x)x)ﬂ
e (2k +1)! i (2n + 3)!

mit geeigneten 9.(z), ¥5(z) € ]0,1[. Da Vy € R : |cos(y)| < 1 und L eine
Nullfolge ist, folgt

Vr € R: lim Ropi1(f,2,0) =0 A lim Ry,42(g,2,0) =0
n—oo n—o0

% 2%k
LVreR:cosy = Z(—l)k (;Ck)' (Kosinusreihe)
k=0 '
o0 2kl
Ve € R:sinz = Z(—l)km (Sinusreihe)
k=0 '

Unter Verwendung der Sinus- und der Kosinusreihe kann man alle in Abschnitt
5.3 vorgestellten Eigenschaften des Sinus und des Kosinus allein mit Metho-
den der Analysis und ohne Riickgriff auf geometrische Argumente herleiten.
Deshalb werden in vielen Biichern der Sinus und der Kosinus durch die Sinus-

und die Kosinusreihe definiert.
1 !
3) Sei f(x) = T—% Dann ist f € C®(]—o0,1[) mit f™(z) = (l—nw fiir
alle n € Ny. Nach dem Satz von Taylor folgt fiir alle z € |—o0, 1]

1 n
k=0
Aus Kapitel 14 wissen wir:
1 =
1_3;:237 — |z <1,
k=0

also gilt: lim R,(f,2,0) =0 <= |z| < L
n—oo

4) Sei
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Dann ist f € C®(R) mit f™(0) = 0 fiir alle n € Ny. Nach dem Satz von
Taylor folgt:
VneNyVe e R:T,(f,x,0)=0

f™(0)
Kl

=VreR:T(f,2,0)=> ¥ =0
k=0

z¥ konvergiert zwar fiir alle x € R, aber fiir « # 0 nicht gegen

= %0
:>kZ:0 k!()
f(z).

Definition Seien o,z € R und (a,)nen, €ine reellwertige Folge. Dann heifit

[e.9]

Z an(x — x0)"

n=0

eine reelle Potenzreihe (um xo mit Koeffizienten a,, ).

Definition

a) Sei M eine Menge von Funktionen. Eine Abbildung von N bzw. Ng nach M,
n= fo (kurz: (fo)nen bzw. (fn)nen,) heifit Funktionenfolge.

b) Eine Folge (fn)nen, von Funktionen f, : R O D — R heifit punktweise kon-
vergent gegen f : D — R, falls
Vee D: lim f,(z) = f(x).
n—oo
c) Eine Folge (fn)nen, von Funktionen f, : R O D — R heifit gleichmdfig
konvergent (auf D) gegen f : D — R, falls
Jim sup [fo(2) = f(z)| = 0.

zeD

Beispiele

1) Jede Taylorreihe ist eine Potenzreihe.

2) fo:R— Rmit f,(z) = > "’“"k—lf fiir alle n € Ny bildet eine Funktionenfolge. Sie
k=0
ist punktweise konvergent gegen f : R — R mit f(z) = e”. Sie ist gleichméRig
konvergent gegen f auf jedem beschriankten abgeschlossenen Intervall [a, b] mit
a,b € R, konvergiert aber nicht gleichméfig auf R gegen f. Denn es gilt

n+1
lim sup |e’(®)® ’ ' =0,
n—o0 z€la,b] (n + ]')'
n+1
aber e’m)zm — oo fur z — oo.
n !
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Bemerkungen

1) Die Rechenregeln fiir konvergente Folgen iibertragen sich auf punktweise bzw.
gleichméfig konvergente Funktionenfolgen.

2) Aus gleichméfiger Konvergenz folgt punktweise Konvergenz, aus punktweiser
Konvergenz im Allgemeinen aber nicht gleichméfige Konvergenz.

Satz 17.6 (Kriterien fiir gleichméifiige Konvergenz) Seien f, : R O D — R,
n € Ny, Funktionen. Dann gilt

a) (Cauchy-Kriterium)

[‘v’s >0 dn. € NVm,n > n. :sup|fn(x) — fu(z)] < E]

€D
= df : D — R : f, konvergiert gleichmdflig auf D gegen f.

b) (Weierstraf$-Kriterium)

[(Vn € Ny de,, € R:sup |fu(x)| < cn) A Z cy, ist konvergent}

zeD n—0

=df,g: D —>R :an konvergiert gleichmdflig auf D gegen f A

n=0

Z | fu| konvergiert gleichmdfig auf D gegen g.

n=0

Beweis
a) Ve > 0 3n. € NVm,n > n. :sup |fm(z) — fu(z)] <€
eD

= Vz € D ist (fn(x))nen, eine Cauchy-Folge und somit konvergent.
Sei Ve € D : f(x) := lim f,(z). Dann gilt
n— oo

Vn > ne sup | fu(z) = f(o)] = sup ( lim |f,(2) = fu(@)]) <€
x€D x€D M
= f, konvergiert gleichméfig auf D gegen f.

b) (Vn € Ng 3c, € R:sup |fu(2)] < ) A Y ¢, ist konvergent
xzeD n=0

= Ve >0 dn. € NVm,n > n. :sup ka(x) —ka(x)
*eD | =0 k=0
= sup Z fr(2)
xeD JR—
NI EDI T
k=n+1 k=n-+1
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4 > fn konvergiert gleichméfkig auf D gegen f mit f(z) = lim > fx(z) und
— n—00 ;.

n=0
| fn| konvergiert gleichméfig auf D gegen g mit g(z) = lim > | fx(2)]. O
n=0 0 k=0
Satz 17.7 (Konvergenzverhalten von Potenzreihen) Sei ) a,(x —x¢)" eine
n=0

Potenzreihe. Dann gilt:
a) Es gibt ein eindeutig bestimmtes R mit R € R{ oder R = oo, so dass gilt:

> . absolut konvergent, falls |x — zo| < R,
Z an(x — x0)" is _
o divergent, falls |x — zo| > R.

R heifit der Konvergenzradius von Y an(x — xo)™.
n=0
b) Fir den Konvergenzradius R gilt die Formel von Cauchy-Hadamard, namlich

;

1
———————  falls limsup {/|a,| existiert und # 0 ist,
lim sup {/|a,| n—sco
n—oo
R= 00, falls limsup {/|a,| = 0 ist,
n—oo
0, falls limsup /|a,| nicht existiert.
\ n—oo
c¢) Falls lim ——, lim lanl oder lim sup 2L ezistieren, dann gilt R = lim
n—+00 lan|” n—oo |an+1] n—00 |an+1] n—oo A/ |an|
bow. R = lim %L bzw. R = limsup 422k Falls lim sup 2L nicht existiert,
n—oo |a’ﬂ+1‘ n—00 |an+1‘ N—00 Ian+1|

dann qilt R = oo.

d) Falls R >0 und 0 < p < R ist, dann konvergiert Y a,(x — x¢)™ gleichmdfiig

n=0
auf {z € R : |z — xo| < p}.
Beweis .
o n
Wegen /(@ =200 = /lonl & — 20| und L2ntt@ 2T ann]
|an(z — 20)"| ||

folgen a), b), ¢) aus dem Wurzelkriterium und dem Quotientenkriterium.

Sei R>0und 0 < p < R. Wegen sup |a,(x—20)"| < |a,|p" und der Konvergenz
|z—zo|<p

von Y |a,|p™ folgt d) aus dem Weierstrak-Kriterium. O
n=0
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Bemerkungen

1)

oo
Ist der Konvergenzradius R einer Potenzreihe > a,(x — xo)
n=0
R € R}, und z € R mit |z — x9| = R, dann kann die Potenzreihe fiir dieses
x konvergent oder divergent sein, was aus den folgenden Beispielen ersichtlich

sein wird.

" endlich, also

2) Auf {x € R: |z — zo| < R} konvergieren Potenzreihen im Allgemeinen nicht
gleichméfig, was wir bei der Exponentialreihe gesehen haben.
Beispiele
1) Die Exponentialreihe ) %x” hat, wie wir bereits gesehen haben, den Kon-
n=0
1
an, —
vergenzradius R = oo. Dies ergibt sich auch aus 2 = ’}! =n+1—00
| @1 [CE=)]
fiir n — oo.
2) Die Potenzreihe ) n!z™ hat Konvergenzradius R = 0, denn es gilt
n=0
! 1
lim [an — lim —~— = lim =0
n—o00 |(Ln+1| n—o00 (n -+ ]_)‘ n—oon + 1
Fiir x = 0 konvergiert sie gegen 1.
3) Die geometrische Reihe ) 2™ hat, wie wir bereits wissen, den Konvergenzra-
n=0
. . o . 1 . aa| .
dius R = 1. Dies ergibt sich auch aus lim = lim = lim 1 =1.
n—o0o I |an| n—00 |an+1| n—00
Fiir |z| = 1 divergiert sie.
4) Die Potenzreihe ) 2"(x — 1)" hat den Konvergenzradius R = 3. Dies ergibt
n=0
sich durch Zuriickfithrung auf die geometrische Reihe (> 2"(z — 1) = > ¢"
n=0 n=0
an . ..
mit ¢ = 2(z — 1)) oder aus lim = ) = lim 1 = i. Fir
n—oo n |an| n—00 |an+1| n—00
|z — 1| = 5 divergiert sie.
oo a/’l’L
5) Die Potenzreihe > na™ hat Konvergenzradius R = 1, denn es gilt lim | 2 =
n=0 n—oo an+1
lim —"— — 1 oder lim — lim —— — 1. Fiir o] = 1 divergiert s
im =1 oder lim —— = lim = 1. Fir |z| = 1 divergiert sie.
n—oo N + 1 N—00 n/’a/n| n=oo g
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6) Die Potenzreihe )} — 1™ hat Konvergenzradius R = 1, denn es gilt lim
) n=1"N n_””|an+1
n 1 1
= lim ————— =1 oder lim = lim
n—oo N2 +2n+1 n—oo n |&n| n—00 {L/ﬁc/ﬁ

|an|

= 1. Fiir |z| = 1 kon-

vergiert sie nach dem Majorantenkriterium () — ist konvergente Majorante).
n=1"N

7) Die Potenzreihe Y (3+ (—1)")"z" hat Konvergenzradius R = 1, denn es gilt
n=0

2, n ungerade N 1 1
4, n gerade limsup /]an] 4
n—oo

Fiir |z| = { divergiert sie, da alle Summanden, die gerades n haben, gleich 1

sind und alle Summanden mit ungeradem n entweder (%)n oder — (%)n sind.

o0

8) Die Potenzreihe Y (—1)""'1z" hat Konvergenzradius R = 1, denn es gilt

n=1
n . 1 : . 1 :
lim [an — fim 2 =1 oder lim —— = lim —— = lim {n = 1.
n—00 ’an—l—l’ n—oo N n—oo n ’anl n—00 ”/1/n n—00
Fiir z = 1 konvergiert sie nach dem Leibniz-Kriterium, fiir x = —1 divergiert
sie wegen »_ (—1)"1i(—1)n = 3 (-1).
n=1 n=1

Satz 17.8 (Identitétssatz) Seien f(z) = Y an(x — x9)" und g(x) = > by(z —
n=0 n=0
xo)" Potenzreihen mit positiven Konvergenzradien Ry bzw. R,. Existiert eine Folge

(Zi)men 0 R\ {xo} mit lim x,, = xo und f(x,,) = g(x,,) fur allem € N, dann ist
m—r0o0

a, = b, fir alle n € Ny und somit Ry = R, und f = g.

Beweis

Sei O.B.d.A. zy = 0 (anderenfalls ersetze x durch & = x + xy) und sei R =
min{ Ry, R,} € RT. Zeige a,, = b, fiir alle n € Ny durch vollstdndige Induktion.

n = 0:

VmeN:0= f(xm) - g(-rm) = Z(an - bn)-%% = (CLO - bO) + T Z(an - bn)xfn_l'
n=0 n=1
Wegen lim z,, = 2o =0 und da Y (a, — b,)x™ ! beschriinkt ist, folgt ag = by.
m—00 m=1
n—n+ 1
Sei a,, = by, fir m =0,1,...,n. Dann gilt
Vm eN:0= f(x,) — g(z,) = 2" Z (a — by,)xk~(+D)
M k_
£0 =n+1
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o0

= VYmeN:0= (a1 — bpy1) + T Z (ag, — b)),
k=n-+2

Wie bei n = 0 folgt auch hier a,,4; = b,11. a
Korollar 17.9 Sei 290 € R, R > 0, Br(xg) = {z € R : |[x — 2| < R}, f €
C>®(Bg(xo)) und f(x) = > an(x — x0)" fiir alle x € Br(xo). Dann gilt

n=0

VYneNy: a,=

d. h., die Potenzreihendarstellung von f ist die Taylorreihe von f um xg.

Bemerkung
Spéater werden wir zeigen, dass die Voraussetzung f € C*°(Bg(z)) bereits aus den
anderen Voraussetzungen des Korollars 17.9 folgt.

Beispiel
Sei f(x) = Tl

die geometrische Reihe folgt f(z) = > 2% fiir 22 € ]—1,1[ und damit fiir alle
k=0

x € ]—1,1[. Nach Korollar 17.9 muss Y z?* die Taylorreihe von f um 0 sein und
k=0

0, n ungerade,

Dann ist f € C*(]—1,1[). Mit Hilfe der Grenzwertformel fiir

n!, n gerade.

daher gilt f™ = {

[e.°]

Satz 17.10 (Multiplikation von Potenzreihen) Seien f(z) = > a,(x — )"
n=0

und g(xz) = > by(x — x9)™ mit positiven Konvergenzradien Ry, bzw. R,. Dann gilt

n=0
fir |x — zo| < min{Ry¢, R,}:
F@)g(a) = culr —x0)" mit ey =Y arbu_y.
n=0 k=0

Beweis

Da die beiden Potenzreihen nach Satz 17.7 a) fiir |z — xo| < min{Ry, R,;} absolut
konvergieren, folgt die Behauptung aus der Formel fiir das Cauchy-Produkt von
Reihen (Satz 14.17). O

Bemerkung

Die Sétze 17.6 — 17.8, Korollar 17.9 und Satz 17.10 iibertragen sich sinngeméafs auf
komplexe Funktionenfolgen bzw. komplexe Potenzreihen.
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Beispiel

Die Potenzreihe ) %z" ist fiir alle 2z € C konvergent und absolut konvergent. Dies
n=0
folgt, wie wir bereits wissen, aus dem Quotientenkriterium. Alternativ erhalt man
1/n!

1/(n+1)!
diese Reihe den Konvergenzradius R = oo, was aufserdem impliziert, dass die Reihe
fir jedes p € RT gleichmébig auf {z € C : |z|] < p} konvergiert. Auf ganz C
konvergiert sie nicht gleichméafig, da sie, wie wir bereits wissen, schon auf R C C
nicht gleichméfig konvergiert.

dies auch mit Hilfe von Satz 17.7, denn wegen — oo fiir n — oo hat

Definition (Komplexe Exponentialfunktion) Die Funktion

o0

exp: z Zi'

n=0

fur alle z € C heifit kompleze Ezrponentialfunktion. Man bezeichnet e* = Z ni
fiir alle z € C. -

Satz 17.11 (i) Vz,w € C: e*™ = e%e®.
(ii) Vy € R: e% = cosy + isiny.

eV +e A i e — e W
———— A siny= ———
2 2

(iv) Yo,y € R: et = e"(cosy + isiny).

(111) Yy € R : cosy =

(v) V2 € CVk € Z: 2™ = ¢7,

(vi) exp ist bijektiv als Funktion von R x |—m, | (aufgefasst als Teilmenge von C)
nach C\{0}. Die Umkehrfunktion heifst komplezer Logarithmus (oder komple-
zer natirlicher Logarithmus oder Hauptzweig des komplexen Logarithmus)

In:C\ {0} > Rx |—m7], z+—1Inz

mit )
arctan £ R Rez>0
ez
7T+arctanRez, Rez<OAImz>0
Inz=1Inl|z|+1i- —7r+arctan%mz Rez<O0ANImz <0
R Rez=0AImz>0
(— 5 Rez=0AImz<0

(vii) exp ist auf ganz C stetig und unendlich oft komplex differenzierbar, wobei

—e® = ¢e” fiir alle z € C ist.
dz
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(viii) ¥z € C:e* = lim (1+2)" = lim (1—2)"".

n—o0 n— o0

Beweisstrategie
Durch Nachrechnen, z. B. bei

(74):

vy R 6Zy_i(zy)" :i ((_ TR )
| | |
—~ n — (2k) (2k+1)
% 2k 2k+1
Y . E Y
- —1)k -
2 (1) 2R (=) 2k 1 1)
k=0 k
= cosy + isiny.
(vii):
Z_ %0 z=z0 _ ]
lim & @ 0y &
z—z20 2 — 2 z=20 2 — 2o
2 = 1 n—1
=e O;LIE)Z;E<Z_ZO)
=e*lim (1+(z— zo)il(z — 29)" 2
z—20 — nl
= ez07
>0 1 9 o
da >° —(z — 2)""* wegen z — zo beschréinkt ist.
n=2 T
Bemerkung

Die Rechenregel In(ab) = Ina + Inb des reellen Logarithmus (Satz 13.14 (iv)) lésst
sich nicht auf den komplexen Logarithmus ausweiten, denn es gilt In(—1)+1In(—1) =
2mi #0=1In1=1In((-1)(—1)).

Definition (Komplexe Potenzen) Fiirw € C\ {0} und z € C sei w* := e*™v,

Definition (Komplexe trigonometrische Funktionen, komplexe Hyperbel-
funktionen)  Fir alle z € C ist definiert:

1z —1z

a) sinz := ;,6 ((komplezer) Sinus)
i
eiz + e—iz .
b) cosz = —5 ((komplezer) Kosinus)
¢) sinhz := % ((komplexer) Sinus hyperbolicus)
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e +e”
2
Auflerdem ist definiert:

d) coshz :=

((komplezer) Kosinus hyperbolicus)

e) tanz 1= :;r;z, falls cosz # 0  ((komplezer) Tangens)

f) cotz:= Cf)sj, falls sinz #0  ((komplexer) Kotangens)

g) tanh z := (S:;I;EZ, falls coshz #£ 0  ((komplezer) Tangens hyperbolicus)

h) cothz := Zlojiz, falls sinh z # 0 ((komplexer) Kotangens hyperbolicus)
Satz 17.12

(i) Vz € C : sinh z = —isin(iz),
Vz € C: coshz = cos(iz).

(ii)) Vz € C :sin(—z) = —sin z,
Vz € C:cos(—z) = cos z.

(iii) sinz =0 <= z e {kn:kelZ},
cosz=0 < ze{(A+k)m:keZ}

(iv) Yz € C :sin(z + 27) = sin 2,

Vz € C:cos(z+27m) = cos z,
Vz e C:sin(z+7m) = —sinz,
Vz € C:cos(z+m) = —cosz,

Vz € C:sin(z + §) = cos z,

Vz e C:cos(z+ 5) = —sinz,

Ve C\{(3+k)7m:keZ}:tan(z+7) = tanz.
(v) (Eulersche Formel)

Vz € C:e” =cosz+isin z.

(vi) (Formel von de Moivre)
Vn € NVz € C: (cosz +isinz)" = e = cos(nz) + isin(nz).

(vii) Vz € C : sin® z + cos? z = 1.

(vii) (Additionstheoreme)
Vz,w € C :sin(z +w) =sinz - cosw + cos z - sinw,

Vz,w € C: cos(z +w) = cosz - cosw — sin z - sinw.
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(iz) Yz,y € R :sin(xz + iy) = sinz - coshy + i cosz - sinh y,
Vz,y € R: cos(x + iy) = cosx - coshy —isinx - sinhy.

(r) Vze€ C: disinz:cosz,

z
d .
Vze C: —cosz = —sinz,
dz
V2e C\{(A+k)m:keZ}: itanz— ! ,
cos? z
Ve C\{kn:keZ} d t !
z T :—cotz=— .
dz sin? 2
(zi) Vz € C:sinz = io: i,22"““1,
o] _1 n
VzeC:cosz = 7;) ((Qn;' 2
Beweisstrategie
Durch Nachrechnen, z. B. bei
(vitd): Fir alle z,w € C gilt
1 _ N 1 _
sinz - cosw + cos z - sinw = 4—(€ZZ ’z)( w4 e “") + 4—Z_(e“" e “") (e’z +e ’z)
1 1z _tw 7’LZ —tw
4—(26 e )
1 2z w Z w
2_(6 (=+ (=+ ))
= sin(z + w)

Bemerkungen

1) Wegen 17.12 (i) folgen aus 17.12 (ii) — (xi) auch vergleichbare Formeln fiir die
Hyperbelfunktionen, z. B. gelten
a) Vz € C :sinh(—z) = —sinh 2,
Vz € C: cosh(—z) = cosh z.
b) sinhz =0 <= 2z € {ikr: k € Z},
coshz=0 < ze{i(3+k)m:keZ}
¢) Vz € C: cosh? z — sinh? z = 1.

d
d) Vz € C: — sinh z = cosh z,
dz

Vze C: icoshz = sinh 2.
dz
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2)

Der reelle Sinus hyperbolicus und der reelle Kosinus hyperbolicus haben die
folgende geometrische Bedeutung: Jede Ursprungsgerade im R? der Form y =
ar mit a > 0 schneidet die Hyperbel 22> — y?> = 1 in der Halbebene x > 0
im Punkt (cosh A, sinh A), wobei A der Fliacheninhalt der von der Geraden,
von ihrem Spiegelbild beziiglich der z-Achse und von dem in z > 0 gelegenen
Hyperbelast begrenzten Flache ist.

sinh|p : R = R, 2+ sinh z ist bijektiv. Die zugehorige Umkehrfunktion heifit
arsinh (Areasinus hyperbolicus). Es gilt arsinh z = In(x + v22 + 1).

COSh|R$ : RS — [1,00] ist bijektiv. Die zugehérige Umkehrfunktion heifst
arcosh (Areakosinus hyperbolicus). Es gilt arcosh x = In(x + v22 — 1).

Fiir eine Diskussion aller existierenden Umkehrfunktionen zu komplexen und
reellen trigonometrischen Funktionen und Hyperbelfunktionen sei auf die Li-
teratur verwiesen (Arkusfunktionen und Areafunktionen).
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18 Integrierbarkeit

Motivation

Sei f : [a,b] — R eine Funktion.

Problem: Welchen Fliacheninhalt hat die Flédche zwischen dem Graphen von f, den
Geraden x = a und x = b und der x-Achse?

Losungsstrategie: Approximiert man die Flache mit immer grofier werdender Genau-
igkeit durch Rechtecke, dann konvergiert der Fléacheninhalt der approximierenden
Rechtecke gegen den gesuchten Flacheninhalt.

Definition
a) Fir I CR mit I # 0 heifit

1, xzel,

"R—>R,z—
- ’ {0, rél,

die charakteristische Funktion von I

b) f:[a,b] = R heifit Treppenfunktion auf [a,b], falls es eine endliche Unter-

teilung (Zerlegung, Partition) a = xo < 21 < ... < x, = b von [a,b] gibt,
so dass f auf jedem offenen Intervall |z;—1,x;[,1 < i < n, konstant ist. (Die
Funktionswerte von f an den Stellen xq,x1, ..., x, konnen beliebig sein.)

c) Zwei Treppenfunktionen f,g : [a,b] — R heiffen fast iberall gleich, kurz:
f=g f.i., falls f(x) # g(z) fir hochstens endlich viele x € [a,b] gilt.

Beispiel
0<z<1,
3 l<xz<?2
f:00,3] =R, &z — < rsA
4, x =2,
-1, 2<z<3,
ist eine Treppenfunktion. Es gilt
f=2xj01[ + 3Xq1.20 — X)2,31 [ -

Satz 18.1 a) f: [a,b] — R ist genau dann eine Treppenfunktion, wenn endlich
viele Intervalle Iy, C [a,b], k =1,...,n, und Konstanten ¢, € R existieren, so

dass gilt: f =Y cpxu, [-i..
k=1
b) Sind f,g : [a,b] — R Treppenfunktionen, dann sind fir alle o, € R die

Funktionen of + Bg Treppenfunktionen. Die Menge T ([a,b]) aller Treppen-
funktionen auf [a,b] ist folglich ein R-Vektorraum.
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c) Sind f,g: [a,b] — R Treppenfunktionen, dann ist auch fg eine Treppenfunk-
tion.

d) Ist f :[a,b] — R eine Treppenfunktion, dann auch |f|.

Definition Ist f : [a,b] — R eine Treppenfunktion und f = > ciXjap_ywn] -l
=1
dann heift

n

/ @) de =S eulaen — 2rs)

k=1

das (bestimmte) Integral von f iber [a,b]. Auflerdem sei

a b
/b f@yde = - [ f@)de,
Va<e<d<b: /df(x)dx = /b(f-X[c,d])(x)dx.

Die Definition des Integrals ist von der Wahl der Zerlegung von [a,b] unabhdngig,
da

ey — 1) = ety — xp—1) + iz, — tr)

fiir jeden Punkt ty, €lxg_1, x| gilt. Auflerdem gilt:
b b
f=g9g fi. = / f(z)dx :/ g(z)dz.

Beispiel

3
/ (2x017 + 3xq1.20 — Xj2,3) () dx = 4
0
2
/ (2x70,11 + 3X1,20 — Xg2,3) () dx = 5
0

Satz 18.2 Seien f,g Treppenfunktionen auf [a,b]. Dann gilt

a) Va,peR: /ab(ozf—l—ﬁg)(:c)da::oz/abf(:c)da:—i—ﬁ/abg(x)dx

b b
b) Vx € [a,b)]: flx) <g(x) = / f(x)dxg/ g(x) dx
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Definition Sei f : [a,b] — R eine beschrinkte Funktion.

a)
/Lbf(x)da: = Sup{/ab¢(x)dx: ¢ € T([a,b]) A Vz € [a,b] : o(x) §f(:v)}

heifit Unterintegral von f dber [a,b] und

Tf(a:) dr := inf{/abgo(x) dr: ¢ € T([a,b]) N Vx € [a,b]: p(x) > f(a:)}

heifit Oberintegral von f iber [a,b].

b) f heifst Riemann-integrierbar tiber |a,b], falls

b b
/ flx)de = / f(x)dx.
In diesem Fall heift

/ab f(z)dx = /Lbf(:c) dr = Tf(:c) dx

das (bestimmte) Riemann-Integral von f iber [a,b]. Auflerdem sei

[ ot =~ () d.

/aaf(x) dr = 0.

1) Jede Treppenfunktion ist Riemann-integrierbar.

Beispiele

2) Die Dirichletsche Sprungfunktion y( ist nicht Riemann-integrierbar iiber [0, 1],
denn es gilt

1
/X@(:r;)dx =0 und
0

TX@(x) dr = 1.
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Definition Seia = 29 < 21 < ... < x, = b eine endliche Unterteilung von

[a,b], & € [xp_1, x| firk=1,....,n, Z:= ((xo,x1,...,Zn), (&1, -, &),
u(2) = max (zy, — xx_1) und f : [a,b] — R eine beschrinkte Funktion. Dann heifst

1<k<n

R(f,2) = f(&)(xx — xx1)
k=1

Riemannsche Summe von f iber [a,b] beziiglich Z mit Feinheit p(Z).

Satz 18.3 Sei f : [a,b] — R Riemann-integrierbar. Dann existiert zu jedem € > 0
ein 0 >0, so dass fir jede Wahl von Z mit u(Z) < 6 gilt

b
‘ / ) da — R(f,Z)‘ <
Kurzschreibweise:

b
lim R(f,Z):/ f(z)dx.

w(Z)—0

Beweisstrategie

Zeige die Giiltigkeit der Behauptung zunéchst fiir Treppenfunktionen. Dies impliziert
die Giiltigkeit der Behauptung fiir Riemann-integrierbare Funktionen f, denn fiir
alle Treppenfunktionen ¢, mit ¢(x) < f(z) < ¢(z) fiir alle x € [a, b] und fiir jede
Wahl von Z gilt

R(p,2) < R(f,2) < R(Y, 2).
Beispiel
b
Berechnung von / x dx, b> 0, mittels Riemannscher Summen:

0
Fiir alle n € N und alle k£ € {0,1,...,n} sei 2, := % b, &k = Tpp und

Z, = ((noy -, Ton), (Ents - -+, Ean))- Dann gilt

b
Z) = —
1(Z) "
kb b D Vnn+1) b 1
Zn = —_——_ = . :_—:_(1 _)
R(w, 2n) n n n? Zk n? 2 2 + n
k=1 k=1
b b2 1 b2
= /xd:z: = lim R(:U,Zn):hm—(l—i——):—
0 n—00 n—oo 2 n 2

Satz 18.4 FEine Funktion f : [a,b] — R ist genau dann Riemann-integrierbar, wenn
zu jedem € > 0 Treppenfunktionen ¢, € T ([a,b]) existieren mit ¢ < f < 1), d.h.
o(x) < f(z) < Y(z) fir alle x € |a,b], so dass gilt:

/:w(x) dx—/abgo(x) dz < e.

185



Bemerkung
Von nun an schreiben wir integrierbar statt Riemann-integrierbar und Integral statt

Riemann-Integral.

Satz 18.5 Jede monotone Funktion f : [a,b] — R ist integrierbar.

Beweis
Seie >0, n e Nund z := a+ kb_T“, k=0,1,...,n. Ist f monoton wachsend,
dann definiere ¢, ¢ € T([a, b]) durch
olx) = flagp) = [min }f(x) fir xp 1 <zx<x, k=1,...,n,
TE(TK_1,Tk
Y(x) = f(xxy) = max f(x) fir o1 <z <wm,, k=1,...,n,

T€lTK—1,7k]
pb) = ¥O) = fb).
Dann gilt ¢ < f <1 und

n

[ oo [Coyde = 3" o a3 floni)on - zi)

k=1

falls n hinreichend grofs gewéhlt ist.

Also folgt nach Satz 18.4 die Behauptung fiir monoton wachsende Funktionen.

Ist f monoton fallend, dann beweist man die Behauptung durch analoge Argumen-
tation. O

Satz 18.6 Jede stetige Funktion f : [a,b] — R ist integrierbar.

Satz 18.7 Jede auf einem beschrankten und abgeschlossenen Intervall [a,b] stetige
Funktion f : [a,b] — R ist dort gleichmdfig stetig, d.h.

Ve >0 30 > 0 Vag,x € [a,b] : |z —xo] <0 = |f(x) — f(zo)| <e.

Beweis
Sei £ > 0. Angenommen, f sei nicht gleichméfig stetig auf [a, b].

1
= VneN 3z, 2, € [a,b]: \xn—x'n|<ﬁ A | f(xn) — f(2))| > ¢

Da (z,)nen eine beschrénkte Folge ist, besitzt sie nach dem Satz von Bolzano-
Weierstraf eine konvergente Teilfolge (x,,, )ken mit klim Tn, € [a,b].
— 00
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Wegen |z, — 2/ L folgt lim 2/ = lim x,, .
& | Mk ”k’ < ng & k—oo 'k koo Tk

Da f stetig auf [a, b] ist, ergibt sich daraus

lim (f(20,) — f(2)) = f(lim 2,,) — f(lim 2/, ) =0,

k—ro00 n—00 k—o00
ein Widerspruch zu |f(x,,) — f(2),, )| > ¢ fiir alle £ € N. O
Bemerkung

Stetige Funktionen auf nicht beschrinkten oder nicht abgeschlossenen Intervallen
miissen dort nicht gleichméRig stetig sein, wie die Beispiele f(z) = 22 auf [0, oo[ und
g(z) = L auf ]0, 1] zeigen.

Korollar 18.8 Sei f : [a,b] — R stetig. Dann gibt es zu jedem ¢ > 0 Treppenfunk-
tionen @, : [a,b] — R mit

(i) Va € [a,b] : p(z) < f(2) < ¥(2),
(it) Yz € [a,b] : |Y(z) — ¢(z)| < e.

Beweis von Satz 18.6
Sei f : [a,b] — R stetig. Nach Korollar 18.8 gilt:

Ve >03p, 0 € T([a,b]): o< f<d AN Vrelabl: (x)— o) < bia
Daher folgt nach Satz 18.2 :
b b b b
[ @i [[owde= [w-p@ds< [ de—c,
a a a a —a
woraus sich nach Satz 18.4 die Behauptung ergibt. O

Satz 18.9 Seien f, g : [a,b] — R integrierbar. Dann gilt:

(1) Fir alle a, B € R sind auch af + g integrierbar mit

/ab(af+69)(x) dr = Oz/abf(x) dx+6/ab9(l’) dx

(Linearitit des Integrals)

(i) f<g = /abf(a:)dxg/abg(x)dx

(Monotonie des Integrals)
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(111) Die Funktionen fy : |a,b] = R mit f,(z) = {f(iﬁ), x>0,
0, sonst,

f-:]a,b] = R mit f_(z) = {_f(f’f)v r <0,

0, sonst,

und |f| : [a,b] — R sind ebenfalls integrierbar und es gilt

[ @ < [r@lar < 0= sy 1700)

z€[a,b]
(iv) Die Funktion fq ist ebenfalls integrierbar.

Beweisstrategie
Folgt mit Hilfe der Sétze 18.1, 18.2 und 18.4 .

Satz 18.10 Sei a < ¢ < b und f : [a,b] — R eine Funktion. f ist genau dann
integrierbar, wenn sowohl f|[a’c] als auch f|[c,b] integrierbar sind. In diesem Fall qult

/abf(:c)dx:/acf(x)dx—l—/cbf(x)da:.

Satz 18.11 (Mittelwertsatz der Integralrechnung) Seien f : [a,b] — R und
g: la,b] — Ry stetige Funktionen. Dann gilt:

b b
el [ fagade=1©) [ g

insbesondere gilt fir g = 1:

3t € [a,0] / f(2)dr = f(€)(b— a).

Beweis
Wegen g > 0 und Satz 18.9 (i7) gilt

(in 5@) [ otorae < [ s e < (mox 1) [ ote) o

x€[a,b] z€[a,b]

und daher

b b
Ju € [ min f(z), max f(z)] : / f(z)g(z) dx :,u/ g(x)dx

z€|a,b| z€[a,b]

Nach dem Zwischenwertsatz 3¢ € [a,b] : f(§) = p. Daraus folgt die Behauptung. O
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Bemerkung
Aufser dem Riemann-Integral gibt es noch weitere Integralbegriffe:

1)

Das Cauchy-Integral oder Regelintegral
Eine Funktion f : [a,b] — R heifst Regelfunktion, falls es eine Folge (t,,)nen
von Treppenfunktionen auf [a, b] gibt, die gleichméfig auf [a,b] gegen f kon-

vergiert.
b

In diesem Fall existiert der Grenzwert lim [ ¢,(x)dx und hat fiir jede Folge
n—oo a

von Treppenfunktionen, die gleichméfig auf [a, b] gegen f konvergiert, densel-
ben Wert. Es heifst dann

b b
/ flx)dx = 111;120 tn(z) dz

das (bestimmte) Cauchy-Integral oder Regelintegral von f iiber [a,b] und f
heifst Regel-integrierbar oder Cauchy-integrierbar iiber [a, b].

Jede Cauchy-integrierbare Funktion ist auch Riemann-integrierbar und das
Riemann-Integral hat denselben Wert wie das Cauchy-Integral. Es gibt aber
Riemann-integrierbare Funktionen, die nicht Cauchy-integrierbar sind. Zum
Beispiel ist die Funktion

1, firz=1 neN
f:00,1] —» R, a:—){’ =g nen

0, sonst,

1

Riemann-integrierbar mit Riemann-Integral / f(z) dx = 0, aber nicht Cauchy-
0

integrierbar.

Das Lebesgue-Integral

Funktionen wie die Dirichletsche Sprungfunktion kénnen mit Hilfe des Lebes-
gueschen Integralbegriffs integriert werden. Im Gegensatz zum Riemann- und
zum Cauchy-Integral wird beim Lebesgue-Integral nicht die Urbildmenge ei-
ner Funktion unterteilt, sondern die Bildmenge. Die Einfithrung des Lebesgue-
Integrals im Detail ist allerdings konzeptionell ziemlich aufwéndig und wiirde
an dieser Stelle zu weit fiihren.

Das Lebesgue-Integral von xq iiber [0, 1] ist iibrigens gleich 0.

Satz 18.12 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung) Sei
f € C%a,b]). Dann gilt:

a) Fir jedes a € [a,b] ist die Funktion F : [a,b] — R mit

Po) = [ (o
eine Stammfunktion von f, d.h., F ist differenzierbar in |a,b] mit F' = f.
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b) Fir jede Stammfunktion F von f gilt
b
[ i = Fo)- Pl
b
Kurzschreibweise: / f(z)dx = F(x)

Hilfssatz 18.13 Sei F': [a,b] — R eine Stammfunktion von f : [a,b] — R.
G : |a,b] — R ist genau dann eine weitere Stammfunktion von f wenn F'—G konstant
15t.

Beweis

“<t:Sei F— G = cmit ¢ € R. Dann gilt G' = (F — ¢) = F' = f und somit ist G
eine Stammfunktion von f.

“= “ : Sei G eine Stammfunktion von f. Dann gilt (F —-G) =F' —-G' =f—-f=0
und nach Korollar 16.12 ist F' — G konstant. O

Beweis Satz 18.12
a) Fir h # 0 ist

F(erh})L— Fr) %(/amf(t) dt — /axf(t) dt)
w1 o a)

Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung (Satz 18.11) existiert ein &, mit
&n € [z, x + R, falls h > 0 und &, € [x + h,z], falls h < 0 ist, und

z+h
/ﬁ £(t) dt = hf ().

Da illin% &, = x gilt und f stetig ist, folgt
_>

) = lim = / ﬁ—®1®ﬂ®)f()

h—0 h

b) Sei F,(z) = [ f(t) dt und F eine beliebige Stammfunktion von f. Aufgrund
von a) und Hilfssatz 18.13 existiert ein ¢ € R mit F' — F, = c. Daher gilt

F@—szﬂ@—&@zawszwﬁ
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Bemerkung
Fiir die Menge aller Stammfunktionen einer Funktion f verwendet man auch die

Notation
[ f@ys

und man nennt diese Menge auch das unbestimmte Integral von f.
Beispiele

1
1)/xdx:§x2—|—c, c € R,

2
1
/ rdr = -z
1 2

1
2) Vre R\ {—1}: /x”dwz—x”l—i-c, ceR
r

1 2 2

+1

b

xr a

b
1
3) Ya,b>0: / —dr=Inzx

bl b
Va,b<0: / ;dlen(—x)

1
= /—dx:ln|x|+c, ceR,
T

fiir x # 0, d.h., 0 liegt nicht im Integrationsintervall.

4)/exda::ex+c, ceR
5)/sinxdx:—cosx+c, ceR

6) /cosxd:p:sinx+c, ceR

1
7)/ 5 dr = arctanx +c¢, c€eR
2 +1

dr =arcsinx +¢, ceR  fur|z| <1

=

1
9) / de =tanz+c¢, c€R  fircosz #0

cos? x

10) /coshx dr =sinhx +¢, c€eR
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Bemerkung
Ist f: [a,b] — R integrierbar und beschrinkt, aber nicht stetig, dann ist fiir jedes
a € [a,b] die Funktion F': [a,b] — R mit

F(z) = / o

wegen Satz 18.9 (ii7) stetig auf [a, b], aber im Allgemeinen nicht differenzierbar in
la, b[, wie das Beispiel

1, z€l0,1]

F:[0,2] - R f(x):{Q re L2
zeigt.

Satz 18.14 (Partielle Integration) Seien f,g € C'([a,b]), d.h., f,g € C°([a,b])N
C(Ja,b]) und f', g besitzen eine stetige Fortsetzung auf |a,b]. Dann gilt

b b b
[ )@= s~ [ F@g

Beweis
Folgt aus dem Hauptsatz und der Produktregel. O

Beispiele

1) Sei0 < a<b.

b b
/lnxdx:/ l-lnzdr=zlnzx

b

" (b-a)

a

b b 1
— r-—dr=xlnzx
a a T

=z(lnz —1)

a

b b
2) / " dv = 2%e”
a

b
- / 2ze” dr = (2% — 21)e”

b b
+ / 2¢” dx

a

b
= (2% — 2z + 2)e”

a

3) /00523: dx:sinxcosx+c+/sin2:c dx:sinxcosx+c+/1—0082x dz

:sinxcosx+x+c—/0082xdm, celR

1
= /COS2£L‘ dxzi(sinxcos:c—l—m)ch, ceR
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Satz 18.15 (Substitutionsregel) Seiy € C'([a,b]), y([a,b]) C [, 8] und
f € C%a, B]). Dann gilt

[ ot as= [ s
Beweis

Folgt aus dem Hauptsatz und der Kettenregel. O

Korollar 18.16 (Substitutionsregel riickwiirts) Sei f € C°([a,b]).

a) Ist x: [a, 5] = [a,b], t — x(t) bijektiv mit Umkehrfunktion
t:la,b] = |a, B], z+ t(z) und x € C'(|a, B]), dann gilt

/f )dz = ; Fa( 1) dt = /f %(t)]dt.

b) Ist t € C*([a,b]) mit L(z) # 0 fir alle x € [a,b], dann ist t : [a,b] — t([a,b])
bijektiv mit Umkehrfunktion x : t([a,b]) — [a,b], t — x(t) und es gilt

b #(b) 1
/a f(x) dx = /M ) g

Beweis

Folgt aus der Substitutionsregel, dem Umkehrsatz und den Monotonieaussagen aus
Korollar 16.13 . O
Beispiele

1) /02 1+x2 / —dy =2y | " _2v5-2

2) /tan:c d:z;:/smxda::—ln(|cosa:\)—l—c, ceR,  fircosz #0

COS X

3) Sei g stetig differenzierbar. Dann gilt:

(

glx)+e¢, 7=0

In(|g(x c, r=-—1Ag(x 0
/<g(x))rg,($) e — 1(\9( )+ g(x) # Cew
—ilg@) e, >0

(g(@) ™ +e, reRT\{~1} A g(a) #0

4) /bf(ca:—l—k) dr = %/dﬂrkf(y) dy fiir f € C°([a,b]) und ¢ # 0

a+k
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5) / Vr? — 22 dx
Substitution: x = rsint (¢~ x(t) ist bijektiv als Abbildung von [—7, 7] nach
[=r.7])

= dr=rcostdt (dh. (ji—f(t):rcost)

T 3
— / /r2 — 12 dx:/ V12 —r2sin®t rcost dt
—r -

Wl

H 2 2 o
= r° cos tdtz;(smtcost—i-t)

T
bl 2

Wl

2

™
= —r
= 2

(Flacheninhalt eines Halbkreises mit Radius r)

Alternativ hatte man auch x = r cost substituieren konnen.

6) / V1422 do
Substitution: x = sinh ¢ (bijektiv als Abbildung von R nach R)

= dx = cosht dt

= /mdx:/m cosht dt
:/Cosh2t dt:sinhtcosht+c—/sinh2t dt
:sinhtcosht+c—/cosh2t—1 dt

= /mdl’:%(sinhtcosht+t)+c
= %(sinht m+t> +c= %(a:erarsinh .7c> +c,

ceR

Wegen % cosht =sinht = \/008th —1+# \/1 + cosh? t wire hier die Substi-

tution z = cosht fiir x > 0 und z = — cosht fiir x < 0 nicht sinnvoll gewesen.

Diese Substitution ist sinnvoll bei der Berechnung von / Va2 —1 dux.
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7)/1‘\/1+£L’dl‘, x> —1
Substitution t =1 +2 = z=t>—-1, t>0

= dr=2tdt
= /x\/1+xdx:2/(t2—1)t2dt:2/t4—t2dt

2 2 2
= - =21
: 5 +c 5( + )

5
2

(1+x)2+c, ce€R, x>-1

[GVRIN

8) /x7m dx
Substitution: ¢ = 1 + 4
= dt = 42° dx
= /x7mdx:%l/(t—l)\/idt:i/tg—ti dt

1
71_0(

lo
ol

(14292 +¢, ceR

=

1 1
Bei Integralen der Form / 2"V1 + x* dx hilft die obige Substitution nur bei

manchen n weiter.

Integration rationaler Funktionen mit Hilfe der Partialbruchzerlegung

Seien p, q reelle Polynome und sei Grad(q) > 1. Das Integral

M x x
/q(x)d, q(z) # 0,

kann explizit angegeben werden, falls die Nullstellen von ¢ bestimmt werden kénnen.
Fiir die Integration von § kann man das folgende Verfahren verwenden.

1. Schritt:

Stelle £ in der Form
p(x) r(z)
q() @) q()
dar, wobei h,r reelle Polynome sind und Grad(r) < Grad(q) ist. Diese Darstellung

ist eindeutig bestimmt und kann mit Hilfe der Polynomdivision berechnet werden

(sieche Abschnitt 5.2).
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2. Schritt:

Bestimme, zum Beispiel mit Hilfe des euklidischen Algorithmus, den gg7" von r und
q, kiirze ¢ mit g9T'(r,q) und stelle dann § in der Form

plz) ()

q() )

dar, wobei 7, § teilerfremde reelle Polynome sind mit Grad(r7) < Grad(q).

i

Fiir die weiteren Schritte benotigen wir folgende Voriiberlegungen.

Seien P, @ teilerfremde reelle oder komplexe Polynome mit Grad(P) < Grad(Q) und
sei A € C eine n-fache Nullstelle von (), es existiere also ein eindeutig bestimmtes
Polynom @)1 mit

Q(z) = (2 = A)"Q1(z), wobei Q1(A) # 0.
P

Sei a; = 00 Dann ist A Nullstelle von P — a1()1, also gibt es ein eindeutig be-
stimmtes Polynom P; mit

P(Z) = Q1Q1<Z> + (Z — )\)Pl(Z)

Daher folgt
Plz) N Pi(z)
Q(z)  (=A"  (z=A)""(z)
wobei Grad(Py) < Grad(Q) — 1 ist.
Durch Wiederholung diese Verfahrens erhélt man die komplexe Partialbruchzerle-

gung von g :

Besitzt ) die Linearfaktorzerlegung

mit paarweise verschiedenen \; € C ( nach Korollar 6.10 existiert fiir jedes komplexe
Polynom eine solche Zerlegung), dann existieren eindeutig bestimmte a;; € C, so

dass i
P(z) ( a; ag; Onyj )
= + o
Q(z) ; 2= (2= ) (2= Aj)m
gilt.
Sind P, @ reelle Polynome, dann ergibt sich aus der komplexen Partialbruchzerle-
gung auch die reelle Partialbruchzerlegung von g :
Besitzt () die Zerlegung
Qzx) = aH(x — ) 1_[(:172 + bz + )P
j=1 1=1



mit a,b;, ¢, € R, paarweise verschiedenen \; € R und quadratischen Polynomen
12 +byr+¢;, die keine reelle Nullstellen haben ( nach Satz 6.12 existiert fiir jedes reelle
Polynom eine solche Zerlegung), dann existieren eindeutig bestimmte A;;, By, Cj €
R, so dass

P(z) & < Ay Ay Anjj >
= + b x
a0~ 2R T T A )
i Byx + Cy Boyx + Cy n Bpuz + Cpy
— 22+br+co  (P4br+e)? T (24P
gilt.
3. Schritt:

Bestimme die Zerlegung von ¢ in reelle Linearfaktoren und reelle quadratische Po-
lynome ohne reelle Nullstellen.
Dann bestimme die reelle Partialbruchzerlegung von

ESH e

Die Koeffizienten A;;, B, Cy in (*) fir P = 7 und Q = ¢ kann man zum Beispiel
mit folgender Methode berechnen.
Multipliziert man die Gleichung (*) mit (z — ;)" , dann erhélt man

P(x)

( Q(x) )
(z=As)™s

Setzt man in diese Gleichung A, fiir x ein, dann erhélt man aus der dadurch entste-
henden Gleichung den Wert von A,,_ ;. Nachdem man auf diese Weise die Koeffizien-
ten A, ; bestimmt hat, multipliziert man (*) mit Q(z) und ermittelt die restlichen
Koeffizienten durch Vergleich der Koeffizienten von P(x) mit den Koeffizienten des
Polynoms, das auf der rechten Seite von (*) nach der Multiplikation mit Q(z) ent-
standen ist.

= Ans + (2 = M) ().

4. Schritt:

Integriere n sowie die einzelnen Summanden der Partialbruchzerlegungen %. Dabei

sind Integrale der folgenden Form zu berechnen:

A
1) /mda:, neN

Bx +C
2 d N
) /(a:2+bx+c)” Tone

ESH

Es gilt:
Alnjz — A+ &, n=1

A
/—nda:: A 1 , ke R,
(x—A) 1—n(:c—)\)”*1+k’ n>1
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Bx +C B 20+ b Bb 1
e e d _ B d
/(m2+bx+c)" v 2/(:p2+bx+c)” I+<C 2)/(x2+bx—|—c)” “

In|z? + bx + | + k, n=1

2
/ ztb dr = 1 1 , keR.
2 n
(22 4+ bx + ¢) +k, n>1
1 —n(z?+br+c)n !

Es bleibt nun noch die Berechnung von

1
— d N
/(mQ—l—bx—i-c)" S

wobei x? + bz + ¢ keine reellen Nullstellen hat und somit D := b*> — 4¢ < 0 ist.
Durch quadratische Ergdnzung erhélt man

2 +br+c= ($+§)2+C—§:K‘2<”<K(“g>>2>

mit K = \/% > (. Daher gilt

1 2n 1 _ 2n—1 1
/ (2% 4 bz + c)" de = /K (14 (K(z+ %)»)" dv =K / (1+t2)n at

mit ¢t = K(z + ). Sei

1
L, = | ——— dt )
; /(1+t2)n , neN

I = arctant + k, keR,

Dann gilt

und fir alle n > 1:

t?
I, = I,.1— | ——— dt
1 /(1+t2)n

t 2t
e [
2 1+

1 t 1

= I, : k————1I,,, keR,
T L R T BT D
on —3 1 t
- I, : k., keR.
m—2 T o eyt T ©

Somit ergibt sich fiir alle b, ¢c € R mit b < 4c :

1 1 r+ 2
/—dx: arctan 2 | +k, keR,
2+ br+c b2 b2
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sowie

/ 1 dr — 1 2r+b
(2 + bx + c)" Tz (n—1)(4c—0%) (224 bz +c)n !

2(2n — 3) 1
(n — 1)(4c — b2 / @+ b ot OO
falls n € N'\ {1} ist.

Beispiele
2
b T
1. Schritt:
Nicht notwendig, da Grad (4z* 4+ 9z — 4) < Grad ((x — 1)(z + 2)?).
2. Schritt:

Da weder 1 noch —2 eine Nullstelle von 422 + 92 — 4 ist, sind 42% 4+ 92 — 4 und
(r — 1)(x + 2)? bereits teilerfremd, so dass nichts zu kiirzen ist.

3. Schritt:

Die fiir die Partialbruchzerlegung notwendige Zerlegung des Nennerpolynoms
liegt bereits vor. Der Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung in der vorliegenden
Situation ist:

4 +9r—4 o« N b L ¢
(x—1D)(x+2)2 -1 x+2 (z+2)2
Multiplikation mit (z — 1) liefert
4a* + 9z — 4 o 1)( b n c )
(x +2)? r+2  (z+2)?

Einsetzen von x = 1 liefert

a=1

Multiplikation mit (x + 2)? liefert

4% + 9z — 4 y +2)2< “_ . b )
— =c+(x
(x —1) r—1 x+2
Einsetzen von & = —2 liefert

c=2
Multiplikation mit dem Nenner liefert
422+ 92 —4 = alz +2)°+b(x —1)(x+2) +clx—1)
= (x+2)+bx—1)(z+2)+2(x—1)
= (1+0b)z*+ (6 +b)x + (2 — 2b)
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Koeftizientenvergleich liefert

b=3
4. Schritt:
42 + 9z — 4 1 1 1
dr = d 3 d 2| ———d
/<x—1><x+2>2 ! /x—l v /x+2 v /<x+2>2 )
2
= Injz—-1|+3nflz+2|———+C, CeR
T+ 2
/ 2+t
— dx
3+ 1
1. Schritt:
4 1 1
_— == —
3+ 1 3+ 1
2. Schritt:
—1 und 2% + 1 sind bereits teilerfremd.
3. Schritt:
—1 ist Nullstelle von 23 + 1,
B+ :(z+1)=2?—2+1
224+ 1=(r+1)(2*—z+1)
1
Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung von — :
3+ 1
I a n Bz +C
@B+l z+1 22—z+1
Multiplikation mit (z + 1) liefert
1 b (z+1) Bx +C
_— = q T -
2 —x+1 2—z+1
Einsetzen von z = —1 liefert .
a = —§

Multiplikation mit dem Nenner liefert
—1 = a(@®®—2+1)+ (x+1)(Bz+C)

= @ r )+ @+ )(Br+O)

= (B—%)x2+<B+C’+%>x+C—%
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Koeftizientenvergleich liefert

poloo
4. Schritt:
/—ILL;jijd:z: = /x—i—ldx—%/xildx—ir%/ﬂx_—;i_ldﬂ?
— %x2+x—§ln|zv+1|+0+%/x22f—;ildx
_%/—x2_1x+1dx, CeR

1 1 1
= §ar2+x—§1n|x—|—1|—|—61n]a:2—:1:+1|

—%\/% arctan (\/%(33— %)) +C, CeR

22—z — 1
) | @riee-1n“
1. Schritt:
Nicht notwendig, da Grad (22> —x — 1) < Grad ((z* + 1)*(z — 1)).
2. Schritt:

1 ist Nennernullstelle und Zéhlernullstelle, somit muss mit (x — 1) gekiirzt

werden. Dies liefert
22 —x—1 2¢ + 1

@+ —1) =+ 1T
2z + 1 und (2% + 1)? sind bereits teilerfremd.
3. Schritt:

Da (22 4 1) keine reellen Nullstellen hat und wegen

20+ 1 0 20 +1

@112 @+ @il

ist die gewlinschte Zerlegung bereits gegeben.
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4. Schritt:
/ 222 —xr—1 dr — / 20+ 1 d
(x24+1)%(x — 1) B (x241)2
2x 1
— " d — d
/(x2+1)2 ‘”/(x?ﬂ)z !

1 +1 2x +1/ 1 d
pr— —_— —_— — x
2+1 4 2241 2) 22+1

1 -2
= _(x +arctan:v>—|—C’, CeR
2\x2 +1

Bemerkung
Sei R(sinx,cosz) eine Funktion, die aus einer rationalen Funktion
wenn man x durch sinx oder cosx ersetzt, zum Beispiel

P(z)
()

entsteht,

o

sin?z + 3sinxzcosx —sinx + 1
(sinz — 1)%(1 + cos? z)

Mit Hilfe der Substitution z = 2 arctant erhilt man

| Risinz.cosa) do = [ % it

wobei ¢, h Polynome sind. Somit steht die Methode der Partialbruchzerlegung auch
als Hilfsmittel zur Berechnung von

/R(sin x,cosx) dx
zur Verfiigung.

Bemerkung

Fiir eine Ubersicht iiber weitere Funktionen, deren Stammfunktionen in geschlosse-
ner Form, d.h. als Summe, Differenz, Produkt, Quotient, Potenz und Verkettung von
endlich vielen elementaren Funktionen wie 1, z, €*, sinz , Inx dargestellt werden
konnen, samt den zugehorigen Integrationsmethoden sei auf die Literatur verwiesen,
unter anderem auf Integraltafeln. Fiir einige Funktionen wie z.B.

sinx 1 2

—x

) ) 6 )
x V142t

kann man allerdings zeigen, dass ihre Stammfunktion nicht in geschlossener Form
darstellbar sind.
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Uneigentliche Integrale
Definition

a) Sei I ein offenes oder halboffenes Intervall. f : I — R heifit lokalintegrierbar
(iber 1), falls f iber jedem beschrinkten und abgeschlossenen Intervall [a,b] C

I integrierbar ist.

b) Sei I = [a,00[ bzw [ =] —00,b] bzw [ =R bzw I = Ja,b] bzw I = [a,b] bzw I
=la,b[ und f: I — R lokalintegrierbar. f heifst uneigentlich integrierbar iber I,
falls die jeweiligen Grenzwerte

S—00 a

/OO f(z) dzx := lim sf(:z:) dx

b

bzw. /b f(z) dz = lim f(z) dx

S§—>—00 s

baw. /Zf(x) i = /;f(m) dm+/:of(x) da

bzw. /b f(z) dz := lim /bf(:v) dx

s—at

bzw. /abf(m) dz = lim /:f(:p) dx

s—b~

bw. /abf(x) i = /acf(x) dx+/cbf(x) da

existieren, wobei der dritte und der letzte Grenzwert aufgrund von Satz 18.10

unabhdngig von der Wahl von c € I sind.
Ist f uneigentlich integrierbar tiber I, dann sagt man auch, das uneigentliche

Integral /00 f(z) dx bzw. /b f(x) dx bzw. /00 f(z) dz bzw. /bf(x) dx

konvergiert (ist konvergent). Anderenfalls sagt man, das jeweilige uneigentliche
Integral divergiert (ist divergent).

Beispiele

= —, r >0, ist lokalintegrierbar iiber ]0, 1], iiber [1, co[ und tiber
x"’

1) f mit f(z)
10, ool
Sei 0 < r < 1. Dann gilt

11 1 1 g 1 I, ssor 1
— dxr = = — S — ,
s 1 —rartls l—r 1-—7r 1—r
°1 1 I soo0

— dr = st — %

1 1—r 1—7r



Sei r = 1. Dann gilt

11 s—07F
/ —dr = Inl—Ins = —lns — o0,

81 S—r 00
/—d:v:lns 7Y 5.
1

Sei r > 1. Dann gilt

1
1 1 1 s
—dr = — + =N 0,

s X" r—1 r—1
1 1 1 550 1
—d — 1—r )

.o v r—ls +r—1 r—1

Also: Fiir 0 < r < 1 ist f uneigentlich integrierbar {iber ]0, 1] mit

1
1 1
—dr =

0 ' 1—7r’

aber nicht tiber [1, ool fiir r > 1 ist f uneigentlich integrierbar iiber [1, co[ mit

aber nicht iiber ]0,1] und fir » = 1 ist f weder tiber |0, 1] noch {iber [1, 00|
uneigentlich integrierbar. Uber ]0, ool ist f fiir kein 7 > 0 uneigentlich inte-

grierbar.
2)/1 L = /0 L esiim [ 4
————dr = lim —— dx im — dx
V1 — 22 s——1t Jo /1 — 22 s=1- Jo /1 — 22
0 S
= lim arcsinz| -+ lim arcsinz| = =«
s——11 s s—1— 0

s
= T
0

< 1 < 1
3) / dx = 2/ dx = 2 lim arctanx
oo L 2? o 1+ a2 500

=1
0

§—00

4) / e ¥dr = lim —e™"®
0

Satz 18.17 (Konvergenzkriterien fiir uneigentliche Integrale) Seil = [a, 00|
und [ I — R lokalintegrierbar iber I. Dann gilt:

a) (Cauchy-Kriterium)

f ist genau dann uneigentlich integrierbar iber I, wenn fir jede Folge ($p)nen C

I mit s, — oo fir n — oo die Folge (S,)nen mit S, := f(x) dz eine

Cauchy-Folge ist.
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b) Ist das uneigentliche Integral von f iiber I absolut konvergent, d.h., das un-
eigentliche Integral von |f| dber I ist konvergent, dann ist das uneigentliche
Integral von f dber I auch konvergent.

¢) Das uneigentliche Integral von f dber I ist genau dann absolut konvergent,
wenn gilt:

B
30>OV[O&,5]§[:/ |f(z)] de < C

d) (Majorantenkriterium)
Ezistiert ein ¢ € I und eine Funktion g : [c,00] — R, die tber [c, oo uneigent-
lich integrierbar ist und fir die gilt, dass |f(z)| < g(x) fir alle x € [c, 0] ist,
dann ist das uneigentliche Integral von f tiber I absolut konvergent und es gilt

‘/ flo dx‘</ |d:c</coog(x)da:

e) (Minorantenkriterium)
Existiert ein ¢ € I und eine lokalintegrierbare Funktion g : [c,00] — R, die
tiber [c, oo nicht uneigentlich integrierbar ist und fir die gilt, dass 0 < g(x) <
f(x) fir alle x € [c,00] ist, dann ist das uneigentliche Integral von f dber I

divergent.

Ersetzt man I = [a,00[ durch I = [a,b], I = |—o00,b] oder I = ]a,b], dann

tbertragen sich die Kriterien a) — e) sinngemdys.

Beweisstrategie

Mit dhnlichen Argumenten wie in den Beweisen der entsprechenden Konvergenzkri-

terien fiir Reihen, z.B. bei d) :
Seien die Annahmen von d) an f und g erfiillt. Dann gilt nach a):

Fiir (sp)nen C [, 00] mit s, — oo fiir n — oo ist / g(x) dz eine Cauchy-Folge
:>‘v’5>05|n€Vm>n>n5.‘/ dx)
ey V€>OEInEVm>n>n€:/ g(x) dx < ¢

:>V5>OEInEVm>n>nE:‘/ f(z) dm‘</ \f(x)|dx§/ g(x) de < ¢

= / f(z) dz konvergiert absolut

Da f iiber [a, 00| lokalintegrierbar ist, konvergiert auch

/f da:_/f daz+/f
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absolut.
Beispiele

T

1
1) Wegen 6—3 > — > 0 fir alle z > 0 und der Divergenz von — dx divergiert
x x 0 T

/ — dx nach dem Minorantenkriterium.

>~ 1
2) Wegen ‘ et ‘ < —; fiir alle > 1 und der Konvergenz von / — dx
+x+ 2?2 1 a?
cosr . . : :
und da z — ——— {iber [0, oo[ lokalintegrierbar ist, konvergiert
14+z+ 22

*  cosx
/ — dx absolut nach dem Majorantenkriterium.
0o l+x+a?

3) Nach dem Satz von Taylor gilt

|cosz — 1| = O(2?) fiir z — 0
cosx — 1
’ pop ‘— ( )furx—)()
-1
Da auferdem gilt, dass z — % tiber ]0, 1] lokalintegrierbar ist und
x
1 Yeosz — 1
—— dx konvergiert, konvergiert ———— dx absolut nach dem Ma-
o VT o T2
jorantenkriterium.
sinx

4) s ST

T
Lginx
dx.
0o T

Sei ($p)nen C [1, 00] mit s,, — oo fiir n — oo. Dann gilt fiir alle m > n:

ist stetig auf ]0, co[ und es gilt lim

= 1. Daher konvergiert
z—=0t X

Smosin x COoS § CoS § Smocos T
‘/ d:pg‘— UL n+/ Q‘d:c
Sm Sy, s T

1 1 smoq

Sm Sn s T

2 N

= — =0 firn — oo.
Sn

© sinx

Daher folgt nach dem Cauchy-Kriterium die Konvergenz von / dz.

1 i

*®sinx

Insgesamt erhalten wir, dass / dx konvergiert.

0 T
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Satz 18.18 (Integralkriterium fiir Reihen) Sei f : [1,00[ — R{ monoton fal-
lend. Dann gilt:

Zf(n) konvergiert <= / f(z) dz konvergiert.
k=1 1

Beweis

""" Sei / f(z) dx konvergent.
1
:>‘v’m22:2f(n) g/ f(z) d:z;g/ f(z) dz
n=2 1 1
= (Z f (n)) . ist eine beschriankte Folge.
1 me

Wegen f(n) > 0 fiir alle n € N und Satz 14.7 folgt die Konvergenz von Z f(n).

n=1

"=": Sei Zf(n) konvergent und sei Vn € NVz € [n,n+ 1] : g(x) := f(n).
n=1

=0< f(z) <g(xz) A /oog(x) dr = if(n) ist konvergent.
n=1

1

Nach dem Majorantenkriterium folgt die Konvergenz von / f(z) dx. O
1
Beispiel
=1
Z — ist fiir alle @ > 1 konvergent und absolut konvergent und fiir alle o < 1 di-
na

n=1
vergent.
Definition

a) Sei f :la,c[U]c,b|— R lokalintegrierbar iber |a, c[ und dber |c,b[. Existiert der

Grenzwert
b c—¢ b
CH / f(z) de =: lim (/ f(z) do + f(zx) dx) )
a e—0% a cte

dann heifit er der Cauchysche Hauptwert von f tber [a, b].
b) Sei f: R — R lokalintegrierbar iber R. Existiert der Grenzwert

S

CH /OO f(z) de =: lim f(x) dz,

S

dann heifit er der Cauchysche Hauptwert von f tuber R.
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Beispiele

1

1
1) CH —dr=lim(Ine—Ilne)=0

—1 X e—0t

1
1
2) CH / — dx existiert nicht.
-1

]

<2
3) CH /_mef—l dxzsli_g(ln]sQ—i—l]—ln\(—s)2+1|):O

<2
4) CH / |x|1 dx existiert nicht.

2
0 L7+

Vertauschbarkeit von Grenziibergingen, Differentation und Integration

Satz 18.19 Sei (f,)nen, €ine Folge von Funktionen f, : R O D — R, die stetig
auf D seien. Konvergiert (f,)nen, gleichmdfig auf D gegen f : D — R, dann ist f
ebenfalls stetig auf D und folglich gilt fiir jeden Hdaufungspunkt xog von D:

lim ( lim fn(a:)> = lim ( lim fn(x)> = f(xo).

T—To \ N—00 n—oo \ r—g

Beweis
Sei zg € D und € > 0. Wenn (f,,)nen, gleichméfig auf D gegen f konvergiert, dann

In. € N:sup|fn.(z) — f(2)] <
z€D

Da f,, stetig auf D ist,

0 >0Ve eD:|z—x9| <0 = |fu(x)— fu(x0)] <

3
3

Wl M

Folglich gilt dann
VeeD: |z —wo| <0 = [f(x) = fzo)] <[f(2) = foo (@) + [foo (x) = fu.(z0) [+

e € €
| fo (o) — f(m0)] < 3T3t3=&
woraus die Stetigkeit von f auf D folgt. O

Bemerkung

Konvergiert eine Folge von auf D stetigen Funktionen ( f,,),en, nur punktweise gegen
f, dann muss f nicht unbedingt stetig auf D sein. Denn sei f, : [0,1] = R,z — 2™
Dann gilt f,, € C°([0,1]) und (f,)nen, konvergiert punktweise auf [0, 1] gegen

0, z#1,

0,1 = Rz —
0. v {1, r=1.

f ist nicht stetig in 1.
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Satz 18.20 Sei (fn)nen, € C°([a, b]) und (fn)nen, konvergiere gleichmifig auf |a, b]
gegen f: [a,b] — R. Dann gilt

/abf( dz = lim bfn<>

n—oo

Beweis
Nach Satz 18.19 ist f € C%([a,b]) und somit integrierbar iiber [a,b]. Wegen Satz
18.9 und dem Satz vom Maximum und Minimum gilt

[r@a- [ r@al < [l - nwla

< (b—a) sup [f(z) — fulx)] =5 0. O

z€la,b]

Bemerkung
Konvergiert (f,)nen, € C°([a,b]) nur punktweise auf [a,b] gegen f, dann muss die
Aussage aus Satz 18.20 nicht unbedingt gelten. Denn sei

n’x, nggi,
foi[0,1] R, 2= (2n—n?z, <z<2
0, sonst.

Dann gilt f,, € C°([0,1]) und (f,)nen, konvergiert punktweise auf [0, 1] gegen f = 0.
f ist in diesem Fall sogar stetig, aber es gilt

1 1
lim fn()da::limlzl#(]:/f(x)dx
n—oo n—oo 0

Satz 18.21 Sei (fn)nen, € C([a,b]), (fu)nen, konvergiere punktweise auf [a,b] ge-

gen fund (f)nen, konvergiere gleichmdpig auf [a,b] gegen g. Dann ist f € C*([a, b])
mat

f'(w) = g(x) = lim f,(x)

n—oo

fir alle © € |a, b

Beweis
Nach dem Hauptsatz gilt

Vo € [a,b]Vn € Ny : f,(z) = /f

Nach Satz 18.19 ist g € C°([a,b]) und nach Satz 18.20 gilt

Vz € [a,b] : lim xf,’L(t) dt = /zg(t) dt.

n—oo a

Somit erhalten wir unter Ausnutzung der punktweisen Konvergenz von ( f,)nen, ge-
gen f:
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V € [a,b] : f(z) = f(a) —|—/xg(t) dt

Nach dem Hauptsatz folgt daraus f'(z) = g(z) fiir alle x € ]a, b]. O

Bemerkungen

1)

Konvergiert (fn)nen, € C'([a,b]) gleichméfig auf [a,b] gegen f, so muss f
nicht unbedingt differenzierbar auf |a, b[ sein. Denn sei

e 1 _ 1 71
fn : [_171] _>R7 T+ {L_"_ll ) [ X n+11] [1+n ]
+ 3D - xe]_n_—l-l’n_—o—l['

Dann gilt f, € C*([—1,1]) und (f,)nen, konvergiert gleichmiifig auf [—1,1]
gegen f mit f(x) = |z|. f ist in O nicht differenzierbar.

Konvergiert (fn)nen, € C([a, b]) gleichméfig auf [a,b] gegen eine Funktion f
aus C'([a, b]) und (f))nen, (auf a und b stetig fortgesetzt) punktweise auf [a, b]
gegen ¢g. Dann muss nicht unbedingt f’ = ¢ sein. Denn sei f,, : [0,1] = R,z —
—Lgntl Dann ist f, € C*([0,1]), (fu)nen, konvergiert gleichmiiRig auf [0, 1]

n+1
gegen die C''-Funktion f = 0, aber es gilt f/ (z) = 2" fiir alle z € [0, 1], so dass

0, x#1,

(f!)nen, punktweise gegen g : [0,1] = R, = — ) ) konvergiert.
Y T = )
Satz 18.22 Sei f(x Z an(x—x0)" eine reelle Potenzreihe mit Konvergenzradius
n=0

R > 0. Dann g¢ilt:

(i) f ist stetig auf Br(xg) = {zr € R: |x — xo| < R}.

(ii) f kann in Br(xo) gliedweise integriert werden, d.h.

Va € Br(xg) : Zant—xo Z (2 — o)™,

20 n=0
00

Die gliedweise integrierte Potenzrethe Z

— (z — 20)™*" hat ebenfalls den

Konvergenzradius R.

(111) f kann in Br(zo) gliedweise abgeleitet werden, d.h.

d o
VxGBR(xO):% n(z — x0)" Znanx—xo -1

n=0

Die gliedweise abgeleitete Potenzreihe Znan(:t — 20)"" ! hat ebenfalls den
n=1
Konvergenzradius R.
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(iv) f € C>®(Bg(x)), wobei

Vk € NVx € Br(x) : ddkk (x) = f:n(n — 1) - (n =k + Day(z — z0)" "

n=k
Auferdem gilt:
1
Vk € NO Lap = E f(k)(ﬂjo),

d.h., die Potenzreihendarstellung von f ist die Taylorreihe von f um xg.

Beweis
Sei © € Bg(zp). Dann existiert ein p > 0 mit x € [xg — p, xo + p] und nach Satz 17.7

d) konvergiert > a,(z —xo)" gleichmékig auf [z — p, o + p|. Daher folgt nach Satz

n=0
18.19 die Stetigkeit von f auf Bg(zg), nach Satz 18.20 die gliedweise Integrierbarkeit
von f auf Br(x) und nach Satz 18.21 die gliedweise Differenzierbarkeit von f auf
BR(.ZU()).
Die Aussagen iiber den Konvergenzradius der gliedweise integrierten und der glied-
weise abgeleiteten Potenzreihe folgen aus {/|na,| = /ni/|a,|, hm n =1 und

der Formel von Cauchy-Hadamard (Satz 17.7 b)).
Die Aussage (iv) folgt aus (iii) durch vollstdandige Induktion und durch Anwendung
von Korollar 17.9 . O

Bemerkung
Fiir Funktionenreihen, die keine Potenzreihen sind, miissen die Aussagen von Satz

18.22 nicht unbedingt gelten. Denn beispielsweise hat die Funktionenreihe

1 1
Z —23m(n x) die konvergente Majorante Z — und konvergiert somit fiir alle
n

n=1 n= 1

x € R. Die gliedweise abgeleitete Reihe Z cos(n’r) konvergiert aber fiir kein 2 € R,
n=1

da (cos(n®z))nen fiir kein z € R eine Nullfolge ist, was man folgendermafen zeigen

kann.

Angenommen: lim cos(n?z) = 0. Dann gilt
n—oo

Vk € N: lim cos((kn)’z) =0

n—0o0

und daher
0 = lim cos((5n)%z)

n—o0

= lim cos((3n)?z + (4n)?z)

n—o0

= lim <cos((3n)2x) cos((4n)2x) — sin((3n)?%z) sin((4n)2x)>

n—oo

= lim <cos((3n)2x) cos((4n)?z) — /1 — (cos((3n)2x))2\/1 — (cos((4n)%z))? >

n—oo

- -1 4.
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Beispiele

1) Die geometrische Reihe hat Konvergenzradius 1. Daher erhalten wir nach Satz

18.22:
1 d 1 d > n > d n - n—1 .
n=0 n=0 n=1

o
Fiir |z| = 1 divergiert Zn "t
n=1

)" .

2) Die Sinusreihe hat Konvergenzradius co. Folglich hat auch Z 2nt 1)
n

= sin.z Konvergenzradius co. Daher erhalten wir nach Satz 18.22 :

smt 9 9
= " dt = t"dt
/ /Zgnﬂ > [ it

(_1)71 2n+1
“(2n+1)(2n +1)!

, fiir alle x € R.

n—

3) Aufgrund des Konvergenzradius der geometrischen Reihe und Satz 18.22 er-

halten wir:
| = — nogr _
n(l+ z) 0 1+t dt = / (—t)™ dt Z/O(
n=0
xn—i—l
= 1" fi 1.
S e <

n=0
Aufgrund des Leibniz-Kriteriums gilt aulerdem:

> n+1
Z(—l)" - konvergiert auch fiir x = 1 und
—~ n+1

oo

> (-1

n=

n+1

Z:: n—l—l

xm+2 1

Vo e [0,1]Vm e N:

< .
- m—|—2 “m+2

Z(—l)” $+ ] konvergiert also auch gleichméfig auf [0, 1], so dass nach Satz
n
n=0
18.19 auch
. 1
In(2) = —-1)"
(2 =31
gilt.
0 Lt
Firz=-1d di iert -
ir x agegen divergier Z( o

n=0

212



Teil IV
Mehrdimensionale Analysis
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19 Konvergenz und Stetigkeit

Definition

a) Eine Folge (ay),cy mit a, € R™ fiir alle k € N heifit konvergent gegen a € R", in
Zeichen: ap — a fiir k — oo oder klim a, = a, falls
— 00

g e = al = o flaw = elly = iy

qgilt.
b) Eine Folge (ai),ey i R™ heift Cauchy-Folge in R™, falls gilt
Ve >0 3k. e NVm, k> k. : |ay, —ag] < e
Satz 19.1 Seia € R" und ar € R" fiir alle k € N. Dann ist daquivalent
(i) k11_>r£10|ak —al=0

(ii) klgglo lax —all, = kh_)m max | (ax —a); [ =0

i=1,..., n

(iii) Vi€ {1,...,n}: lim (a), = a;

k—o00

Auflerdem gilt

(ak) ey @8t Cauchy-Folgein R" & ((a);),oy sind Cauchy-Folgen in R
firallei e {1,...,n}

Bemerkung

Folgende Aussagen iiber Folgen in R iibertragen sich sinngeméft auf Folgen in R™:
die Aussagen aus Satz 13.1, Satz 13.2(i),(iv), Satz 13.8, Satz 13.9, Satz 13.10 und
Satz 13.11. Auberdem gilt

((EIC>OVk€N: \aklgC)/\inmak:a>:>|a]§C.
—00

Beispiel
2k?
_ k241 2
lim =
k—o00 k4 0
kS + 5k
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Definition Sei D CR™ und f : D — R" eine Funktion.

a) f heifst stetig in ag € D, falls klim flar) = f(ao) fiir jede Folge (ay), oy in D mit
—00

lim ap = aop.
k—o0

b) f heifit stetig auf der Menge M C D, falls f in jedem a € M stetig ist.
Bemerkungen

1) Die Aussagen fiir Funktionen f : R O D — R aus Satz 15.1, Satz 15.2, Korollar
15.3, Satz 15.4 a) b) e) tUbertragen sich sinngeméf auf Funktionen f : R™ D
D — R". Falls n = 1 ist, iibertragen sich aufterdem die Aussagen aus Satz 15.4

c)d).

X1 fl(xlu"'vxm) T
2) f:R*"DD—=R" | : |+~ : ist genau dann stetigin | : |,
T fol@1, o ) T
xy
wenn die Funktionen f; : R™ O D — R fiir allei € {1,...,n}in | @ | stetig
Tm
sind.
Beispiel
T 2y + 23

B AN
FiRP R |y | | 1+t 00522 /

2 esinz 4+ /1 + |y

ist stetig auf ganz R3.

Bemerkung
Es gibt Funktionen f : R™ O D — R", die in einem Punkt ay € D zwar stetig ldngs
jeder Geraden sind, aber dennoch nicht stetig in ag sind. Denn sei zum Beispiel

2

PR SR, fey) - | T @0 #0.0)
0, (x,y) = (0,0).
c*a?
Dann gilt Ve € R : glEILI(l] flz,cx) = }gr(l) g 0 = f(0,0) sowie
lei_r)r(l) f(0,y) = ;I_I}(l) 0=0= f(0,0), so dass f in (0,0) langs jeder Geraden stetig ist.
Aber es gilt ili% flz,/x) = ilg% ;—; = % # f(0,0), so dass kh_}rglo (%, %) = (0,0)

. 1 1 1 ) . .. .
und klggo f (E’ ﬁ) =3 # f(0,0) ist und daher f nicht stetig in (0,0) ist.
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20 Mehrdimensionale Differentialrechnung

fi()

Definition Se: f: RO D — R", z — : eine Funktion.

a) Sei xqy ein innerer Punkt von D. f heifst differenzierbar in xy, falls die folgenden
aquivalenten Bedingungen erfillt sind.

(i) Fle) = lim LB = @)y S@o+h) = flzo)

existiert.
z—x( T — Xo h—0 h

(i1) Fir allei € {1,...,n} sind die Funktionen f; : R O D — R differenzierbar
m xg.

In diesem Fall heifit dann f'(x¢) die Ableitung von f in xq. Statt f' kann man

auch das Symbol s—f schreiben.
x

b) f heifst differenzierbar in M C D, falls f in jedem x € M differenzierbar ist. Die
Funktion f': M — R", x> f'(x) heifft dann Ableitung von f.

Bemerkung
Die Aussagen aus dem Sétzen 16.1 und 16.3 iibertragen sich sinngeméft auf Funk-
tionen f: RO D — R™.

fi(z)
Definition Se: f : RO D — R", z +— : eine Funktion und k € N. f heifit
ful@)
k-mal differenzierbar / k-mal stetig differenzierbar / co-oft differenzierbar in einem
inneren Punkt xo € D /in M C D, falls fir alle i € {1,...,n} die Funktionen f; in
xo /in M k-mal differenzierbar / k-mal stetig differenzierbar / co-oft differenzierbar
sind.
Die Symbole zur Bezeichnung der héheren Ableitungen von f werden direkt vom
eindimensionalen Fall iibernommen.
Aujflerdem seien

( fl
CFMRY) =S f=|:|:M—=R":Vic{l,....n}: f; e C*(M) },
\ J
( fl
C(M,R") = f=|: ]| M—=>R":Vie{l,...,n}: fi e C°(M)
\ Jn
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Bemerkung
Aufgrund von Satz 16.3 sind C*(M,R") und C*(M,R") R-Vektorrdume und - :
f— L f ist eine lineare Abbildung von C*(M,R") nach C*~'(M,R") fiir k > 1.

Definition Sei I C R ein Intervall. v € CY(I,R") heifit requlire parametrisierte
Kurve oder requldre Parametrisierung einer Kurve, falls %”y(t) # 0 fir allet € 1
ist. Die Bildmenge vy(I) heifft dann Spur der Kurve.

Bemerkungen

1) Seivy € C'(I,R") eine regulire parametrisierte Kurve und ¢y € I. Dann ist £+ (to)
ein Tangentenvektor an (1) im Punkt v(to), d.h., £~(to) ist ein Richtungsvektor
der Tangente an (1) in 7y(to).

2) Sei v € CY(I,R") eine reguliire parametrisierte Kurve. Interpretiert man ¢ € [
als Zeit und 7(¢) als Ort zum Zeitpunkt ¢, dann beschreibt v die Bewegung eines
Punktes im R™ und %W(t) den Geschwindigkeitsvektor zum Zeitpunkt ¢.

Beispiele

Die folgenden Funktionen sind regulére parametrisierte Kurven.

1) v:R—R" t+— a+ vt mit a € R” und v € R*\ {0} (Gerade)

2) v:10,27] = R? ¢ — (;Z?j;) mit r > 0 (Kreis um 0 mit Radius r)
rcost
3) v:R—R3 ¢t [ rsint | mit r > 0 (Schraubenlinie)
t

4) ’y:[a,b]—>R2,tl—>( !

f(t)) mit f € C'([a,b]) (Graph von f)

Definition Sei v € C*' ([a,b] ,R") eine requlire parametrisierte Kurve. Dann heifSt

Linge der Kurve .

Bemerkung

Haben zwei verschiedene reguldre Parametrisierungen einer Kurve dieselbe Spur,
dann ergibt sich aufgrund der Substitutionsregel unabhéngig von der jeweiligen Pa-
rametrisierung dieselbe Kurvenlange.
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Beispiel
Seir >0,

) 9 rcost
7 :10,27] > Rt — (rsint)

und -
Yo i [0, 7] = R? £+ (TCOS%) :

rsin 2t

Dann haben v; und v, dieselbe Spur und es gilt
d —rsint d - —2rsin 2t
%%(t) - ( rcost > ’ d_{%(t) a (27’00525) ’

27 2t
L(%):/ \/TQSiIth—f-TQCOS?tdt:/ rdt = 2mr
0 0

u 27
L(ye) = / \/47“2 sin? 2t + 4r2 cos? 2t dt = / \/r2 sin?t 4+ r2cos?tdt = L(v).
0 0

Definition

a) Seia € R™ und € > 0. Dann heifit

B.(a) ={x € R" : |z —a| <&}
eine e-Umgebung von a.

b) Seia € D CR". a heifit innerer Punkt von D, falls a eine e-Umgebung besitzt,
die in D enthalten ist.

Definition Sei f: R" D D — R, (x1,...,2,) — f(x1,...,2,) eine Funktion.

a) Sei x = (x1,...,x,) ein innerer Punkt von D und i € {1,...,n}. Existiert der
Grenzwert

floy, .oz +hy oo zn) — flo, oo 2.0, Ty)

h )
dann heifst f in x nach der i-ten Variable (bzw. nach der i-ten Koordinate) x;
partiell differenzierbar und 0, f(z) die partielle Ableitung von f nach z; in x.

Statt O, f kann man auch die Symbole f,,, g—f, 8if oder 0; f verwenden.
Ti Oy
b) f heifst in M C D nach x; partiell differenzierbar, falls f in jedem x € M partiell
nach x; differenzierbar ist. Die Funktion O,,f : M — R, x +— 0,, f(x) heifit dann
partielle Ableitung von f nach x;.

0., (x) = lim

218



Bemerkungen

1) 0., f(x) beschreibt die Steigung der Tangente an den Graphen der Funktion ¢
f(x +te;) in (0, f(x)), wobei e; der i-te Basisvektor der geordneten kanonischen
Basis des R" ist.

2) Die Rechenregeln fiir Ableitungen von Funktionen f : R O D — R iibertragen
sich sinngeméf auf partielle Ableitungen.

Beispiel

Sei f:R?* — R mit f(xy,79) = 2173 + €*** — sin x5. Dann gilt:
Op, (1, 12) = 23 + 221, Oy f(1,1) = 1 + 2¢€2,
O, (1, T2) = 22129 — COS T, Ou, [(1,0) = —1.

Definition Sei f : R* O D — R eine Funktion, x ein innerer Punkt von D und
v € R". Existiert der Grenzwert

D0f (z) = lim L& 1) = J(@)

h—0 h

)

dann heifit er Richtungsableitung von f in x in Richtung v.

Beispiel

Sei f(x1,x2) = 2123 + €1

_21) . Dann gilt:

—sinxy und v = (
Oy f(x1,19) = 203 — 2w129 + 4€2! + cOS 19,

aeif(ajla :CQ) = axif(x17x2)-

Definition Sei f : R O D — R eine Funktion und x ein innerer Punkt von D.
Dann heifien

0? 0?
210) = funl) = 00 (@) = (@) = R1@) = 00 )0)
firie{l,...,n} und
o0 f 0?

()

- 81’183:] - 83&1830]

firi, g € {1,...,n} die zweiten partiellen Ableitungen bzw. die partiellen Ableitun-
gen zweiter Ordnung von f in x, sofern sie existieren.
Induktiv definiert man die partiellen Ableitungen k-ter Ordnung durch

O0x;, 0x;,_, ...0x;, Oz, \ 0z, _,...0z;
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Beispiel

Sei f(z1,72) = z125 + €1

— sin x5. Dann gilt:

2 f (w1, w2) = 4e*™,

Oy O, f (1, 02) = 229,

Oy O, f (1, 02) = 229,
02, f (21, x2) = 221 + sinxy,
& f(x1, 22) = 8>,

0y, 02 [y, 19) = 2.

1Y xo

Definition Sei f : R* O D — R™, (z1,...,2,) — : . Dann sind

die partiellen Ableitungen von f definiert durch

axifl(l'l, e 71’”)
aacif(xlv--w'rn) =
8xifm(l'1, Ce ,J?n)

Analog definiert man die Richtungsableitung O,f sowie die partiellen Ableitungen
k-ter Ordnung von f.

fl(l'l,...,l'n)
Definition Sei f : R" O D — R™, (21,...,2,) — :

fm(z1, .. xp)

a) Sei xy ein innerer Punkt von D. f heif$t (total) differenzierbar in xq, falls gilt:
Es existiert eine Matrix A € R™ ™, so dass

i (f(w)—f(ivo) 4 E T ) 0
o |z — xo |z — 2]
e ot B)— flwe) K
. T — J (X
tim ] _AW> =0

ist. A heifit dann (totale) Ableitung von f in xo. Schreibweise: D f(xg) = A oder
f(zo) = A.

b) [ heifit (total) differenzierbar in M C D, falls f in jedem x € M (total) dif-
ferenzierbar ist. Die Funktion f': M — R™ " x — f'(x) heifst dann (totale)
Ableitung von f.
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Satz 20.1 Ist f : R" O D — R™ (total) differenzierbar in xo, dann ist f auch stetig
m xg.

Beweis
analog zum eindimensionalen Fall. O

Satz 20.2 Sei f:R" O D — R™ und vy € D. Dann ist aquivalent:
(i) f ist (total) differenzierbar in x.
(i1) 3A € R™*"Vx € D : f(x) = f(xo) + A(x — x9) + R(x, x0)

R
mit lim (. 7o) =0.
z—z0 |T — To|

Sind (i) bzw. (it) erfullt, dann ist A = f'(xo).

Beweis
analog zum eindimensionalen Fall. O

Bemerkung
Ist f:R?* 2 D — R in x4 (total) differenzierbar, dann beschreibt

TwGy = {(z, f(zo) + ['(z0)(x — z0)) : z € R?}
die Tangentialebene an den Graphen von f im Punkt (xq, f(xo)).
Satz 20.3 Ist f: R™ D D — R™ in xq (total) differenzierbar, dann gilt

Ou, f1(zo) -+ Ou, f1(20)
a) f'(zo) = : :
Oz, fm(l‘O) T a:cnfm<x0)

b) Yo e R": 0, f(xo) = f'(xo)v

Beweis
durch Nachrechnen. |

Definition Sei f : R" O D — R™ und xy € D, dann heifit, sofern existent,

Oy f1(zo) -+ On, f1(20)
Jf(wo) = : :
axlfm(lb) e &Cnfm(:vo)

die Jacobi-Matriz von f in x.
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Ist m = 1, dann heifit auflerdem, sofern existent,

aﬂ?lf(IO)
Vf(xo) := (Jf(x0)) " = :
axnf(xO)

der Gradient von f in xy. Alternative Schreibweise: grad f(zo) statt V f(xo).

Bemerkung
Ist f in x (total) differenzierbar, dann ist

f'(xo) = Jf(xo) und Vv e R": 0,f(xy) = Jf(wo)v
sowie im Falle m = 1 aulserdem
f'(x0) = (Vf(z0))" und Vo€ R": d,f(x0) = (Vf(x0)) v = (Vf(0),0)pn -

Bemerkung

Aus der Existenz aller partiellen Ableitungen 1. Ordnung und aller Richtungsablei-
tungen einer Funktion f in einem Punkt xy folgt nicht notwendigerweise die totale
Differenzierbarkeit oder die Stetigkeit von f in xy.

Denn beispielsweise fiir

2

Ty
S . 1> x, ana
fRP=R . flz,y) =42 +y ) 70,0
0, (z,y) = (0,0),
gilt
U—% vy # 0
vUe(vl>eR2zavf(o,o): v
(%]
0, 0120

aber f ist, wie wir in Kapitel 19 gesehen haben, nicht stetig in (0, 0).
Und fiir

YT () #(0,0),

g R2=R , glay) =S 2+
0, (z,y) = (0,0),
gilt
3 2
5 5 5, U 07
Yo € (Ul) eR?: 9,9(0,0) = vi+v3 7
Vo
0, v=0.

g ist wegen |g(z,y)| < |y| fiir alle (z,y) € R? auch stetig in (0,0), aber
9,9(0,0) = (Vg(0,0) v = (0 1Dov = vy
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gilt nur, falls v; = 0 oder vy = 0 ist. Also kann nach Satz 20.3 b) g nicht total
differenzierbar in (0, 0) sein.

Satz 20.4 Sei f : R” O D — R™ eine Funktion. Existieren alle partiellen Ablei-
tungen erster Ordnung von f in D und sind diese stetig in x, dann ist f (total)
differenzierbar in x.

Beweis
Wir fithren nur den Fall n = 2 und m = 1 explizit vor. Die anderen Félle funktio-
nieren mit analoger Argumentation.
Seien die Voraussetzungen des Satzes 20.4 erfiillt und sei h € R? \ {0} mit = +
h = (x1+ hy,x9 + hy) € D. Dann existieren aufgrund des Mittelwertsatzes der
Differentialrechnung &; = &;(h;) € 10, h;[, i € {1,2}, so dass gilt:
flxy 4+ hy, 2o+ he) — f(x1,20) = flay+ hy,xa+ he) — f(x1, 20 + ho)
+f(z1, 9 + ho) — f(21,22)
= Opy f(71 + &1, 20 + ha)hy + Op, f (21, 72 + §2) Do
= O f(x1,22)h1 + Opy f (21, 22) h2
A (Opy f(x1 + &1, 02 + hg) — O, f(21,22)) My
+ (Opy f (21, T2 + &2) — Opy f (21, 72)) Do
= Jf(z1,22)h + R((71 + hi, 02 + ha), (21, 22))

mit
R((x1 4+ hi, 20+ he), (21,22)) = (O, f(1 + &1, 22 + ha) — Oy, 21, 22)) Iy
+ (8a:2f(x17172 + §2) - aafgf(xlny)) hQ'
Da 0,, f und 0., f stetig in x sind, gilt

lim R ((xl + hl, ) + h2)7 (.I‘l, l’g))

B0 A =0

Aufgrund von Satz 20.2 folgt daher die totale Differenzierbarkeit von f in x. O

Beispiel

[:R? =R, f(r,22) = 2123 + €™ —sinxy

Opy [ mit Oy, f(21,22) = 23 + 2€*** und 0, f mit 0, f (1, 72) = 27175 — cos x5 sind
stetig in R2.

Daher ist f total differenzierbar in R? mit

f,(l'l, ZL‘Q) = Jf(l’l, {23'2) = (Vf(l‘l, IQ))T = (LL’% + 2€2x1 2%’11’2 — COS Ig)
Infolgedessen gilt
2
(9( 2 )f(l’l, ZEQ) = (.Tg + 2@2$1 21‘11‘2 — COS xQ) <_1)

= 2x§ + 421 — 2x1 19 + COS To
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g:R* 5 R2 g(zy,79) = xlx%
’ ’ el — sin x,

. 3 :
Oy, g mit Oy, g(1, 2) = (2622301) und 0,9 mit 0,,9(x1, ) = (
in R2.

Daher ist g total differenzierbar in R? mit

21129
— COS T9

) sind stetig

x2 211
g (21, 22) = Jg(21,22) = ( ; o )

2e%?*1 — cos x9

Infolgedessen gilt

02 v (1. 9) = x5 2wy 2\ [ 222 — 222,
(31>g DT 9e2m _cosay ) \—1)  \4e¥ + cosxy
Satz 20.5 Sei f:R™ D D — R (total) differenzierbar in D. Dann gilt

a) Eristiert eine regulire parametrisierte Kurve v € C' (]—¢,e[, D) und ein ¢ € R
mit f(v(t)) = ¢ fir alle t € |—¢, e[, dann gilt

d
viel-sel s (VA0 ) =0
Rn
Der Gradient steht also senkrecht auf jeder Niveaulinie von f.

b) Seixg € D und V f(xg) # 0. Dann gilt

max 0, f(z0) = 0 viwg f(70) = |V f(20)]

lo|=1 V7o)l
und
n v V£ (o) .
WERNO: 7 R o Vi (@0) < Oz Flao)

Der Gradient zeigt also in Richtung des steilsten Anstiegs von f.

Beweis
Da f in D total differenzierbar ist, gilt

Ve e DYv e R": 0,f(xz) = (Vf(x),v)gn
woraus a) folgt und aufgrund der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung auch b). ]

Beispiel

fiR2 =R, f(z,y) =2 +y°
2x

Vi(z,y) = (2y>
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fi g1

Satz 20.6 a) Seien f=| : |, 9= : | : R* D D — R™ Funktionen, die in
Jm Im
xq (total) differenzierbar sind. Dann gilt

(1) Fiir alle o, 5 € R ist die Funktion af + Bg in xo (total) differenzierbar mit

(af + Bg) (x0) = af'(x0) + By (o)

(i1) (Produktregel)
Fiir allei € {1,...,m} sind die Funktionen f;g; in xq (total) differenzierbar
mat

(fig:)'(z0) = fi(x0)gi(zo) + gi(xo) fi(xo) -
(i1i) (Quotientenregel)
Ist g;(xg) # 0 fiir eini € {1,...,m}, dann ist die Funktion fi in xo (total)
i

(]
differenzierbar mit

T R
(gi) ( 0) (gi(wo))Q (gz( O)fz( 0) fz( O)gz( 0))
b) (Kettenregel)

g1 hy
Seig=1 ' |:R*"DD—R™ (total) differenzierbar in xo und h =

Im hl
R™ D g(D) — R! (total) differenzierbar in g(xy), dann ist ho g (total) differen-
zierbar in xg mit

(hog)(xo) =N (g(x0))g'(xo) (im Sinne der Matrizenmultiplikation)

Beweisstrategie
Durch Nachrechnen.

Beispiel
9:R2 = R? g(z,y) = (;z)
h:R* =R, hiz,y) =y

0pg mit 0,g(x,y) = (é) und 0,9 mit d,g(x,y) = <20y) sind stetig in R?

= g ist in R? total differenzierbar mit ¢'(z,y) = <é 201/)‘
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dyh mit d,h(x,y) =y und d,h mit 9,h(x,y) = = sind stetig in R?
= h ist in R? total differenzierbar mit #'(z,y) = (y = z).
Also ist h o g total differenzierbar in R? mit

(hog)(z,y) = Nh(g(x,v)g'(z,y)
= W(z,9°)g (z,y)

=) <(1) 2074)
= (y* 2my)

Satz 20.7 (Mittelwertsatz der mehrdimensionalen Differentialrechnung)
Sei f:R" O D — R (total) differenzierbar in D und seien a,b € D zwei Punkte,
deren Verbindungsstrecke {a +t(b —a) : t € [0,1]} in D enthalten ist. Dann gilt

W €]0,1[: f(b) = fla) = f (a+I(b—a)) (b—a)

Beweis

h:[0,1] = R, h(t) = f (a + t(b — a)) erfiillt die Voraussetzungen des Mittelwertsat-
zes der eindimensionalen Differentialrechnung.

= 39 €]0,1[ : h(1) — h(0) = KA/ (V)

20.6b)

= [(b) = f(a) = [ (a+9(b—a))(b—a) O
Bemerkung

S
Sei f=1: | :R*"2 D — R™ (total) differenzierbar in D und

fm

{a+t(b—a): te]0,1]} C D. Dann gilt nach Satz 20.7:
Vie {1l,...,m} 39, €]0,1[: f;(b) — fi(a) = f{ (a + V;(b—a)) (b—a)

Im Allgemeinen gilt aber ¥; # ¥; fiir ¢ # j und dann existiert kein ¢ € ]0, 1] mit
f) = fla) = f'(a+9(b—a)) (b—a).

Korollar 20.8 Sei f : R" O D — R™ (total) differenzierbar in D. Ist f'(x) =0 fiir
alle x € D, dann ist [ lings jeder in D liegenden Strecke konstant.

Satz 20.9 (Satz von Schwarz) Sei f: R DO D — R™ eine Funktion. Ezistieren
alle partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung von f in D und sind diese
stetig in x, dann gilt

Vi, je{l,...,n}: 04,0, f(x) = 04,05, [ (),

d.h., die Reihenfolge der partiellen Differentiation bis zur zweiten Ordnung spielt
keine Rolle in x.
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Beweisstrategie

Durch Approximation der ersten und zweiten partiellen Ableitungen mit Hilfe von
Differenzenquotienten und Ausnutzen des eindimensionalen Mittelwertsatzes und
der Stetigkeit der ersten und zweiten partiellen Ableitungen auf dhnliches Weise wie
im Beweis von Satz 20.4.

Beispiel
Wie wir bereits explizit berechnet haben, erfiillt die Funktion f(zi,xs) = z123 +
e?®1 — siny auf ganz R? die Voraussetzungen und die Behauptung des Satzes von
Schwarz.

Bemerkung

Sind nicht alle partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung einer Funktion
stetig, dann ist die Reihenfolge der partiellen Differentiation im Allgemeinen nicht
egal. Wie man direkt nachrechnen kann, trifft dies z.B. auf die Funktion f mit

2 _ .2
fog) = A Ve @D A0,

0, (z,y) = (0,0),
in (0,0) zu und man erhilt 0,0,f(0,0) =1 # —1 = 9,0, £(0,0).
Definition Sei f : R" O D — R und xq € D. Dann heifst, sofern existent,

92 f(wo) -+ O0p,0n, f(0)
H f(xo) = : :
Oz, O, f(10) - anf(!l?o)

die Hesse-Matriz von f in xg.

Bemerkung

Ist f:R" O D — R eine Funktion mit der Eigenschaft, dass alle partiellen Ab-
leitungen erster und zweiter Ordnung von f in D existieren und stetig in z sind,
dann ist nach Satz 20.4 f (total) differenzierbar in  und ebenso f': R" O D — R
(total) differenzierbar in x. AuRerdem gilt (Hf)"(z) = J(Jf)"(x) und nach Satz
20.9 ist H f(z) symmetrisch, also H f(x) = (H f)' (x). Daher schreibt man in diesem
Fall auch f”(x) statt H f(x).

Definition f : R" O D — R™ heifst k-mal stetig differenzierbar in M C D, falls
alle partiellen Ableitungen von f bis zur k-ten Ordnung in M existieren und dort
stetig sind.

Bezeichnung:

C*(M,R™) ;= {f : M — R™: fistk-mal stetig differenzierbar in M} .
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f:R" D D — R™ heifst unendlich oft differenzierbar in M C D, falls fiir alle k € N
alle partiellen Ableitungen k-ter Ordnung von f in M existieren.
Bezeichnung:

C®(M,R™):={f: M — R™: fist unendlich oft differenzierbar in M} .

Bemerkung
Aufgrund der Sitze 20.4 und 20.6 sind C*(M,R™) und C*(M,R™) R-Vektorriume
und f +— f’ ist eine lineare Abbildung von C*(M,R™) nach C*~1(M,R™) fiir k > 1.

Definition Fin n-Tupel o = (aq,...,a,) mit a; € Ny fiiri = 1,...,n heifst Multi-
index. Fir Multiindizes o, B € Ni} sei

la| = Zai,
al = Hai!,

f=a &

f<a & Vie{l,...,n}: 5 <a,

a+p = (qg+P61,...,a0+Bn),

a—pF = (a1 —P1,...,0an— Bn), falls p < v,

a! i .
<g> - m—ﬂ(ﬁ) falls f < a,

=1
n

Ve e R": 2% = on‘i

7
=1

VD CR"Vf e Cl(D,R™): 0°f = 9%9%2...00"f,
wober 821_9 = g 1ust.

Beispiel
f E CS(R?),Rm) :> 8(170,2)'](‘ — 8 82 f

r1Yx3

Satz 20.10 a) (Binomischer Satz)

Ve,y e R"Va e Njj : (x4 y)* = Z (g) 2P yer

BLa
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b) (Leibniz-Regel)
Sei D C R, k € N und seien f,g € C*(D,R). Dann ist fg € C*(D,R) und fiir
alle « € Ny mit |a| < k gilt

O (fg) = (g) 9°f o g

BLla

Satz 20.11 (Satz von Taylor) Sei D C R", k € Ny, f € C**Y(D,R) und seien
zo,x € D zwei Punkte, deren Verbindungsstrecke {xo + t(x — o) : t € [0,1]} in D
enthalten ist. Dann gilt

20 1f fa)= Y LI (o pyey o IO ANE D)) (s

ol al
loo| <k |oo|=k+1

Beweisskizze

Sei h: [0,1] = R, h(t) = f(zo + t(x — x)).

Zeige durch Induktion unter Verwendung der Kettenregel 20.6 b) und der Formeln
der Kombinatorik aus Abschnitt 4.1, dass h € C**1(]0,1]) ist mit

W00 = 3 50w + 1o — 20)) (2 a0)°
lajl=k

fiir k € {0,1,...,k + 1}. Daher kann der eindimensionale Satz von Taylor auf h
angewandt werden, was auch die Behauptung von Satz 20.11 liefert.

Korollar 20.12 Sei D CR", k € Ny, f € C*Y(D,R) und 2o € D. Dann gilt

£y = 3 PL ool ) = 30 T 0y pofe -

a! a!
loo| <k lor| <k
fur x — xg.
Bemerkungen

1) Fir & = 0 liefert der Satz von Taylor wieder den Mittelwertsatz, fiir £ = 1
ergibt sich

f(@) = f(@o) +(Vf(20), 2 — wo)rn + 5{x — w0, H f (w0 +9(z — 70)) (% — 20) )z
mit 9 €0, 1] und fiir £ = 2 erhalten wir

f(z) = f(xo) +(Vf(x0), x — x0)rn + %(96 — o, H f(20)(x — 20))rn + 0|2 — 0|?)

flir x — .
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fi
2) Sei DCR", keNy, f=| : | € C*(D,R™) und

fm

{zo+t(x—xp) : t € [0,1]} C D. Dann gilt die Aussage des Satzes von Taylor fir
jede Komponente f;, aber man erhélt im Allgemeinen fiir jedes f; ein anderes 1.

Beispiel

Sei f(z,y) = e*™. Dann ist f € C*(R? R) mit 9°f = f fiir jeden Multiindex a.
Daher gilt

Vit = (o). V0.0 = (1)

-+ T+
Hf(x,y)—(ng; EHZ), Hf(O,O)—G })

und somit liefert der Satz von Taylor

G N A e N [ e

1
= l+aty+ 5 +2y+¢°) +oa” + 7).

Definition FEine Funktion f :R™ O D — R hat in xo € D ein lokales Maximum,
falls gilt:
de>0Wz e D: |z -z <e= f(z) < f(zo).

f hat in xq ein lokales Minimum, falls gilt:
>0z eD:|x—xg <e= f(x) > f(zo).

Fin lokales Ezxtremum (Mazimum oder Minimum) heifst strikt, falls f(x) = f(xo)
nur fiir x = xq gilt.

Gilt Ve € D : f(x) < f(xo) bzw. Yo € D : f(x) > f(zo), dann hat f in zq ein
globales (absolutes) Mazimum bzw. Minimum in D.

Satz 20.13 (Notwendige Bedingung fiir lokale Extrema) Sei f : R" D D —
R eine Funktion, xo € D und f (total) differenzierbar in xy. Dann gilt:

f hat in zq ein lokales Extremum = f'(xy) =0

(also (O, f(x0), ..., 04, f(x0)) = (0,...,0) ).
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Beweis
f habe in z ein lokales Extremum.
Sei hl<t) = f(l’o -+ tez) fir i = 1, oo, n.

= de > 0Vie{l,...,n}: h;ist in | — ¢, ¢[ differenzierbar und hat in 0 ein lokales
Extremum

Bvie{1,...,n}  hi(0) =0

= ['(w0) =0 O

Definition Ist f : R" O D — R differenzierbar in xq und f'(xo) = 0, dann heifit
xo stationdrer oder kritischer Punkt von f.

Satz 20.14 (Hinreichende Bedingungen fiir lokale Extrema) Sei D C R",
f € C*D,R) und xy € D. Dann gilt:

a) f'(xg) =0 A f"(x0) >0 (d.h., f"(x0) = Hf(xg) ist positiv definit)
= f hat in xq ein striktes lokales Minimum.

b) f'(xo) =0 A f"(z0) <O (d.h., f"(x¢) = Hf(xo) ist negativ definit)

= f hat in xq ein striktes lokales Mazimum.

c) f'(xo) =0 A f"(x0) ist indefinit
= [ hat in x¢ einen Sattelpunkt (d.h., einen stationdren Punkt, in dem f kein

lokales Extremum hat).

Bemerkung

Sei D CR", f € C*(D,R) und zy € D.

Ist f'(xo) =0 und f"(x¢) > 0 (d.h., f"(zo) = H f(xo) ist positiv semidefinit), dann
kann daraus nicht geschlossen werden, ob f in z( ein lokales oder striktes lokales
Minimum hat, wie die Beispiele fi(z,y) = 2?4+ y* (f1 hat in 29 = (0,0) ein striktes
lokales Minimum), fo(z,y) = 2% (f2 hat in 75 = (0, 0) ein lokales Minimum, welches
nicht strikt ist) und f3(z,y) = z? + vy (f3 hat in zp = (0,0) einen Sattelpunkt)
zeigen.

Ist f'(z9) = 0 und gilt nicht f”(x¢) > 0, dann hat f in 2 kein lokales Minimum, weil
dann entweder die Situation von 20.14 b) oder die Situation von 20.14 ¢) vorliegt.
Entsprechend ist f'(zg) = 0 A f"(x9) < 0 (d.h., f"(z9) = Hf(zo) ist negativ
semidefinit) keine hinreichende, aber eine notwendige Bedingung fiir ein lokales oder
striktes lokales Maximum von f in x.

Beweis von Satz 20.14:

a) Sei f € C*(D,R), f'(xo) =0 und f"(zo) > 0.
Da f"(xo) symmetrisch ist, existiert nach 12.15-12.18 eine Orthonormalbasis von
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R™ aus Eigenvektoren von f”(z), wobei alle Eigenwerte von f”(x¢) positiv sind.
Daher folgt:

VEER" 1 (& f"(20)€)rn > Aminl[?,

wobei Apin > 0 der kleinste Eigenwert von f”(zg) ist. Nach Korollar 20.12 exi-
stiert somit ein 6 > 0, so dass

1

f@) = [f(wo) + 5w =0, ["(0)(x = w0))zn + ol = z0[*)

1
Z f(l'o) + Z)\min|x - ZL'0|2

> f(xo0)

fiir 0 < |x — x| < § gilt. Folglich hat f in xq ein striktes lokales Minimum.

b) folgt durch Anwendung von a) auf —f.

¢) Sei f € C*(D,R), f'(xo) =0 und f”(zo) indefinit.

= 3616 € RM\{0} 3o, ap € RY = (&1, f"(w0)&1)re = —an A (&2, [ (0)E2)rn = 2
=30 >0V0 < [t| <d: flwo+t&) < flxo)— 2% < f(xo) A flwo+1&2) > f(x0)
+ 2 > f(wo)

Also hat f in x( einen Sattelpunkt. O

Beispiele

1)

[:R* =R, f(z,y) = 2* + y?. Dann gilt
flzy)=0 < (22 2y)=(0 0) & (z,y)=(0,0)

” (2 0 ” (2 0
ren=(5 5) = reo=(5 5>
Also hat f in (0,0) ein striktes lokales Minimum.

g:R? >R, g(x,y) = —2* — y*. Dann gilt

R () ISR (R

Also hat ¢ in (0,0) ein striktes lokales Maximum.

h:R?* =R, hiz,y) =2* — y* Dann gilt
W(zy)=0< 2z —2y)=(0 0) < (z,y)=(0,0)

2 0 2 0
" _ " _ . . .
h'(z,y) = (0 _2) = 1"(0,0) = (() _2> ist indefinit.
Also hat h in (0,0) einen Sattelpunkt.
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4) q:R* = R, ¢(z,y) = 2° + zy* — 3z. Dann gilt

32 +y?—=3=0 (I)
"(z,y) =0 & (322+y>—-3 2zy)=(0 0)
q(zy) (32 +y zy) = (0 0) doy = 0 )
(II) & =0V y=0
1. Fall: y =0

W32 30 e z=41
2. Fall: 2 =0
Q P —3=0 < y==+V3

Also sind (1,0), (—1,0), (0,4/3), (0,—+/3) die stationdren Punkte von g.
6x 2y
" o
q (x7y> - <2y 2$>
= ¢"(1,0) = (6 g) >0,
—6 0
e _
rr0= (70 5) <o

q"(0,£V3) = ( 0 i2\/§) ist indefinit,

=)}

+2/3 0

denn weil det(q”(0,4+/3)) = —12 < 0 und die Determinante gleich dem Produkt
der Eigenwerte ist, muss ¢”(0, £v/3) einen positiven und einen negativen Eigen-
wert haben.

Also hat ¢ in (1,0) ein striktes lokales Minimum, in (—1,0) ein striktes lokales
Maximum und in (0, v/3) sowie in (0, —v/3) Sattelpunkte.
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21 Mehrdimensionale Integralrechnung

Definition Jede nichtleere Menge B der Form

B = {(z1, ...,2,) €R": ay <21 < by, ag(7r) < 29 < bo(21),
ag(r1,29) < 23 < b3(1,T2), .., (21, ., Tp1) < Ty < bp(@1,.. ., 2021)}
mit a, by € R und stetigen Funktionen a;,b; firi=2,...,n heifit Normalbereich in

R™ beziiglich der x1— Achse.
Analog sind Normalbereiche in R™ beziiglich der anderen Koordinatenachsen defi-
niert.

Satz 21.1 Sei B, ein Normalbereich in R"™, B,.1 ein Normalbereich in R™1 mit
Boii={(z1,...,20,y) E R (z1,...,2,) € By Na(zy,...,x,) <y <blxy,...,7,)},
wobet a,b : B, — R stetig seien, und f : B,11 — R stetig. Dann ist auch das
Parameterintegral I : B, — R mit

b(Z1 .. sTm)
I(%l’...,xn):/ f(xla"'axTL?y)dy

stetig.

Beweisskizze

Durch analoge Argumentation wie im Beweis von Satz 18.7 zeigt man, dass jede
stetige Funktion auf B,,.; und somit auch f gleichméfig stetig auf B, ist.

Nun betrachtet man zunéchst die Situation, dass a und b konstant sind.

Dann konvergiert infolge der gleichméfigen Stetigkeit von f fiir jede konvergente
Folge ((x1,...,%n)k) ey i By die Funktionenfolge (gi),cy mit gx : [a,b] — R,
ge(y) = f ((z1,...,20)k,y) gleichmékig auf [a,b] gegen g : [a,b] — R mit g(y) =
f( lim (zq1,...,20)k, y), so dass nach Satz 18.20 die Behauptung des Satzes fiir kon-

k—o0

stante a, b folgt.

Fiir nicht konstante a, b zeigt man nun die Stetigkeit von [ in (zq,...,x,), indem
man fir (Z,...,%,) # (21,...,x,) das jeweilige Integrationsintervall [a(Z1, ..., Z,),
b(Z1, ..., %)) in [a(Zy, ..., Tn), (T, ..., &n)] N [al(xy, ..., 2n),b(21, ..., 2,)] und
[a(Z1, ..., Tp),0(Z1, ..., Zn)]\[a(z1, ..., 2n),b(x1, ..., x,)] zerlegt, auf dem Schnittin-
tervall die Behauptung fiir konstante a, b ausnutzt und zur Abschéatzung des Integrals
iiber die Differenzmenge die Stetigkeit von a und b, die Beschréanktheit von f auf
la(xy,...,Tp),b(x1, ..., x,)] sowie die gleichméfige Stetigkeit von f ausnutzt.

Satz 21.2 Sind die Voraussetzungen aus Satz 21.1 gegeben und existieren zusdtzlich
Op,a, 0,0 € C°(B,,,R) sowie 0, f € C%(B,11,R) fiir mindestens eini € {1,...,n},
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dann ezistiert auch d,,1 € C°(B,,,R) und es gilt

&EiI(ajl,...,xn) = &cz/ ml;---axnay) dy

Ifl, T

b(z1,...,Zn)
= / axif(xlv"'axnay) dy

a(T1yesTn)

+f(x1, . xn, b(xy, .oy )) O, (21, .o )

—f(x1, .. xp,alxy, .. ) O, ..o Ty).
Beweisskizze
5 b(v1,...,un)
Sei [(V1, ..., Up, Wy, ..., Wy) 1= / flwr, ..., w,,y) dy. Dann gilt nach der
a(v1y...yUn)

mehrdimensionalen Kettenregel:

U17 U
Op I(z1,...,2,) = (9%/ flw, .. w,,y) dy

Uly B

U17 U
+ 311,1/ flwy, ... wy,y) dy,

vly U

sofern die partiellen Ableitungen auf der rechten Seite existieren und diese an der
Stelle (vy, ..., vp, w1, ..., wy) = (T1,...,Tp, x1,...,T,) ausgewertet werden.
Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung und der Kettenregel gilt

(?vl/ flwy,...;wy,y) dy = f(wy,...,wp,b(vy, ... 0,))0,0(v1, ..., 0,)

(’017 -V

— flwy, ..., wy,a(vy, ..., 0,))0pa(v1, ..., Uy).

Es bleibt somit zu zeigen:

’UL U b(vlv 771)
&Uz flwy, ..., wy,y) dy = / Ow, (w1, ..., wy,y) dy.

'Un) (Ula---ﬂ}n)

Es gilt

1 b(v1yeeeyUn) b(v1,.eeyvn)
E</ f(wl,...,w,-+h,...,wn,y)dy—/ f(wl,...,wi,...,wn,y)dy>

a(V1,...,n) a(V1y...,n)

b(v1,yeeesUn) 1
:/ 5 (Wi, cyw; +hy oo we,y) — fw, .. wiy e w,y) dy
( 'Un)

Aufgrund des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung und da 0, f auf B, stetig
und damit auf B, gleichmékig stetig ist, konvergiert die Funktion

Y %(f(wl,...,wi—l—h,...,wn,y) — flwy, ..., w;, ..., wy,y)) fir h — 0 gleichmé-
kig auf [a,b] gegen y — O, f(wi,...,w;, ..., w,,y) so dass nach Satz 18.20 die
Behauptung folgt.
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Beispiel

2 2

895/ xy dy = / ydy+x-2*- 20 —x-22-2
2 2
1

€T

Definition

a) Fir I CR™ mit I # 0 heift

1, z€l

R" >R, z—
X {o,x¢l

die charakteristische Funktion von I.

b) Eine Menge der Form [][a;,bi] C R™ heifst beschrinkter abgeschlossener n-
i=1

dimensionaler Quader und eine Menge der Form ][] ]a;,b;[C R™ heifit be-
i=1
schrinkter offener n-dimensionaler Quader.

n

c) Sei Q := []lai, b;]. Eine Funktion f : Q — R heiffit Treppenfunktion auf @Q,
i=1
falls es eine endliche Unterteilung (Zerlegung, Partition) a; = z0 < 5 < ...

< Zim, = b; von jedem Intervall [a;, b;] gibt, so dass f auf jedem beschrinkten

offenen Quader Q; = ] i1y, zij,| mit j = (Jr, ..., Jn) € [T{L,...,m;}
=1

=1

konstant ist. (Die Funktionswerte von f auf den sogenannten Rdindern aller

Qj, d.h., auf Q\ U Q; konnen beliebig sein).

Die Menge aller Treppenfunktionen auf Q sei mit T (Q) bezeichnet.

d) Zwei Treppenfunktionen f,g : Q — R heiflen fast iberall gleich, kurz : f =
g f.., falls f(x) # g(x) héchstens fir Punkte x auf den Rindern von endlich
vielen beschrinkten offenen Quadern (Q; C Q).

e) Ist Q = [[[ai,bi], f € T(Q) und f = ZCjXQ]- fuii., wobei Q; wie in c)
= JETT g {1Lmms}
ist, dann heift

/ f(.’lj‘l, R ,LCn> d.fCl R dl’n = Z Cj H(xmz — xz’(ji—l))
Q i=1

JEH?:1{1 7777 mz}
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das (bestimmte) Integral von f dber Q. (Die Definition des Integrals ist wie
im Eindimensionalen unabhdingig von der Wahl der Zerlegung).

Definition Sei Q) ein beschrinkter abgeschlossener n-dimensionaler Quader und
f : Q — R eine beschrinkte Funktion.

/f:vl,... n)dxy ... dx, ':sup{/@(xl,...,a:n)dxl...d:vn:ngT(Q)/\gpSf}
Q
heifst Unterintegral von f dber () und

/f Ty, Xy)day .. dxn::inf{/gp(azl,...,xn)dxl...dxn:goET(Q)/\gto}
Q

heifst Oberintegral von f iber Q).

b) f heifit Riemann-integrierbar tiber Q, falls

/f 1,y Xy) doy .. dx, = /f(xl,...,mn) dxy...dx,.
Q

In diesem Fall heift

/f(q:l,...,:cn) dey...dx, = /f(:cl,...,xn) dxy...dx,
Q JQ

/f(l‘17--'7xn) dxldxn
Q

das (bestimmte) Riemann-Integral von f tber Q.

Bemerkungen

1) Die Aussagen aus den Sétzen bzw. Korollaren 18.1, 18.2, 18.3, 18.4, 18.6, 18.7,
18.8, 18.9 und 18.10 iibertragen sich sinngeméfs auf den mehrdimensionalen
Fall.

2) Aufer dem Riemann-Integral lassen sich auch das Cauchy-Integral und das
Lebesgue-Integral auf den mehrdimensionalen Fall verallgemeinern.

3) Wie im Eindimensionalen schreiben wir von nun an integrierbar fiir Riemann-
intergrierbar und Integral fiir Riemann-Integral.
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Satz 21.3 (Satz von Fubini fiir beschrinkte abgeschlossene Quader)
Sei H[ai, b)) und f : Q — R stetig. Dann gilt

/ f T1y...,T del d
b2 bnfl bn
= / (/ ( (/ ( f(xl,...,xn)dxn) d:vn_l) ...)dx2> dx;
al az an—1 an
bo(1) bo(2) bo(n-1) bo(n)
= / / Ce / / f(:cl, R ,xn)dxg(n) dxc,(n_l) Ce dl’a(g) dl’g(l)
4o (1) %o (2) @5 (n—1) %o (n)

fir jede bijektive Abbildung o = {1,...,n} — {1,...,n}.

Das Integral kann also durch sukzessive eindimensionale Integration beziglich der
einzelnen Koordinaten berechnet werden, wobei die Reihenfolge der Integration egal
15t.

Beweisskizze

Wir diskutieren den Fall n = 2, fiir n > 2 folgt die Behauptung durch Induktion.

Sei f : [a1, b1] X [az, ba] — R stetig und seien Q5,7 € {1,...,m;}, j € {1,...,m;} die
zu einer endlichen Unterteilung {x; : i € {1,...,m;}} von [ay, b1 und {y; : {1,...,m;}}
von [ag, bs] gehdrenden beschrankten offenen 2-dimensionalen Quader (Rechtecke).
Dann gilt

EZ i $e.9) 0y 951) (5~ )

(z,y)€Qq;

< ZZ/ Fwssy) dy (v — 7i1)
= Z/ flzi,y (x; — i)
< ZZ( sup  f(2,9)) (5 — yj—1) (@i — 2i1)

i=1 j=1 (2,y)€Qi;5

b2
Nach Satz 21.1 ist z f(z,y) dy stetig auf [a1, b;] und somit integrierbar iiber

az
[a1,b1]. Lassen wir die Feinheit der Unterteilung von [ay,b] und [ag,bs] gegen 0
gehen, dann folgt aufgrund der obigen Ungleichung

by ba —
) dedy < ) dy ) dz < ) dad
éf(wy):cy /al(@f(arw y)x /Qf(:vy)xy
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Da f als stetige Funktion integrierbar iiber () ist, miissen das Unter-, das Ober- und
das bestimmte Integral von f iiber () den gleichen Wert haben, so dass

b1 bo
/ J(z,y) dedy — / ( ) dy> i
Q al az

folgt. Vertauscht man in der obigen Argumentation die Rollen von x und y, dann

erhalt man , ,
/Qf(:v,y) drdy = / ( f(z,y) dfc) dy .
a2 al

Beispiel
Sei @ = [0, 1] x [0, 2]. Es gilt

1 2
/1+xyda:dy = // 1+ 2y dydx
Q o Jo
1 1 y=2
= / {y + —xyﬂ dz
0 2 y=0

1
= / 24 2xdxr = [2:6—1—332]?;1) =3
0
bzw.
2 1
/1+xydxdy = //1+a:yd:cdy
Q 0 Jo
2 1 r=1
- / [:1:+—y:v2} dy
0 2 =0
2 y=2
1 1
= /1+—ydy: {y+—y2] =3
0 2 47 1,20
Bemerkung

Der Satz von Fubini ldsst sich noch auf eine grofsere Menge von Funktionen als
die der auf ) stetigen Funktionen verallgemeinern. Dennoch gibt es Funktionen
f:@Q — R, fiir die mindestens eines der iterierten Integrale

bo‘(l) ba(n)
/ Ce / f(.%‘l, Ce ,:L‘n) dxg(n) Ce dmg(l)
Ao (1) A5 (n)

existiert, bei Anderung der Integrationsreihenfolge sich aber der Wert des iterierten
Integrals dndert und das Integral

/f(xla---,xn) dry...dx,
Q
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nicht existiert. Ein Beispiel dafiir ist die Funktion f : [0,1] x [0,1] — R mit

flx,y) = ﬁ (z,y) # (0,0),

0, (z,y) = (0,0).
112 - y2

Unter Ausnutzung von ————
8 (22 + 422

=0? arctan( ) fiir y # 0 kann man direkt
Y

nachrechnen, dass gilt:

/01 (/olf(x’y) dy) dl‘:%%—%:/ol (/Olf(%y) dl’) dy.

Dieses Phanomen ist letztendlich eine Konsequenz der Tatsache, dass fiir konvergen-
te, aber nicht absolut konvergente Reihen der Umordnungssatz nicht gelten muss.

Definition Sei M C R" eine beschrinkte Menge, f : M — R eine beschrdnkte
Funktion, Q ein beschrinkter abgeschlossener n-dimensionaler Quader mit M C Q
und f:Q — R mat

< ) f, ), (T, 1) € M,
f(xl"”’x”)_{o, (21,...,2,) € Q\ M.

f heifit integrierbar iber M, falls f integrierbar iber Q ist. In diesem Fall heifit

/fycl,..., ) dzxy .. /fxl,..., ) dxy ... dz,

das (bestimmte) Integral von f tiber M.
Die Definition des Integrals von f tiber M ist unabhdngig von der konkreten Wahl
von Q O M.

Satz 21.4 Sei B ein Normalbereich in R™ beziiglich der xi-Achse und f : B — R
stetig. Dann gilt:

/f Ty Xy) dy ... dy,
by [ ba(z1) bn—1(x1,..;8n—2) [ bn(T1,...,Tn—1)

= / / / / flxy, .. xy)dey, | deg_y | ... | dzo
a1 \az(z1) an—1(Z15Zn—2) \an(T1,.;Tn_1)

wobei ay, ..., a,, by,...,b, wie in der Definition von B sind.

Ist B ein Normalbereich in R™ beziiglich einer anderen Koordinatenachse, dann er-
gibt sich eine analoge Aussage fiir

/fxl,..., ) dxy ... dx,.
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Kann B als Normalbereich in R™ beziiglich verschiedener Koordinatenachsen auf-
gefasst werden, dann erhdlt man unabhdngig von der konkreten Wahl einer dieser
Koordinatenachsen denselben Wert fir

/f(xl,---,$n> d%ldl'n
B

Ist g : B — R eine weitere Funktion mit f = g f. 1., dann gilt

/g(xl,...,xn) d:pl...d:pn:/f(xl,...,xn) dzy ... dx,.
B B

Beweisstrategie
Durch dhnliche Argumentation wie im Beweis von Satz 21.3, wobei ebenfalls der
Satz 21.1 (in diesem Fall mit nicht-konstanten a, b) ausgenutzt wird. a

Definition Sei B C R" ein Normalbereich. Dann heifst

Vo(B) = /Bl dxy ... dx,

das n-dimensionale Volumen von B.

Beispiel
Sei

B = {(x,y)€R2:0§x§1,0§y§2x}
1
= {(:p,y)ERQ:OSySQ,énySl}

B ist Normalbereich sowohl beziiglich der z-Achse als auch beziiglich der y-Achse.

Daher gilt
1 2x
/2xy dedy = / (/ 2xy dy) dx
B 0 0
! =2z
— / [xyz]zzo dx
0
! =1
= / 4o dr = [:cﬂzzo =1
0
sowie
1
/Qxy dedy = (/ 2y dx) dy
B 1y



Beachte: Beim Andern der Integrationsreihenfolge miissen die Integrationsgrenzen
richtig abgedndert werden.

Satz 21.5 Seir: [a,b] — R{ stetig und
B={(z,y,2) €R’ :a<z<bAy +2*< (r(x))Q}

Dann gilt \
V3(B) = 7r/ (7“(:16))2 dx

Beweisstrategie
Stelle entweder B als Normalbereich beziiglich der xz-Achse dar und wende Satz 21.4
an oder approximiere B mit immer grofer werdender Genauigkeit durch Zylinder.
Beispiel

R
Sei B wie in Satz 21.5 mit r : [0, h] — RS, r(z) = 5 wobei h, R € R seien. Dann
beschreibt B einen Kegel mit Radius R und Hohe A und es gilt

hR2 h 1
2 2

Satz 21.6 (Transformationssatz) Sei g : R” D Q — ¢g(Q2) C R"™ ein Diffeomor-
phismus, d.h., g ist bijektiv und stetig differenzierbar in Q0 und die Umkehrfunktion
g~! st stetig differenzierbar in g(Q). Sei M C g(Q) beschrinkt und f integrierbar
tiber M. Dann gilt

/ flzy, ... xn)dey ... dzy :/ flg(ur, ... uy)) | det (¢'(uy, ... un)) | duy ... du,.
M g~ (M)

Beweisidee
Da g stetig differenzierbar ist, gilt
Vu,v € Q1 g(v) = g(u) + ¢'(u)(v — u) + o(v — u)

fiir v — w.

Die Abbildung v — g(u) + ¢'(u)(v — u) bildet jeden n-dimensionalen Spat in €2 mit
n-dimensionalem Volumen V,, auf einen n-dimensionalen Spat mit n-dimensionalem
Volumen |det(g’(u))|V, ab, siche Kapitel 11. Folglich gilt fur (z1,...,z,) € M mit

(X1, ..., xn) = g(uy,...,u,) und Q = :r[l[xi—e,xi+5]:
f(xl’ s 7'1771)‘/71(@) = f(g(uh R ’un>>| det(gl(uh s 7un))|vn(g_1<Q)) + 0(6n)
fiir e — 0.
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Da sich jedes bestimmte Integral als Grenzwert von Riemannschen Summen, deren
Feinheit gegen 0 geht, darstellen ldsst, erhélt man daraus (nach einer langeren und
technischen Argumentation) die Behauptung.

Beispiel
Sei M ={(z,y) eR? : y >0 AN 1<2?+y> <4} und f:R* = R mit f(z,y) =
e~ @*+v*) Dann ist f integrierbar {iber M.
Sei Q =]1—¢,2+¢[ x |—¢,m+ €] fiir ein festes € € ]0,1[ und g : @ — ¢(2) mit
7 COS
(ry0) = (r sin gp)‘
Dann kann man direkt nachrechnen, dass ¢ ein Diffeomorphismus ist mit M C ¢(€2),
g (M) =[1,2] x [0, 7] und

9'(7“790)2( ) = | det(g'(r, )| = .

Daher gilt nach dem Transformationssatz:

cosp —rsine
singp rcos

/e(xzﬂﬁ) drdy = e r drdy

M [1,2]x[0,m]

Die Abbildung g nennt man auch Parametrisierung von ¢(€2) durch Polarkoordina-
ten.

Bemerkung
Zur Berechnung des Integrals einer Funktion f iiber krummlinig berandete Mengen
M ist es haufig hilfreich, eine geeignete Parametrisierung g von M zu finden, so dass

[ fgtun ) et (5 o) | du . du,
g~ (M)
einfacher zu berechnen ist als
/ flxy, ... xy,) dzy ... dx,.
M
Am héaufigsten verwendet werden Parametrisierungen durch Polarkoordinaten, Zy-
linderkoordinaten oder Kugelkoordinaten und manchmal auch Parametrisierungen

durch parabolische oder hyperbolische Koordinaten. Fiir ndhere Details sei auf die
Literatur verwiesen.
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Teil V
Gewohnliche Differentialgleichungen
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22 Elementar losbare gewohnliche Differentialglei-
chungen erster Ordnung

Definition

a) Sei f:R" O D — R eine Funktion. Die Gleichung

Y (@) = fle,y(2),y (@), .y () (1)

heifit (explizite) gewdhnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung.
Kurzschreibweise: y™ = f(z,y,y,...,y"Y)

b) Jede n-mal differenzierbare Funktion y : I — R, wobei I C R ein Intervall ist,
fiir die {(z,y(z),y'(x),...,y"V(z)) : x € I} C D ist und die fiir alle x € I
die Gleichung (1) lost, heifst Losung der gewdhnlichen Differentialgleichung

(1).
Fine Lésung von (1) heifit global, falls I = R ist, und lokal, falls I # R ist.
Die Menge aller Losungen von (1) heifit allgemeine Lésung von (1).

c) Sei (o, Yo,Y1,---,Yn-1) € D. Dann heifien die Gleichungen

3/(350) =%,
Y (o) = y1,

(2)

Y (20) = Yot

Anfangsbedingungen fir Losungen von (1) und das Gleichungssystem (1), (2)
ein Anfangswertproblem fir (1).

d) Eine Losung von (1), die auch (2) lost, heifst Losung des Anfangswertproblems
(1), (2).

Bemerkungen

1) Sind in (1) die Wertebereiche von f,y,v/, . ..,5™ nicht R, sondern R™, und ist
x weiterhin aus einem Intervall I C R, dann erhédlt man ein System von m ge-
wohnlichen Differentialgleichungen n-ter Ordnung. Anfangsbedingungen und
Losungen sind fiir Systeme von gewohnlichen Differentialgleichungen analog
zum Fall einer gewohnlichen Differentialgleichung definiert.

2) Eine Gleichung der Form
g(,y(x),y' (@), ....y" (@) =0, (3)

wobei x ebenfalls aus einem Intervall I C R ist, nennt man implizite gewohn-
liche Differentialgleichung n-ter Ordnung bzw. implizites System gewohnlicher
Differentialgleichungen n-ter Ordnung.
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3) Ersetzt man in (1) oder (3) x durch (1, ..., 7;) € R* und die eindimensionalen
Ableitungen von y durch partielle Ableitungen, dann erhélt man eine partielle
Differentialgleichung bzw. ein System partieller Differentialgleichungen.

Geometrische Interpretation
Sei f : R? D D — R. Dann bestimmt die Differentialgleichung 3’ = f(z,y) ein
sogenanntes Richtungsfeld in D, d.h., in jedem Punkt (z,y) € D wird durch

y' = f(x,y) eine Steigung y’ und damit ein Vektor (;,) vorgegeben. Gesucht ist eine
differenzierbare Funktion y, deren Graph in jedem seiner Punkte (z,y) die Steigung

y" und damit (;,) als Tangentialvektor hat.

Beispiel
Yy = 7 fiir (r,y) e R x RY
Yy

1
Es gilt <1/> = ( x) 1 <I> fir alle (z,y) € R x R*.
Y - Yy
Yy

Die Losungen sind somit alle Halbkreise der Form

y(r) = Ve—122,  |z| < e, c€RT.

Definition Seien I,J C R offene Intervalle und g : I — R, h : J — R stetige
Funktionen. Die Differentialgleichung

Y = g(z)h(y)

heifst gewdhnliche Differentialgleichung mit getrennten Variablen.

Die Losungen von gewohnlichen Differentialgleichungen mit getrennten Variablen
kann man folgendermafsen bestimmen.

1. Fall: Sei yo € J mit h(yo) = 0.
Dann ist y : I — R mit y(z) = yo Losung von 3y = g(x) h(y).

2. Fall: Sei yo € J mit h(yo) # 0.

Dann gilt: Fir jede differenzierbare Funktion y : I O I, — R mit y(z¢) = yo existiert
aufgrund der Stetigkeit von y und von h ein offenes Intervall I, mit z¢ € I,,, so dass
fir alle z € I, entweder h(y(x)) > 0 oder h(y(z)) < 0 gilt. Auferdem gilt fiir alle
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x,T € I

@) dm:/xo g(z) dz N y(zo) = o

& /y(%)@ dy:/jg(x) dx

Sei G: I, = G(1,), © +— / ) dt. Auberdem sei J, := y(I,) und Q : J, = Q(J,),

Y / dt Dann ist Q'(y) = und somit fiir alle y € J, entweder Q)'(y) > 0

1
h(y)
oder Q'(y ) < 0. Folglich ist @) entweder streng monoton steigend oder streng mono-
ton fallend auf ganz I,,, wobei @Q'(y) # 0 ist.

Daher ist ) nach Satz 16.7 invertierbar mit stetig differenzierbarer Umkehrfunktion
Q7' :Q(J,) — J,. Also gilt :

y'(x) = g(x) h(y(x)) A y(xo) = Yo
& ylr)=Q Y G(x)) firalle € (G 'oQoy)(l,) C I,

Wir erhalten also:

Satz 22.1 Seien I,J C R offene Intervalle und g : I — R, h : J — R stetige
Funktionen. Auflerdem sei xg € I und yy € J mit h(yo) £ 0.
Dann existiert ein offenes Intervall I C I mit xg € I, so dass

y' = g(x)h(y),
y(

xO) =%,

auff eine eindeutige Losung y : I — R besitzt.
Diese Lisung erqibt sich durch Aufliésen der Gleichung

/y(x) 1 z ()
— dt = / g(t) dt
w  N(t) -

nach y(z).
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Bemerkungen

1) Eine alternative Strategie zur Bestimmung der Losung aus Satz 22.1 ist, die

Gleichung
1
—d :/ ) dxr +c
/ ) Y 9(z)

nach y aufzulésen und dann ¢ so zu wéhlen, dass y(zg) = yo gilt.

2) Die Losung aus Satz 22.1 kann man allerdings nicht in jedem Fall in geschlos-
sener Form angeben.

Beispiele
y/:__7 (xay) E]RX]R—‘U
(Y

1)
y(:lfo) = Yo, (.To, 3/0) cR x R+.

1
Es ist — # 0 fiir alle yy € RT. Daher erhalten wir:

Yo
y(x) z
/ tdt = / —t dt
Yo xo

B ya) = \Ja v —a? i fo] < /a2 + 3

2) Bewegungsgleichung des freien Falls:
h'(t) =—g, h>0,
h(to) = ho,  ho >0,
h/(to) = Vo, Vo € R,
wobei h(t) die Hohe zur Zeit t, g die Erdbeschleunigung und vy die Geschwin-
digkeit zur Zeit ¢, ist. Es gilt

t
n(t) = Uo—/gdszvo—g(t—to)

to

h(t) = ho+/tvo—g(s—t0) ds

to

1
= ho+wvo(t —to) — 5g(t —t0)?

fiir alle t € I,,,42, wobei I,,,4, das grofstmogliche Intervall ist mit ¢y € I,,,, und

h > 0 auf ganz I,,,,.
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y(to) = yo, yo > 0.

Dieses Anfangswertproblem modelliert zahlreiche Wachstums-, Zerfalls-, Diffusions-
und Wiérmeleitungsprozesse in der Natur.

Sei yo = 0. Dann gilt y(¢) = 0 fir alle t € R.

Sei yo > 0 und y(t) > 0. Dann erhalten wir:

/ldy:/adt—i-C'
)

{y’(t) = ay(t), acR\{0}, y>0,

2 Iny=at+C
& y=ee

Die Anfangsbedingung ist genau dann erfiillt wenn e© = ype~% ist. Also folgt

y(t) = yoe® =) fiir alle t € R.

Wir erhalten

/ydy:—/ldx—i-C

1

2y =200 —2)

Aufgrund der Anfangsbedingung folgt

1
y(z) = \/yz — 2z fiir alle z < Eyg.

5) y'(x) =y*(x), y>0,
y(O) = Y-
Wir erhalten

/y_Qdy:/ldx+C

1
& ——=a+C
Y
1

& y=-
Y x+C
Aufgrund der Anfangsbedingung folgt

1
y(r) = — fiir alle < yp .

Yo — 7

249



6) h'(t) = —+/h(t), h(t)>0. (%)
Diese Gleichung modelliert die Veranderung der Hohe h des Wasserspiegels in
einem auslaufenden Wassertank.

Fiir h(t) > 0 erhalten wir
/h—é dh:—/1dt+c

& Wh=-t+C
1
"2 = L€ =17
Also ist fiir jedes C' € R die Funktion

h(t) = i(c 4y

fiir alle ¢t < C eine Losung von (x). Setzt man h fiir ¢ > C' durch 0 fort, dann

erhélt man eine Losung von (%), die fiir alle ¢ € R existiert.
Folglich bildet

h(r) = {O(C e

zusammen mit

h(t) =0 firallet € R

die allgemeine Losung von (*). Infolgedessen hat das Anfangswertproblem
h(t) = —y/h(t), h(t) =0,

{h(to) = ho,

fiir hg > 0 eine eindeutige Losung, fiir hg = 0 unendlich viele Lésungen.

Bemerkungen

1) Die sogenannte Ahnlichkeitsdifferentialgleichung
y’zf@), x #0,
x

kann mit Hilfe der Substitution

zu einer Differentialgleichung mit getrennten Variablen der Form
1
!/

u'=—(f(u) —u)
umgeformt werden. Hat man diese Gleichung gelost, dann erhélt man durch
Riicksubstitution
y(x) = wu(x)

die Losungen der Ahnlichkeitsdifferentialgleichung.
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2) Ebenso kann eine Differentialgleichung der Form
y' = flaz + by + c)
mit Hilfe der Substitution
u(z) :==azr +by(x) +c

zur Gleichung
v =a+bf(u)

umgeformt werden.

3) Allgemeiner konnen Gleichungen der Form

, ax+by—|—c>
V=1 ooy grsy) or BT #0,

mit Hilfe geeigneter Substitutionen zu Gleichungen mit getrennten Variablen
umgeformt werden. Fiir Details sei auf die Literatur verwiesen.

Bemerkung

Manchmal ist es sinnvoll, gewOhnliche Differentialgleichungen lokal durch Einsetzen
eines Potenzreihenansatzes in die Differentialgleichung, gliedweisem Differenzieren
und anschliefsendem Koeffizientenvergleich zu 16sen.

Beispiel
(v — 22%)y = 2zy

Einsetzen von y(x) = Z a,x" in die Gleichung und gliedweises Differenzieren liefert:

n=0
o o oo
0= (z —22?%) g na,z" ' — 2z g apx" = g n(a, — 2a,_1)x"
n=1 n=0 n=1

Koeffizientenvergleich liefert:

ap € R ist beliebig wahlbar,
vn € N:a, = 2a,_1,
und somit Vn € Ny : a, = 2"ay.

Daher folgt
Qo

y(zr) = Z 2"agzr™ = T 92
n=0

mit Konvergenzradius R = % fiir ag # 0 und R = oo fiir ag = 0.

Setzt man y(x) = 7 (102 mit ag # 0 in die Differentialgleichung ein, dann erhalt
— 2z

ao
1 —
I CRmit § ¢ I 1ost.
(Dasselbe Ergebnis wiirde man bei diesem speziellen Beispiel auch erhalten, wenn
man die Differentialgleichung durch Trennung der Variablen, d.h., mit Hilfe von Satz
22.1, 16sen wiirde.)

man, dass y(x) = die Gleichung (z — 2z?%)y’ = 2zy sogar auf jedem Intervall
x
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23 Lineare gewohnliche Differentialgleichungen

Definition Sei I C R ein offenes Intervall und seien a,b: I — R stetige Funktio-
nen. Die Differentialgleichung

y = a(x)y + b(x)

heifit explizite reelle lineare gewdhnliche Differentialgleichung erster Ordnunyg.
Ist b(z) = 0 fir alle x € I, dann nennt man die lineare Differentialgleichung homo-
gen, anderenfalls inhomogen.

Satz 23.1 Mit den Bezeichnungen der obigen Definition gilt: Sei xg € I und yg € R.
Dann ezistiert genau eine Losung y : I — R des Anfangswertproblems

{ y =alx)y,

y(xo) = Yo,

namlich

y(x) S efjo a(t) dt ‘

Die allgemeine Lésung der homogenen linearen Differentialgleichung y' = a(x)y ist
Yrom(T) = celno @ e R zel

Beweis

1. Beweismoglichkeit:

Man fasst die Gleichung y' = a(z)y als Gleichung mit getrennten Variablen auf und
16st sie wie in Kapitel 22. Dies liefert die Behauptung.

2. Beweismoglichkeit:
Existenz der Losung des Anfangswertproblems:

Man setzt y(z) = yo i 10t 4 das Anfangswertproblem ein und rechnet direkt
nach, dass es sich um eine Losung handelt.
Eindeutigkeit der Losung des Anfangswertproblems:

Angenommen, ¢ : I — R sei eine weitere Losung des Anfangswertproblems.

Seiw: I =R, w(z) = e Hzo 2@t g Y := pw. Dann gilt fiir alle z € I:

V() = ¢ (@)w(x) + p(r)w'(z) = a(z)p(r)w(r) — ¢(z)a(z)w(r) = 0.

Somit ist ¢ auf I konstant, so dass

V(@) = (x0) = @(wo)w(zo) = Yo

fiir alle x € I gilt. Dies impliziert aber

Vo €11 p(x) = yo el @ = y(z).

Da yy € R beliebig gewahlt werden kann, folgt aus der eben bewiesenen Losungsfor-

mel fiir das Anfangswertproblem die behauptete Losungsformel fiir die allgemeine
Losung. O
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Beispiel
y =2xy, x€R
Es gilt:
Ynom (1) = celo
fiir alle x € R und
y(r) = yoe "oe
ist die eindeutige Losung von
{y’ =2y, 1z €R,

y(zo0) = Yo

2
2tdt — ™ c € R,

Satz 23.2 Mit den Bezeichnungen der obigen Definition gilt: Sei xo € I und yo € R.
Dann ezistiert genau eine Losung y : I — R des Anfangswertproblems

y' = a(x)y + b(z),
y(

*TO) = Yo,

ndamlich
y(z) = (3/0 + / e~ Jsgale)ds b(t) dt>€f50 a0 _ yoef”‘zo sy / il b(t) dt.
o o
Die allgemeine Losung der inhomogenen linearen Differentialgleichung y' = a(x)y +
b(x) ist
yinh<x> = yhom(m) + yp<:[;>7 VIS [7

wobei Ypom wie in Satz 23.1 ist und

Yp() :/ it b(t) dt.

0
Beweis
Wir machen den Ansatz

y(z) = c(z) e e @,

(Da e Jao 2t dt # 0 fiir alle © € [ ist, ldsst sich jede Funktion y : I — R in dieser
Form schreiben.)
Einsetzen des Ansatzes in die Differentialgleichung liefert:

(d(x) + a(x)e(x)) e Jao et — a(x)c(a:)eﬁo ol dt | p(z)

= d(z) = e T DU p(y)

— c(z) = clxo) + / "o iy ols)ds b(t) dt

Unter Berﬁcksichtiguri&; der Anfangsbedingung y(zo) = o erhalten wir daraus die

behauptete Losungsformel fiir das Anfangswertproblem und aus dieser folgt die be-
hauptete Losungsformel fiir die allgemeine Losung. O
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Bemerkungen

1) Die Losungsformel fiir das Anfangswertproblem der inhomogenen linearen ge-
wohnlichen Differentialgleichung nennt man auch Variation der Konstanten,
weil der konstante Faktor g, vor e i 1O 5 der Losungsformel fiir das zuge-
horige homogene Anfangswertproblem durch einen von x abhéngigen Faktor
ersetzt wird.

2) Die Funktion y, aus Satz 23.2 ist eine spezielle (partikuldre) Losung der in-
homogenen linearen Differentialgleichung vy’ = a(x)y + b(z), ndmlich diejenige
Losung, die y(zg) = 0 erfiillt. Aus Satz 23.2 folgt, dasss man y, in der Lo-
sungsformel fiir y;,,;, durch jede andere spezielle Losung von y' = a(z)y + b(z)
ersetzen kann und die Losungsformel fiir y;,;, trotzdem giiltig bleibt.

Beispiel
Yy =2zy+z, xeR
Es gilt:

2
yp(z) = / el 2 dspqp — / P tdt = —612/ e Tdr = =(e* = 1)
0 0 2 0 2

ist eine spezielle Losung von y' = 2xy + z. Somit erhalten wir:

yznh(m) - yhom(x)+yp(x)

1
— 065”2—1—5(69”2—1), ceR
> 1
= @’ -, ZeR
ce 5 ©

fiir alle z € R. Folglich ist

2

Iy 2 o2 1
0= (4 et -
die eindeutige Losung von
y =2zy+z, x€R,
y(xo) = yo.
Bemerkungen
1) Die sogenannte Bernoulli-Differentialgleichung
v =alz)y+b(z)y", a#l
kann mit Hilfe der Substitution
u(z) = (y(z))' ™
zu einer inhomogenen linearen Differentialgleichung der Form
v =(1-a)a(z)u+ (1 —a)b(z)

umgeformt werden.

254



2) Die sogenannte Riccati-Differentialgleichung
y = al)y + b(x)y* + c(x)

ist nicht in jedem Fall explizit 16sbar. Kennt man aber eine spezielle Losung
Yp, dann kann man die allgemeine Losung berechnen. Dazu formt man die
Riccati-Differentialgleichung mit Hilfe der Substitution

1
U = D @

zu einer inhomogenen linearen Differentialgleichung der Form
u' = —(a(z) + 2b(x)y,(z))u — b(x)

uil.

Definition Sein € N, I C R ein offenes Intervall, K = R oder K = C, a,, € K\{0}
und ag, ...,an_1,b: I — K stetige Funktionen. Die Differentialgleichung

n n—1
Ly = ey () oy an(a) ey + aola)y = b(a)
heif$it explizite lineare gewdhnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung.
Sind aq, ..., a,_1 konstant, dann nennt man die Gleichung eine lineare gewdohnliche
Differentialgleichung n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten.
Ist b(x) = 0 fiir alle x € I, dann nennt man die lineare Differentialgleichung homo-
gen, anderenfalls inhomogen.

Bemerkung

Fiir jedes reelle oder komplexe Polynom P()\) = >~ axA\* vom Grad n > 1 und jede
k=0
stetige Funktion b : I — K, wobei I C R ein offenes Intervall ist, ist

P =0

n k
P(5) = S o

mit

wobei % = 1 sei, eine lineare gewohnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung mit
konstanten Koeffizienten.

Satz 23.3 Mit den Bezeichnungen der obigen Definition ist L : C"(I) — C°(I),
y — Ly eine K-lineare Abbildung und die Menge aller Lésungen der homogenen
linearen Differentialgleichung Ly = 0 ein K- Vektorraum.
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Definition Jede Basis des K-Vektorraums aller Losungen der homogenen linearen
Differentialgleichung Ly = 0 heifit ein Fundamentalsystem von Ly = 0.

Ist K = R, dann spricht man von reellen Fundamentalsystemen, ist K = C, dann
spricht man von komplexen Fundamentalsystemen.

Bemerkung
Jede Losung von Ly = 0 lasst sich auf genau eine Weise als Linearkombination von
Elementen eines Fundamentalsystems von Ly = 0 darstellen.

Hilfssatz 23.4 a) Seik € N, A € C und I C R ein offenes Intervall. Dann gilt
fur jede Funktion f: I — C, die k-mal differenzierbar auf I ist:

(% — A)k(f(x)e’\x) = %(m) e,

b) Fir jedes reelle oder kompleze Polynom P und jedes A € C gilt

d AT A\
P (%> e = P(\)e™.

Ist insbesondere \ eine Nullstelle von P, dann ist y(z) = e

P(&)y=0.

A eine Lisung von

c) Sei P ein reelles oder komplexes Polynom und A\ € C mit P(\) # 0. Fiir jedes
reelle oder komplexe Polynom g vom Grad k gilt

Ve eR: P(%) (g(x)e)@) _ h(x)e)‘x,

wobet h ebenfalls ein reelles oder komplexes Polynom vom Grad k ist.

Beweisskizze
Man zeigt die Behauptungen durch direktes Nachrechnen und Induktion nach k.

Satz 23.5 Sei P(\) = Y. apAF ein reelles oder komplexes Polynom vom Gradn > 1
k=0
und set {\; : 1 < j <r} die Menge der Nullstellen von P und k; die Vielfachheit

der Nullstellen \;, d.h., es sei P(\) = a, [[ (A — \;)%. Dann gilt:
j=1
a) Die Funktionen
Yjm(x) = et 1<j<r, 0<m<k;—1,

bilden ein Fundamentalsystem von der Differentialgleichung P (%) y=0.
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b) Ist P ein reelles Polynom. Ersetzt man fir jedes Paar zueinander konjugierter
nicht reeller Nullstellen (u = a +if, i = a — if8) von P mit der zugehdrigen
Vielfachheit k,, von p (und von fi) die Funktionen

el gMelt 0<m<ky,,
aus dem Fundamentalsystem aus a) durch die Funktionen
e cos(fx), x™e*sin(fx), 0<m<k,,
dann erhdlt man ein reelles Fundamentalsystem von P (%) y=0.
c) Sei xg € R und seien yo, -+ ,yn—1 € C. Dann besitzt das Anfangswertproblem
(o

dk
ﬁy(:ﬁo):yk, k=0,...n—1,

genau eine Losungy : R — C. Ist P ein reelles Polynom und sind yo, - - - Yn—1 € R,
dann ist y reellwertig.

Beweisskizze

Man zeigt die Behauptungen durch Nachrechnen unter Ausnutzung von Hilfssatz
23.4 und Induktion nach r.

Satz 23.6 Sei P(\) = >_ apAF ein reelles oder komplexes Polynom vom Grad n>1.
k=0
Dann gilt
a) Ist p € C und P(p) # 0, dann ist
1

yp(z) == 2 et

eine spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung

b=

b) Ist p € C mit P(u) # 0 und f ein reelles oder komplexes Polynom vom Grad m,
dann besitzt die Differentialgleichung

P(%)z; = f(z)e"”

eine spezielle Losung der Form
yp(x) = g(x)er,

wobei g ebenfalls ein reelles oder komplexes Polynom vom Grad m ist.
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c) Ist i € C eine k-fache Nullstelle von P und f ein reelles oder komplezes Polynom
vom Grad m > 0, dann besitzt die Differentialgleichung

P(%ﬁ = fz)e"

eine spezielle Losung der Form
Yyp(7) = 2Fh(z)e,
wobei h ein reelles oder komplexes Polynom vom Grad m ist.

Beweisskizze
a) Beweis durch Nachrechnen unter Ausnutzung von 23.4 b).
b) Beweis durch Induktion nach m unter Ausnutzung von 23.4 c).

c¢) Beweis durch Nachrechnen unter Ausnutzung von 23.6 b) und 23.4 a).

Wir fiihren als Beispiel die Details des Beweises von ¢) vor:
Ist p € C eine k-fache Nullstelle von P, dann gilt

P(A) = QM) = ),

wobei Q(p) # 0 ist. Nach 23.6 b) existiert ein reelles oder komplexes Polynom
g vom Grad m, so dass

Q) () = fl)er

gilt. Es gibt ein Polynom H mit H(x) = 2*h(x), wobei h ein reelles oder

dk
komplexes Polynom vom Grad m ist und WH = g. Nach 23.4 a) gilt dann
x

(£~ 1) (@) = glr)er

Daher erhalten wir

) = o(2)( ) v
= () (gla)e)
= f(z)e".

Satz 23.7 a) Ist Ynom die allgemeine Losung der homogenen linearen gewéhnlichen
Differentialgleichung Ly = 0 und y, eine spezielle Losung der inhomogenen Glei-
chung Ly = b, dann st Yinh = Ynom + Yp die allgemeine Losung von Ly = b.
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b) Sind y,,, i = 1,2, jeweils spezielle Losungen von Ly = b; und o, 5 € C, dann ist
ayp, + By, eine spezielle Losung von Ly = aby + Bbs.

Beispiele
y'—y=2a% x€R
1) Jv(0) =1,
y'(0) = 0.
Einsetzen des Ansatzes y(z) = e in die zugehorige homogene Gleichung

y" — y = 0 liefert das sogenannte charakteristische Polynom

M —1=0
& Mg ==£1 A Ao sind einfache Nullstellen

Aufgrund von Satz 23.5 ist daher
yh0m<x) = ae’ + 66_367 Q, ﬂ € R oder C

die allgemeine Losung der homogenen Gleichung.

Es ist 22 = 22e% und 0 ist keine Nullstelle von P()\) = A\? — 1.

Daher besitzt nach Satz 23.6 b) die inhomogene Gleichung y” —y = x
spezielle Losung der Form

2 eine
yp(z) = asx® + a1 + ao.
Einsetzen von y, in die inhomogene Gleichung liefert
2a9 — asx® — ajxr — ag = 22
und durch Koeffizientenvergleich folgt

CLQZ—]., aq :0, CLO:2CL2:—2.

Also ist
yp(w) = —2° =2

eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung und

yznh<x> - yhom(x) + yp(x)
= ae"+pet—22—2, a,f€Roder C

die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung. Fiir die Losung y des obi-
gen Anfangswertproblems folgt:

y(r) = ape” + Boe ™ —a® —2

y'(z) = ape” — foe" — 2
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mit noch zu bestimmenden g, 5y. Aufgrund der Anfangsbedingungen folgt:

3
= 04025025

y(0)=ap+pp—2=1
Y (0)=ag—F =0
Also ist
3.3
_ T Y -z )
y(z) 5¢ +26 x

die Losung des obigen Anfangswertproblems.
Der harmonische Oszillator erfiillt die gewohnliche Differentialgleichung
my" +ry’ +ky =0,

wobei k,m > 0 und r > 0 ist.
Der Ansatz: y(t) = e liefert

—r £Vr2 —4mk)

1
A2 AN+ k= Ajg = —
m +rA+ 0 & 1/2 2m(

1. Fall: D :=7r%2 —4mk < 0
T =D

ANjg=——=2F7—-
1/2 2m 22m

r ™ \/ _D
y(t) = cie 2m cos ( t) + cpe” 7m sin ( t), c1,c0 €R

2m 2m
“2m cos(wt + @) eR, v €[0,2n] b
= ce 2z cos(w c alow=1/—~ - —
7 Y Y m  4m?
2. Fall: D >0
D
)\1/2:—%:*:\2/—;<0 (wegen k,m > 0)
y(t) = CleAlt + 026A2t7 C1,C2 € R

Beachte: Fiir r = 0 ist dieser Fall nicht moglich.

3. Fall: D=0
r

/\1:)\2:—%<0,

y(t) = (e1 + 0215)6*%15, c1,00 ER
Beachte: Fiir » = 0 ist dieser Fall nicht moglich.
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3) Die Stromstérke I in einem Wechselstromkreis mit einer Spule der Induktivitét
L > 0, einem Kondensator der Kapazitdt C' > 0 und einem Ohmschen Wider-
stand R > 0 in Reihenschaltung und mit einer angelegten Wechselspannung
U(t) = Uy cos(wt) erfiillt die inhomogene Differentialgleichung

LI"+RI'+C~'I=U".

Allgemeine Losung Iy, (t) der zugehdrigen homogenen Gleichung: siehe 2),
wobei Tom(t) = y(t), m=L,r = Rund k = C~! ist.

Komplexifizierung: U*(t) := Upe™* = Uy(cos(wt) + i sin(wt))

= (U*)(t) = iwUye™*

Ansatz fiir eine partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung;:
Betrachte das charakteristische Polynom LA + R\ + C~1.

1. Fall: 4w ist keine Nullstelle des charakteristischen Polynoms
Ansatz: [3(t) = Ije™', I5€C
Einsetzen in die Differentialgleichung liefert
(—w?L +iwR + C7Y)Ize™t = jwlUe™!
1wU, wly Uo

<1;> _[* — = —
0 —w?L+iwR+C1  iw(R-3IwL+1Lt) R+i(wl— %)
Up(R — i(wL — %))
R+ (WL — L)
—jarctan wL—(we)~!
= UO (A * ( R )

B+ (WL — L2

Eine reelle partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung ist damit
I

(1) = Re(Iye™) = el
\/R2 + (wL — —5)?

cos(wt — )

. wL—-L.
mit o = arctan ( R“C >

Die allgemeine reelle Losung der inhomogenen Gleichung ist dann
Link(t) = Tnom(t) + 1,(%).

Unterfall: R >0

In diesem Fall haben die Nullstellen des charakteristischen Polynoms negativen
Realteil. Daher sind bei jeder beliebigen speziellen Losung I(t) der inhomo-
genen Gleichung fiir hinreichend grofse ¢ eventuelle Anteile der allgemeinen
homogenen Losung I, (t) so weit abgeklungen, dass sie praktisch nicht mehr
zu sehen sind. Folglich ist I(t) ~ I,(t) fiir hinreichend grofte ¢, wobei I,,(t) wie
oben ist.
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Unterfall: R =0 (kein Widerstand)

1
Sei wy := —=—=. Dann gilt:
"V e
Liny () = 1 cos(wot) + o sin(wot) + L—Ol sin(wt), c1,co € R.
w _——
wC

Eine in physikalischer Hinsicht wichtige spezielle Losung der inhomogenen
Gleichung ist in diesem Fall

U 20 -
) = ﬁ(sin(wt}—sin(wot)) = (wL - T sin <w 2w0t>) cos <w —;wot>.

Diese Losung beschreibt eine amplitudenmodulierte Schwingung. Ist dabei
d € Q, dann handelt es sich um eine Schwebung.

Wo

Eine physikalische Charakterisierung aller spezieller Losungen der inhomoge-

nen Gleichung im Unterfall R = 0 ist ziemlich aufwendig.

2. Fall: 1w ist Nullstelle des charakteristischen Polynoms

2 2 1
:; R=0 4 w = wy = —— und iw ist einfache Nullstelle
T VIC

Ansatz: [3(t) = I t ™!
= (L;)'(t) = (I} + iwglt)e™ot, (L))" (t) = (2iwoIT — walit)e™ ot
Einsetzen in die Differentialgleichung liefert
(2iwgL — Wi L t + C~1) [ et = jwylUe«ot
e

Uo
2L
Die allgemeine reelle Losung der inhomogenen Gleichung ist dann

& I7 =

U
Linp(t) = 1 cos(wot) + ¢o sin(wopt) + itcos(wot), c1,co € R.

In diesem Fall beschreibt die allgemeine reelle Losung das Auftreten von Re-
sonanz.

Bemerkung

Fiir eine lineare gewohnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung, bei der nicht alle
Koeffizienten konstant sind, gibt es, wenn n > 2 ist, im Allgemeinen keine explizite
Losungsformel.

Ist allerdings bei einer expliziten homogenen linearen gewohnlichen Differentialglei-
chung zweiter Ordnung

y" +a(x)y +b(x)y =0
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eine Losung y; bekannt (zum Beispiel durch Raten oder mit Hilfe eines Potenz-
reihenansatzes gefunden), dann erhdlt man auf jedem offenen Intervall, auf dem
y1(z) # 0 gilt, eine zweite, von y; linear unabhéngige Losung y, und somit ein
Fundamentalsystem. y, ist von der Form

ya(x) = u(@)yi (z),

wobei u eine nicht-konstante Losung der Gleichung

/
(u/)/ + <2y1(1‘) + a(x))u' =0
()

ist, welche mit Hilfe von Satz 23.1 bestimmt werden kann.

Entsprechend erhélt man bei Kenntnis einer Losung y; einer expliziten homogenen
linearen gewthnlichen Differentialgleichung n-ter Ordnung mit n > 2 auf jedem of-
fenen Intervall, auf dem y;(x) # 0 ist, mittels des Ansatzes yo(z) = u(x)y;(z) eine
explizite homogene lineare gewohnliche Differentialgleichung (n — 1)-ter Ordnung
fiir «'. Fiir jede Losung v’ # 0 ist dann yo = uy; eine von y; linear unabhéngige
Losung der Gleichung n-ter Ordnung.

Definition Sei I C R ein offenes Intervall, n € N, K =R oder K = C und
bi(z)
Al K™ z— A(z) = (a;(x))ij=1,.n sowieb: I - K", x+ b(x) =

bn ()
stetig (d.h., alle Funktionen a;j,b; seien stetig). Dann heif$t

y = Alx)y +b(z)

ein System expliziter linearer gewéhnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung.
Sind alle a;; konstant, dann nennt man das System ein System mit konstanten Ko-
effizienten.

Sind alle b; = 0 auf I, dann nennt man das System homogen, anderenfalls inhomo-
gen.

Bemerkung
Satz 23.3 und die Definition eines Fundamentalsystems iibertragen sich sinngeméfs
auf den Fall von linearen Systemen.

A0 .00

Satz 23.8 a) Sei A= 0 X mit A, ..., A\, € K. Dann bilden die
S .0
0 ... 0 X\,

vektorwertigen Funktionen
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eM® 0 0
0 eh2 .
5 0 , .
: 0
0 0 ern®

ein Fundamentalsystem von
y = Ay.

b) Sei A € K™ und S € GL(n,K). Dann ist y : R — K" genau dann eine
Losung von
y = Ay

wenn die Funktion S~y : R — K" eine Lisung von

j = (ST AS)y
15t.
Beweis
a) durch direktes Nachrechnen.
b) Es gilt
Y =Ay & (Sl =81 =5 Ay = (STTAS)Sy. O

Korollar 23.9 ) Euzistiert eine Basis ay, ...,a, von K" aus Figenvektoren der
Matriz A € K™" zu den jeweiligen Eigenwerten X\;,;1 = 1,...,n, dann bilden
die (vektorwertigen) Funktionen

A

yi - R—=> K" yi(z) =e""a,, 1=1,..,n,

ein Fundamentalsystem von
y' = Ay

und fir alle xog € R und yo € K" besitzt das Anfangswertproblem
y' = Ay,
y(7o) = Yo

b) Ist die Matriz A aus a) reellwertig und ersetzt man fir jedes Paar p = o +
i, m = a—if) nicht reeller Figenwerte von A mit der zugehorigen Vielfachheit
k,, von p (und von fi) die Funktionen

genau etne Losung y : R — K™,
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aus dem Fundamentalsystem aus a) durch die Funktionen
Re(e"a,;), Im(e"a,;), i=1,..., k,
dann erhalt man ein reelles Fundamentalsystem von
Yy =Ay

und fiir alle xo € R und yo € R™ ist die Losung des Anfangswertproblems

y = Ay,
Z/(l’o) =Y,

reellwertig.

Beweis
durch Nachrechnen unter Ausnutzung von 23.8.

Beispiele

(|, (8 -2
v=1\_, o |v

Mit den bekannten Methoden aus der linearen Algebra erhélt man, dass
2 . 8 =2

(_1) ein EV von (_2 5 ) zum EW 9,
1\ . 8 -2

(2) ein EV von (_2 5 ) zum EW 4

und { <_21) , (;) } eine Basis von R? ist.

Also bilden die Funktionen

yi(x) =€ <_21) , tele) = e (;)

ein Fundamentalsystem der obigen Differentialgleichung.
Sei y die Losung des obigen Anfangswertproblems. Dann gilt:

V(o) = (o) + Puate) A 4(0) = ()

<o) 00 () () = o-res
Also gilt: y(x) = % (_21> + et G)
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2) y':(o —OW)ymiweR\{O}

w

Die lineare Algebra liefert

( 1.) ist ein EV von (0 —w) zum EW qw,
—1 w 0

(1) ist ein EV von (0 —w) zum EW —iw
1 w 0

und { ( 1.) , (1) } ist eine Basis von C?
—i i
Also ist

{emC < 1 ) , el C) } ein komplexes Fundamentalsystem und

—1

{ Cf)s(uw) ) —sin(wz) }ein reelles Fundamentalsystem
sin(wx) cos(wz)

der obigen Gleichung.

Satz 23.10 Sei E,, die Einheitsmatriz in K"*™ und N,, € K™*"™ mit

0 1 0 0
0 0 1
N, = 0| und A € K.
1
0 . 0 0
Dann bilden
1 €T %$2 (n_11)| .Tn_l
0 1 " i l.an
: 0 1 :
e)\m . ’ e)\z : 7 e)\x O ’ 7 6)\2
: : : T
0 0 0 1

ein Fundamentalsystem von
v = (AE, + N,y

und fir alle xo € R und yo € K" besitzt das Anfangswertproblem

Yy = (AE, + Ny,
y(Io) = Yo,

genau eine Losung y : R — K",
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Beweisskizze

y(z) = eMw(z) ist genau dann Losung von ' = (AE, + N,,)y wenn w Losung von

wq
w’ = N,w ist und fiir jede Losung w = | : | gilt

Wn,

wy(x) = ¢

Wp—1(x) = g+ cpx
(z) I N e
wi(x) = 1+ cr+ —czx+ ... Cn
1 1+ C2 58 (=1

mit ¢y, ..., ¢, € K, was direkt nachgerechnet werden kann.

Bemerkung

Da AFE, + N, ein Jordan-Block ist und nach Satz 12.22 jede Matrix A € K™*™
ahnlich zu einer Matrix ist, die aus Jordan-Blocken aufgebaut ist, kann man mit
Hilfe von Satz 23.10 und Satz 23.8 a), b) ein Fundamentalsystem von

y = Ay

konstruieren und fiir das Anfangswertproblem

y' = Ay,
y(xo) = o,
mit xg € R, yo € K™ die eindeutige Losung bestimmen.
Ist A reell, dann kann man auf analoge Weise wie in Korollar 23.9 aus einem kom-
plexen Fundamentalsystem ein reelles konstruieren.

Ist A reell und yy € R™, dann ist die Losung des obigen Anfangswertproblems eben-
falls reell.

Beispiel
1 00
y=10 3 1]y
00 3
Dann ist nach Satz 23.10 und Satz 23.8 a)
1 0 0
{e” 0],e¥*|1],¢e* |2 }
0 0 1

ein Fundamentalsystem dieser Gleichung.

Am Ende von Kapitel 12 haben wir berechnet, dass
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1 0 0 100
s7tlo 4 1]5=1{031
0 -1 2 00 3
1 0 0
mit S=10 1 1| gilt.
0 -1 1

Schreibt man das obige Fundamentalsystem als sogenannte Fundamentalmatrix ¢ =

&(z), d.h.

e 0 0
P(x)=10 e x|,
0 0 e
dann ist nach Satz 23.8 b) die Matrix
SP(x)
eine Fundamentalmatrix von
1 0 0
y=10 4 1]uy.
0 —1 2
Bemerkung

Alternativ zu der oben vorgestellten Vorgehensweise zur Losung von Differential-
gleichungssystemen der Form 3’ = Ay mit A € K"*™ kann man Folgendes machen.
Man fithrt die sogenannte Matrixexponentialfunktion

o0 1
A k
et = E _k!A
k=0

ein, wobei A° = E,, ist und folgender Konvergenzbegriff fiir Matrizen zugrundegelegt
wird:

k— .. k—
Y =N V' o Vi =1,,m 0 Mgy my;
=(Mkij)ij=1,...,n =(mij)ij=1,..,n

Dann kann man durch Verallgemeinerung der Argumentationen aus den entspre-
chenden Beweisen der reellen und komplexen Exponentialfunktion zeigen, dass e
fiir alle Matrizen A € K™*" konvergiert und

y(v) =04y, zeR

{ y'=Ay,

y(wo) = Yo,

ist. Aus diesem Resultat kann man aufserdem sdmtliche Aussagen aus 23.8 — 23.10
herleiten.

die eindeutige Losung von
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Der folgende Satz zeigt den Zusammenhang zwischen den Losungen von beliebigen
inhomogenen linearen gewohnlichen Differentialgleichungen und den zugehorigen ho-
mogenen Gleichungen.

Satz 23.11 Sei I C R ein offenes Intervall und seien A : I — K"™" b: 1 — K"
stetige Abbildungen. Wir bezeichnen mit Ly den Vektorraum aller Losungen ¢ :
I — K des homogenen Differentialgleichungssystems y' = A(x)y und mit L; die
Menge aller Lésungen v : I — K™ des inhomogenen Differentialgleichungssystems
y' = A(x)y + b(x). Dann gilt fir beliebiges 1y € Ly:

Ly =10+ Ly.
Beweis

a) Wir zeigen zunéchst L; C ¢o+ Ly. Sei ¢ € L; beliebig vorgegeben. Wir setzen
o(z) :=¥(x) — Po(z). Dann gilt

¢(x) = () —dlz) = (A@)P(z) + b(x)) = (Ax)vo(w) + b(2))
= A()(p(z) —o(x)) = A(z)p(z),

d.h. ¢ € Ly. Da ¢(x) = 1o(x) + o(z) ist, folgt b € g+ Ly.

b) Wir zeigen jetzt 1o + Ly C L. Sei ¢ € ¢y + Ly, d.h. ¥(z) = tho(x) + ()
mit ¢ € Ly. Dann gilt

) = ple) +¢'(x) = (A(@)tho() +b(2)) + A(2)p(2)
= A(@)(o(z) + ¢(x)) +b(x) = Al2)¢(z) + b(z),

dh. v € L. O

Um die allgemeine Losung von inhomogenen linearen gewthnlichen Differentialglei-
chungen zu erhalten ist also neben der allgemeinen Losung der zugehdrigen homo-
genen Gleichungen nur die Kenntnis einer einzigen speziellen Losung der jeweiligen
inhomogenen Gleichung notwendig. Eine solche kann man durch die sogenannte Me-
thode der Variation der Konstanten bekommen.

Satz 23.12 (Variation der Konstanten) Seien A und b wie in Satz 23.11. Sei
{e1(x), ..., on(x)} ein Fundamentalsystem des homogenen Differentialgleichungs-
systems y' = A(x)y und

O(z) = (pa(2), -, on())

eine Fundamentalmatriz. Dann erhdlt man eine Losung i : I — K" des inhomoge-
nen Differentialgleichungssystems y' = A(x)y + b(z) durch den Ansatz



wobei u : I — K" eine differenzierbare Funktion mit ®(z)u'(x) = b(x) ist, d.h., es
gilt
u(x) = / (@) 'b(t)dt + C, CeK"

Z0

Hierbei wird die vektorwertige Funktion ®~'b komponentenweise integriert.

Beweis
Zunachst gilt

) = (@)ula) + e(x)u'(z) = Alx)®(r)ulr) + S()u'(z)

Also ist 1 eine Losung des inhomogenen Differentialgleichungssystems y' = A(x)y +
b(x) genau dann, wenn ®(z)u'(x) = b(z) gilt. O

Beispiel
Wir behandeln das Differentialgleichungssystem

?JI1 = —Y2
Yo = yl—'—xa

- 0)

In einem fritheren Beispiel haben wir bereits berechnet, dass

() Co )

ein Fundamentalsystem des homogenen Gleichungssystems

/_ O _1

ist. Mit ®(z) = (COS”E _Smx) ist ((z))~! = ( oS Sl“) . Also ist

oder in Matrixschreibweise

—_

sinxz coszx —sinx cosx
1 ([ cosx sinw 0\ (xsinz
(2(2))"b(z) = (— sin COSZE) (x) o (m COS a:) ’
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Damit ergibt sich
u(x):/ tsint Q4 C— —xfzosx#—smx ’
0 tcost TSI+ cosx

wobei wir den konstanten Vektor C' geeignet gewihlt haben. Eine spezielle Losung
des inhomogenen Differentialgleichungssystems ist somit gegeben durch

cosx —sinzx —xcosx +sinx -z
Y() = (z)u(z) = (sinx COS T ) (xsinx—i—cosx ) o ( 1 )

Dass 1 das inhomogene Differentialgleichungssystem 16st, kann man auch sofort di-
rekt verifizieren. Die allgemeine Losung des inhomogenen Systems ist somit gegeben

durch
—x CosS T —sinx
() = ( 1 ) +a<sinx) +5( s ) a,B € R bzw. C.
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24 Existenz und Eindeutigkeit von Losungen gewohn-
licher Differentialgleichungen

Satz 24.1 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindel6f)
Seit RxR™ D D — R, (x,y) — f(x,y) eine Funktion mit den folgenden FEigen-
schaften:

1. f ist stetig auf B := [xg — a,xo +a] X {y € R™ : |y — yo| < b}, wobei xy € R,
a,b € R und yy € R™ sind.

2. f ist auf B Lipschitz-stetig beziiglich vy, d. h.
3L >0 V(Z‘,y>, (l‘,g) €B: |f(1‘,y) - f(xag” < L|y - ?j|

Dann besitzt das Anfangswertproblem

y, = f(l', y)
y(zo) = Yo

genau eine Lisung y € C'([xg — h,zo + h],R™), wobei h = min{a,%,i} mit

M = (mz)ixB]f(a:,yﬂ ist (fir L =0 bzw. M =0 sei 5 = 00 bzw. & = 00), und es
x,y)e

qgilt
Y([ro — h, o +h]) C{y € R™ : |y —yo| < b}.

Der Beweis von Satz 24.1 folgt am Ende dieses Kapitels.

Bemerkung

Ist f:RxR" DD — R, (x,y) — f(x,y) eine Funktion, fiir welche die partiellen
Ableitungen 0y, f, 0y, f, ..., 0y, f, wobel y = (y1,...,yn) sei, auf ganz D existieren
und dort stetig sind, dann ist f auf jeder Menge B C D mit B = [zq—a, xo+a]x{y €
R™ : |y —yo| < b}, w0 € R, a,b € R, yo € R™ Lipschitz-stetig beziiglich y mit
L < sup |0, f(x,y)|, was aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung folgt.

(z,y)€B
i=1,....m

Bemerkung

Hat eine Funktion f alle Eigenschaften aus Satz 24.1 aufer der Lipschitz-Stetigkeit,
dann besitzt das Anfangswertproblem aus Satz 24.1 trotzdem eine Losung y €
C([xo — h, o + h],R™) mit A = min{a, &} und y([zg — h,zo + h]) C {y € R™ :
ly — yo| < b}. Dies ist der Existenzsatz von Peano. Es kann aber in diesem Fall
mehrere Losungen geben.

Beispiele
1) f:RxR =R, f(z,y) = |y|", n> 0. f ist stetig auf jeder Menge B mit

B =19 —a,zo+a] X [yo — b,yo +b], zo,y0 €R, a,b € R,
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und es ist M = max{|yo — b|",|yo + b|"}. Ist n > 1, dann ist f auf B auch
Lipschitz-stetig beziiglich y mit L < nmax{|yo — b|"™%, lyo + b|"*}. Fiir 0 <
n < 1 gilt das nur, falls 0 ¢ [yo—b, yo+b]. Also besitzt das Anfangswertproblem

y'=lyl"
y(xo) = yo
f.. > 1 . L.. 1 o . o . L l
iir n > 1 genau eine Losung y € C'([zg —h, 2o+ ], R) mit & = min{a, 77, 57 }-

Ersetzt man in den Voraussetzungen von Satz 24.1 xq durch zy + h und vy
durch y(zg £ h) und wendet Satz 24.1 erneut an, dann kann man die Losung
y fortsetzen und erhélt genau eine Losung y € C'([zg — h — h, zo + h + k], R).
Durch Wiederholung dieser Vorgehensweise erhéilt man die eindeutige maxi-
male Losung y € CY(Jr_,r,[,R) des obigen Anfangswertproblems. Dabei gilt
entweder r_ = —oo oder |y(x)| — oo fiir x — (r_)" sowie entweder r, = oo
oder |y(z)| = oo fir x — (r,)".

Fiir n = 1 ist beispielsweise r+ = +oo, fiir n = 2 und yg > 0 ist r_ = —oo und
ry =1y, " (siehe Kapitel 22, Beispiele 3) und 5)).

Fir 0 < n < 1 dagegen ist das obige Anfangswertproblem, wie man direkt
nachrechnen kann, 16sbar, aber im Allgemeinen nicht eindeutig 16sbar (ver-
gleiche das dhnliche Beispiel 6) aus Kapitel 22).

2) Das Réuber-Beute-Modell von Lotka-Volterra

Y1 = ayr — byrye
Yy = —cys + dy1ys
yi(t

1\00
ya(to

~— ~— N
Il

Y10
Y20
mit a, b, c,d € R™ und y19, y20 € ]Rar, wobei y; die Beute-Population und g, die
Réuber-Population beschreibt, erfiillt, wie man direkt nachrechnen kann, die

Voraussetzungen des Satzes 24.1 und besitzt daher eine eindeutige Losung fiir
beliebig vorgegebene Anfangsbedingungen 419, y20 € Ry .

Korollar 24.2 Sei I C R ein Intervall, m € N, K =R oder K=C und A: I —
Km>m b I — K™ stetig. Dann besitzt das lineare Anfangswertproblem

{ y = Alz)y + b(x)

y(wo) = yo

fiir alle zg € I und alle yo € K™ genau eine Losung y € C1(I, K™).
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Beweisskizze

Fiir jedes beschrankte und abgeschlossene Intervall J C I ergibt sich durch Nach-
rechnen, dass f(z,y) = A(x)y + b(z) unter den gegebenen Voraussetzungen auf
J x K™ nicht nur stetig, sondern auch Lipschitz-stetig beziiglich y ist. Durch wie-
derholte Anwendung von Satz 24.1 erhédlt man dann die Behauptung. .

Bemerkung
Man beachte, dass im Gegensatz zum allgemeinen Fall von Satz 24.1 im linearen
Fall von Korollar 24.2 die Losung y auf ganz I existiert.

Korollar 24.3 Sei A : I — K™ ™ wie in Korollar 24.2 und Ly der K-Vektorraum
aller Losungen der homogenen linearen Differentialgleichung

Dann ist dim Ly = m und fiir jede m-elementige Menge

Y11 Yim
Y1 = : yee ey Ym = : C Ly

Ymi Ymm

und die zugehorige m x m-Matriz @ = (y;;)i j=1,..m st dquivalent:

(i) Y1,--,Ym Sind linear unabhdingig in Ly.
(11) Fxo € I :y1(x0), ..., Ym(xo) sind linear unabhdngig in K.
(111) Yo € 1 :y1(x0), ..., Ym(x0) sind linear unabhingig in K™.
() {y1,...,ym} ist ein Fundamentalsystem von y' = A(x)y.
(v) Jxg € I : W (xg) := det D(zg) # 0.

(vi) Yo € 1 : W (xy) := det &(xg) # 0.

(vii) @ ist eine Fundamentalmatriz von y' = A(x)y.

Bezeichnung: W (xq) heifft Wronski-Determinante.

Beweisskizze
(1) = (di7): Seien ¥y, ..., Y, linear unabhéngig in Ly und zg € I, a4,...,a,, € K

m

mit > a;y;(xg) =0. = y = > a;y; 10st

y = Az)y
y(ro) =0
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2é>2y:0ga1:~~:am:0:>(m)_

Die restlichen Implikationen sind entweder offensichtlich (z.B. (iii) = (ii) = (i))
oder unmittelbare Folgerungen aus Standardresultaten der Linearen Algebra, siehe
Teil II.

Bleibt zu zeigen, dass dim Ly = m. Sei {¢; : i = 1,...,m} die kanonische Basis von
K™. Aufgrund von Korollar 24.2 existiert genau eine Losung y = ¢; von

{ y = A(x)y
y(ﬂfo) =€

fir zp € Iund i =1,...,m und da ¢ = A(x)y linear ist, ist y = > a;¢; eindeutige
i=1
Losung von

y = A(z)y
ay
y(xo) = | : | €K™
Am
und folglich {p; : i = 1,...,m} ein Erzeugendensystem von Ly, welches wegen der

Aquivalenz (i) <= (iii) linear unabhiingig ist. Also ist dim Ly = m.

Satz 24.4 y ist genau dann Lésung der gewohnlichen Differentialgleichung n-ter
Ordnung

y™ = f(x,y, 9.,y Y)

)
y/
wenn i Lésung des Systems von n gewohnlichen Differentialgleichungen ers-
y(n'—l)
ter Ordnung
( Yo=u
Y1 = Yo
Yn—2 = Yn-1
/
\ Yn—1 = f(xuy(]?yh s Jyn—1>
15t.
Beweis
durch direktes Nachrechnen. O
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Korollar 24.5 Sei f :RxR" DD =R, (2,Y) = (z,y,y1,. -, Yn-1) — f(z,Y) =
f(z,y, 91, ., Yn_1) eine Funktion, die auf B := [xg—a, zo+a]x{Y € R" : |[Y =Y;| <
b} mit xg € R, a,b € R und Yy € R™ stetig und Lipschitz-stetig beziiglich Y ist.
Dann existiert ein h > 0, so dass das Anfangswertpoblem

( y(n) - f(x7 y’ y/7 A 7y(n_1))
y(w0) = Yo
Y (o) = (¥')o

Ly V(o) = (" V)0

fiir alle (yo, (¥')o, - - -, (¥ V)g) € R™ genau eine Lisung y € C™([xg — h, 2o + h], R)
besitzt.

Korollar 24.6 Sei I C R ein Intervall, n € N, K = R oder K = C, a, € K\
{0} und seien ag,...,a,-1,b: I — K stetige Funktionen. Dann besitzt das lineare
Anfangswertpoblem n-ter Ordnung

> ax(e) )y =)
k=0

dk

@y(xo):yk, k=0,....n—1

fir alle xy € I und alle yo, .. .,yn—1 € K genau eine Losung y € C"(I,K).
Fiir den K-Vektorraum Ly aller Lésungen der homogenen Differentialgleichung

n K
(Z ak(ﬂﬁ)%) y=0

gilt diim Ly = n und jede n-elementige Menge {@1,...,pn} C Ly ist genau dann
ein Fundamentalsystem der homogenen Gleichung wenn fiir ein und damait fir alle
x € I die Wronski-Determinante

p1(z) ©2() Pn(T)
W(2) = det o1(z) wé@ %@
A7) ) . )
von Null verschieden ist.
Beispiel
y”—%yur%y:o, reRT.
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Durch Einsetzen des Ansatzes y(x) = z%, « € R, kann man herausfinden, dass
¢1(x) = x und @y(x) = /= Losungen der Differentialgleichung sind.

Es gilt
W(z) = det (‘p}("”) ‘P?@)) — det (x \/15)

e1(z) ea(a) 1 PN
1
fir alle z € RT. Somit ist {¢1, 2} ein Fundamentalsystem und
yhom(x) :ax+b\/5, a,bE K

die allgemeine Losung der obigen Gleichung.

Satz 24.7 Sei f wie in Satz 24.1 und seien y;, i = 1,2, die eindeutigen Losungen

von
yi(xo) = Yio-
Dann gilt:
Vo € [xg— h,xo + h] 0 |yr(x) — yolz)| < 6L|r*$°||y10 — Y20
Beweisstrategie

Die Behauptung ergibt sich aufgrund der Losungsformel fiir lineare gewchnliche Dif-
ferentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten und der Monotonie von Integralen.

Bemerkung
Fiir f(z,y) = Ly gilt “=" in der Abschéitzung aus Satz 24.7.

Fiir manche Funktionen, wie zum Beispiel f(x,y) = #

5, ist die Abschétzung
x

eher grob und kann verfeinert werden.

Wir stellen nun den Beweis des Satzes von Picard-Lindelof vor. Als Erstes skizzieren
wir die Beweisstrategie:

1. Schritt: Das Anfangswertproblem

y/ = f(l',y)
y(zo) = Yo

kann in Form der dquivalenten Integralgleichung

y(@) = yo + / " f(sy(s) ds

geschrieben werden.
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2. Schritt: Approximation der Losung dieser Integralgleichung durch die soge-
nannte Picard-Iteration

y1(w) == 1o + /x f(s,90)ds

ymm:m+f7@m@Ms

ywmm=m+/3@@@»w

3. Schritt: Nachweis, dass die Funktionenfolge (v, )nen gleichmébig auf [zg—h, 2o+
h] gegen eine Funktion y konvergiert.

4. Schritt: Nachweis, dass diese Funktion y die eindeutige Losung des Anfangs-
wertproblems auf [zg — h, zog + h] ist.

Der 3. Schritt ldasst sich wesentlich eleganter durchfiihren, wenn man einen verall-
gemeinerten Konvergenzbegriff verwendet, der fiir beliebige metrische Rdume gilt.
Wir fithren im Folgenden diesen Konvergenzbegriff ein.

Definition Sei (X, d) ein metrischer Raum, A, M, 0 C X, zo € X und e > 0.

a) Be(xg) :={z € X : d(x,z9) < e} heifit offene e-Kugel um xq. Ist X ein nor-
mierter Raum, dann kann in dieser Definition d(z,xo) durch |z — x| ersetzt
werden.

b) O heifit offen, falls
VeeO : >0 : B.(x) CO

c) A heifit abgeschlossen, falls X\ A offen ist.

d) M= {reM : Fe>0 : B.x) C M} heifst das Innere von M.

e) M := X\ (X\M) heifit Abschluss von M.

f) OM := M\ M heif$st Rand von M.

Beispiele
1) Sei (X,d) = (R?%|| - ||2). Dann ist B;(0) = B;(0) offen.

Bi(0) ={r € R? : |z||» <1} ist abgeschlossen.
AuRerdem gilt, dass 0B;(0) = {z € R? : ||z||s = 1} ist.
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2) (X,d) = (R,||). Dann ist M = J, oy [55, 32— ist nicht offen und nicht ab-

21 2n—1

geschlossen. Es ist M = M U {0} und OM = {+ : m € N} U{0}.

Definition Fine Folge (x,)nen in (X, d) heifit konvergent gegen x € X fiir n — oo
(Kurzschreibweise: x, — x fir n — oo oder auch lim xz, = x), falls
n—oo

nh_r>noo d(x,,x) =0,

also falls
Ve >03n. e NVn >n, : d(z,,x) <e.

Bemerkung
Der Grenzwert einer Folge (x,),en ist eindeutig bestimmt. Nehmen wir an, neben
x sei y noch ein weiterer Grenzwert. Dann gilt

0 < d(z,y) < d(z, zn) + (., y)

d(y, ) + d(n, y)
—_——

und somit d(z,y) =0, also z = y.

Bemerkungen

1) Tn (R™, |- ) il
T, 5% = Z«x”)l —x;)? 720
i=1
— Vie{l,...,m} : (z,); AEREN Z;.

Dies ist der bereits bekannte Konvergenzbegriff in R™.
2) Sei X = C°([0,1]), d(z,y) = sup |z(t) — y(¢)|. Dann ist (X, d) ein metrischer
0<t<1

Raum und es gilt

Tn % 0 = sup |z, (t) — z(t)] =0
0<t<1
< Ve>03n. e NVn>n.: sup |z,(t) —z(t)] < ¢
0<t<1

< Ve>03dn.e NVn>n.: Vte[0,1]: |z,(t) —z(t)] < e.

Dies ist genau die gleichméfige Konvergenz.
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3) Sei X = C°[0,1)), d = (/ lx(t) — y(t)P dt) 1 < p < 0. Dann ist

(X, d) ein metrischer Raum und es gilt
1 ’
T, —r = (/ |z, (t) — x(t)|P dt) ——0
0

1
<=Ve >03dn. € NVn > n, : / |zn(t) —x(t)|P dt < e.
0

Dies nennt man auch Konvergenz im p-ten Mittel.

Satz 24.8 Sei (X, | - ||) ein normierter Raum, (n)nen, (Yn)nen C X, (an)neny € K
mit T, — T,Yy, =y und o, — « fiirn — 0o. Dann gilt

ATy + Yn 2% o + .

Beweis

lax +y = (@zn +ya)ll = llaz — anz + anr — antn +y =y

< low — anz|| + llom(z — za)ll + Iy — yall
< o= an] flof] + Jan] o = @l + ly = pal, > 0
—_— N Y~

—0 <00 <00 —0 —0

O
Satz 24.9 Sei (X,d) ein metrischer Raum, M C X. Dann gilt
={reX : Iz )en CM: x, - x}.

Bewsais o
Sei M :={x e X : I(xp)nen €M : z, — x}. Zu zeigen ist, dass M = M.

reM — Ve >0 3dz, € M: x, € B.x)
— Ve>0: Bo(x)NM #1)
= Ve >0: = (B(x) C X\M)
= - (e >0: B.(x) C X\M)
— X\
= reM O

Definition Fine Folge (z,)nen in einem metrischen Raum (X, d) heifst Cauchy-

Folge, wenn

Ve >03dn. e NVn,m >n.: d(x,,z,) < €.
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Satz 24.10 Jede konvergente Folge in einem metrischen Raum (X, d) ist eine Cauchy-
Folge.

Die Umkehrung von Satz 24.10 gilt nicht immer.

Definition FEin metrischer Raum heifit vollstindig, wenn jede Cauchy-Folge in X

gegen ein Element von X konvergiert. Fin vollstindiger metrischer Raum heifit auch
Fréchet-Raum. Fin vollstindiger normierter Raum heifst auch Banachraum. Ein voll-
standiger Skalarproduktraum heifst auch Hilbertraum.

Bemerkungen
1) (R™ ]| -||p) ist ein Banachraum und fir p=2 auch ein Hilbertraum.
2) (Q,|-|) ist nicht vollstéindig. Gegenbeispiel: (z,)y € Q mit lim = /2, z.B.
x, = die Dezimaldarstellung von v/2 bis zur n-ten Stelle. o
3) C°[a,b]) mit ||z|| := sup |z(t)| ist ein Banachraum. Das folgt aus der Voll-

a<t<b
standigkeit von R und aus der Tatsache, dass der gleichméfige Limes von

stetigen Funktionen wieder eine stetige Funktion ist.

b v
4) C%a,b]) mit ||z|| = (/ |z (t)|P dt) ist nicht vollstindig. Gegenbeispiel:
(Zn)nen € C°([0, 1]) mit
n%, t <

1
n 1
xp(t) == 711, p=2 0<a<_,
— 2
Tt > —
n

ist eine nicht konvergente Cauchy-Folge.

Satz 24.11 Sei (X,d) ein vollstindiger metrischer Raum und A eine nichtleere
Teilmenge von X. Dann ist dquivalent:

(1) (A,d) ist ein vollstandiger metrischer Raum.

(i1) A ist eine abgeschlossene Teilmenge von X.

Beweisstrategie
Die Behauptung folgt aus den Definitionen von Vollstdndigkeit und Abgeschlossen-
heit unter Ausnutzung von Satz 24.9.

Definition Seien (X,dx), (Y,dy) metrische Riume. Eine Abbildung T : X — Y
heifit stetig in xg € X, wenn Ve > 036 = §(e,z9) > 0, so dass dy (T'(x), T(xg)) < €
fir alle x € X mit dx(x,xq) < 0 gilt. T heifst stetig in M C X, falls T stetig in
jedem x € M ist.
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Satz 24.12 Fir T : (X,dx) — (Y,dy) sind dquivalent:
(1) T ist stetig fir alle x € X.

(i) T ist folgenstetig fiir alle x € X, d.h., x, =3 x impliziert T(z,) == T(z).
Beweisstrategie
Analog zum reellen Fall.

Bemerkung

Mit Hilfe des Konvergenzbegriffes in metrischen Rdumen kann man auch die Begrif-
fe der Differenzierbarkeit und der Integrierbarkeit fiir Banachraum-wertige Abbil-
dungen verallgemeinern. Fiir Details sei auf die Literatur iiber Funktionalanalysis
verwiesen.

Satz 24.13 (Banachscher Fixpunktsatz) Sei (X, d) ein vollstindiger metrischer
Raum und F : X — X eine Kontraktion, d.h.

dk e (0,1)Ve,y € X : d(F(x),F(y)) < rd(x,y).
Dann besitzt F einen eindeutigen Fizpunkt x*, d.h. x* = F(z*).

Beweis
Wir zeigen zunéchst die Eindeutigkeit: Angenommen, es existieren zwei Fixpunkte
x* # y*. Dann gilt

d(a®,y") = d(F(z"), F(y") < rd(z",y")

mit x € (0,1). Daraus folgt d(z*,y*) = 0 und somit z* = y*.
Nun zur Existenz: Sei z( ein beliebig gewahlter Startpunkt in X. Wir definieren die
Folge

Tpr1 = F(xy,).
Dann gilt
m—1 m—1
Vm>n:  dzm, ) < d(zj41,25) < Z K d(x1,x0)
j=n j=n
< d(wy, 20) Z K
j=n
=020
— Ve > 03dn. € NVm,n > n. : d(x,, z,) < €.

Also ist (z,,)nen eine Cauchy-Folge. Da X vollstandig ist, existiert z* € X, so dass
lim = 2*. Da F' eine Kontraktion ist, ist F' stetig in X und daher

n—o0

F(z*) = F(lim z,) = lim F(z,) = lim 2,4, = lim z, = 2~ O
n—00 TL—>OO\,_/ n—oo n—o0
=Zn+1
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Mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes beweisen wir nun den Satz von Picard-
Lindelof:

Beweis von Satz 24.1
Wir wenden den Banachschen Fixpunktsatz auf die Abbildung F' : M — M mit

(Pu)@ =w+ [ fls.u(s)) ds
xo
im vollstandigen metrischen Raum

M = {y € C%([wg — h,xo + Al,R™) = d(y,yo) = sup ly(z) — yo| < b}

w€[zo—h,wo+h]
an. Wir zeigen nun:
i) F(M) C M, denn es ist fiir alle y € C([zg — h, zo + h],R™):
F(y) € C°([xg — h, w0 + h],R™)

und auferdem gilt

AF(y),0) =  swp ﬂﬁﬂmﬁDMKhMgh

z€[zog—h,z0+h
also gilt f(M) C M.

ii) F ist eine Kontraktion, da

PG = s | [ () - fsite) ds
< s [ s - s (o)
< s [ Ly - ds

z€[ro—h,xo+h] J z0

< Lh sup [|y(z) —g(2)]
z€[zo—h,z0+h]

. 1 .
= Lhd(y,y) < §d(y,y)

aufgrund der Definition von h gilt. F' erfiillt also die Voraussetzungen des
Banachschen Fixpunktsatzes. Somit besitzt F' einen eindeutigen Fixpunkt y* €

M mit
wm:m+/3@w@ww (1)

Wegen y* € M ist die rechte Seite dieser Gleichung und damit auch y* €
C*([xg — h,zo + h],R™). Damit koénnen wir die Gleichung (1) einmal nach
x ableiten und erhalten, dass y* eindeutige Losung des Anfangswertproblems
ist. O
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Bemerkungen

1)

Die Picard-Iteration kann nicht nur abstrakt fiir Beweise genutzt werden, son-
dern auch konkret verwendet werden zur nadherungsweisen Berechnung von
Losungen gewohnlicher Differentialgleichungen, sowohl mit als auch ohne Ein-
satz von Computern. In der Praxis sind allerdings haufig andere Verfahren
besser geeignet. Das einfachste Beispiel fiir ein solches Verfahren ist das soge-
nannte explizite Euler-Verfahren (Polygonzugverfahren). Bei diesem Verfahren
wahlt man zur ndherungsweisen Berechnung von

mw:%+/3@wﬁws

eine Zerlegung xg < 1 < ... < x, = o + h von [z, zo + h] und berechnet

y(ro) = Yo,
y(r1) = y(xo) + (x1 — o) f (20, y(20)),
y(za) = ylz1) + (x2 — 21) f (21, y(21))
y(xo+h) = yl@p1)+ (o +h—251)f(Tn-1,y(Tp-1))
und dann
y(xr +V(pr —ar) = ylg) + Iy(zr) — y(zn))

fir ¥ €]0,1[ und k£ =0, ...,n — 1. Entsprechendes macht man fiir das Intervall
[.To — h, ZL‘()].

Das explizite Euler-Verfahren kann auch abstrakt fiir Beweise genutzt werden,
beispielsweise fiir den Beweis des Existenzsatzes von Peano.

Fiir weitere Naherungsverfahren, zum Beispiel das implizite Eulerverfahren,
das Runge-Kutta-Verfahren oder das Crank-Nicolson-Verfahren, deren Genau-
igkeit, deren Vor- und Nachteile sowie deren Verwendungsmoglichkeiten sei auf
die Literatur iiber numerische Mathematik verwiesen.

In manchen Fiéllen ist es sinnvoller, anstelle einer expliziten oder einer néhe-
rungsweisen Berechnung von Losungen gewohnlicher Differentialgleichungen
lieber Aussagen iiber qualitative Eigenschaften der Losungen (zum Beispiel
Konvergenzverhalten, Periodizitét, ...) herzuleiten. Fiir ndhere Details sei auf
die Literatur iiber dynamische Systeme verwiesen.

Die in diesem Abschnitt diskutierten Resultate und Methoden lassen sich zum
Teil auch auf partielle Differentialgleichungen iibertragen. Fiir ndhere Details
sei auf die Literatur iiber partielle Differentialgleichungen verwiesen.
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