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Teil |
Grundlagen

1 Logik

Aussagen und die formale mathematische Sprache

Die Mathematik ist eine Ansammlung von Aussagen iiber bestimmte Objekte (z.B. Mengen,
Zahlen). Diese Aussagen (Formeln) sind dadurch charakterisiert, dass sie entweder wahr
oder falsch sind (" tertium non datur”).

Beispiel

1+1=2 ist eine wahre Aussage.
1-+1=3 ist eine falsche Aussage.
1+1 ist keine Aussage.

Um Aussagen unmissverstandlich und platzsparend aufschreiben zu konnen, fiihren wir
eine formale mathematische Sprache ein.



Aufbau der formalen mathematischen Sprache:
1. Alphabet
Vorrat an Zeichen fiir
e Konstanten, z.B. 1,0, &
e Variablen, z.B. x, y, €

Variablen konnen mit Konstanten belegt werden, z.B. beim Losen von Gleichungen
wie z.B. x> =4

e Relationen, z.B. <, >, C

e Funktionen und Verkniipfungen, z.B. sin, cos, 4+, U
e Relationsvariablen, z.B. R

e Funktions- und Verkniipfungsvariablen, z.B. f, g,
e Logische Zeichen

— Junktoren, z.B. A,V,—

— Quantoren, z.B. 4,V
— Gleichheitszeichen =

e Klammern, z.B. (,)
Mit Hilfe dieser Zeichen werden alle mathematischen Objekte definiert und bezeichnet.

2. Aneinanderreihung der Zeichen zu Termen, z.B. 1+ 1, und zu Formeln, z.B. 14+ 1 = 2.
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Axiome und logisches SchlieBen

Frage: Welche Aussagen (Formeln) sind wahr?

Einige Formeln werden als wahr vorausgesetzt (Axiome).

Der Wahrheitswert der anderen Aussagen soll durch logisches SchlieBen unter Voraussetzung
der Axiome ermittelt werden (mathematischer Beweis).

Das logische SchlieBen folgt nach festen Regeln.

Einige dieser Regeln werden ebenfalls als logische Axiome vorausgesetzt, die anderen Regeln
lassen sich durch Kombinationen der logischen Axiome gewinnen.

Festlegung der logischen Schlussregeln:

1. Moglichkeit: durch Wahrheitstafeln,
2. Méglichkeit: durch einen Logikkalkiil.

Wahrheitstafeln

Jede wahre Aussage erhilt den Wahrheitswert 1, jede falsche den Wahrheitswert 0. Seien
A,B,... Aussagen. In Abhingigkeit ihrer Wahrheitswerte w(A), w(B),... werden die Wahrheits-
werte von Aussagen, die aus A,B,... und logischen Zeichen zusammengesetzt sind, festgelegt.



Wichtige Beispiele:
1) =A: nicht A, Negation von A

Al—A

11 0

0| 1

2)AANB: AundB

3) AV B: AoderB

4) A XOR B: entweder A oder B

5) A NAND B: nicht (A und B)

6) A NOR B: nicht (A oder B)
A|B|AAB|AVB|A XOR B|A NAND B|/A NOR B
111} 1 1 0 0 0
110, O 1 1 1 0
01| O 1 1 1 0
0/0] O 0 0 1 1




7) A — B: "aus A folgt B", "A impliziert B", "wenn A, dann B"

A/B/A— B
11 1
110 O
01 1
0/0] 1

Die Zuweisung w(A — B)=L1 in der dritten und vierten Zeile nennt man auch "ex falso

quodlibet”.
Ist A — B wabhr, also w(A — B)=1, dann schreiben wir auch A = B.
Man nennt in diesem Fall A eine hinreichende Bedingung fiir B und B eine notwendige Be-

dingung fiir A.

Beispiel

x=1=x*=1

Kennt man den Wahrheitswert einer aus mehreren Aussagen und logischen Zeichen zusam-

mengesetzten Aussage, dann kann man manchmal daraus Wahrheitswerte von einzelnen
Bestandteilen ermitteln.



8) A <+ B: "A st aquivalent zu B", "genau dann A, wenn B"

A/B|/A~ B
11 1
110 O
0/1] O
0/0] 1

Ist w(A <+ B)=1, dann schreiben wir auch A < B.

Beispiel
2x—1=1x=1

Tautologien

Eine aus den Aussagen A, B,... und logischen Zeichen zusammengesetzte Aussage, die un-
abhangig von w(A), w(B),... immer wahr ist, heift Tautologie. Tautologien kénnen durch
Wahrheitstafeln nachgewiesen werden.



Beispiele

1) AV—-A

2) "(AAN—-A) (Satz vom Widerspruch)
3) AN(A—B)=1B

4)A —-B< -B— A

AIB|l-A|l-B/A—-B|-B—+—-AA—B&-B—-A
1/1{ 0] O 1 1 1
1{0] 0| 1 0 0 1
0Oj1/1 0 1 1 1
0/[0 11 1 1 1

)

)

;

) "(AAB) & -AV B

) (AVB) < -ANA-B

) (A= B)AN(B—C)=A—C (Transitivitat der Implikation)
0) Distributivgesetze

JAAN(BVC)<= (AANB)V (ANC)

JAV (BAC) < (AVB)AN(AVC)



Anwendungen von Tautologien:

1) Tautologien liefern wichtige Beweistechniken.

Beispiel

Es gibt 3 Alternativen, um A = B zu beweisen:

a) Direkter Beweis

Angenommen, A sei wahr (anderenfalls gilt ohnehin A = B). Dann zeigt man durch eine
Kette von logischen Schliissen die Giiltigkeit von B.

b) Indirekter Beweis
Leige =B = —A durch einen direkten Beweis.

c) Widerspruchsbeweis
Leige, dass aus A A —B ein Widerspruch folgt, d.h. AA—B =- C A —C fiir irgendeine Aussage

C. Dann muss A A =B falsch sein und somit A = B gelten.



2) Aufgrund von Tautologien ist jede logische Verkniipfung von 2 Aussagen A,B (es gibt 16
verschiedene solche Verkniipfungen) jeweils dquivalent zu einer Aussage, in der nur A, B, —
und V auftreten, sowie dquivalent zu einer Aussage, in der nur A, B, = und A auftreten.

Beispiel

A—B< (AN-B)< -AVB

AuBerdem ist jede dieser 16 Aussagen jeweils dquivalent zu einer Aussage, in der nur A,B
und NAND auftreten, sowie dquivalent zu einer Aussage, in der nur A,B und NOR auftreten.
Beispiel

AANB < (ANAND B) NAND (A NAND B),

—(AAB) < ((ANAND B) NAND (A NAND B)) NAND ((A NAND B) NAND (A NAND B))

3) Tautologien helfen bei der Konstruktion und bei der Vereinfachung von elektrischen
Schaltkreisen (Grundlage eines jeden Computers).



Quantoren

Sei A(x) eine Aussage, in der die Variable x vorkommt.

Bezeichnungen:

V x: A(x)  "fir alle x gilt A(x)"

dx: A(x) "es existiert ein x, so dass A(x) gilt”
31 x: A(x) "es existiert genau ein x, so dass A(x) gilt”
V heiBt Allquantor, 3 Existenzquantor.

Verneinung von Quantoren:
Es gilt:

—(Vx:A(x)) < dx: -A(x)
—(dx:A(x)) & Vx: -A(x)
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Logikkalkiile

Fiir Details beziiglich der Einfiihrung eines Logikkalkiils (es gibt mehrere &quivalente
Moglichkeiten) und der Beziehung zwischen Logikkalkiilen und Wahrheitstafeln
(Vollstindigkeitssatze, 1. und 2. Gédelscher Unvollstandigkeitssatz, Turingmaschinen) siehe
zum Beispiel Ebbinghaus, Plum, Thomas: Einfiihrung in die mathematische Logik.
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2 Mengen

Die grundliegenden Objekte der Mathematik sind Mengen. Dabei setzt man voraus, dass
eine Art "Urmenge"” existiert, welche eine Sammlung von unendlich vielen Elementen ist.
In den Lehrveranstaltungen zur Mathematik |/Il geniigt es, von den natiirlichen Zahlen
N =1{1,2,3,...} als "Urmenge” auszugehen. Eine mathematisch exakte Definition von N
folgt demnachst.

Ausgehend von dieser "Urmenge” konnen dann durch festgelegte Mengenbildungsregeln
weitere Mengen gebildet werden.

Bezeichnungen
meM " m ist Element der Menge M ”
mé¢ M " m ist nicht Element der Menge M "
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Mengenbildungsregeln

1. Aussonderungsregel
Ist M, eine Menge und A(x) eine Aussage, dann ist M, = {x € M; : A(x)} eine Menge, d.h.
M, enthilt alle Elemente von My, fiir die A(x) wahr ist.

2. Vereinigungsregel

Sind My und M, Mengen, dann ist M3 =M UM, = {x:x € M|V x € M,} eine Menge. Mj;
heiBt dann Vereinigung von M, und M,.

3. Paarmengenregel

Sind M; und M, Mengen, dann ist M3 = {M;,M,} eine Menge. M3 heiBt dann Paarmenge
von My und M,. M5 enthilt die Mengen M, und M, als Elemente.

4. Gleichheitsregel
Zwei Mengen M und N sind gleich, wenn sie die gleichen Elemente besitzen.
In der formalen mathematischen Sprache schreibt sich diese Regel folgendermaBen:

VMVYN : (Vx: (xeM —-xeN)AN(xeN—->xeM)) —M=N)
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Eine Menge N heiBt Teilmenge von M, in Zeichen N C M, falls gilt:
Vx:xeN=xeM.

M heiBt dann Obermenge von N.
Ist N C M und N =% M, dann schreiben wir auch N C M.

In mancher Literatur wird " C" statt " C" und ; statt " C" verwendet.

5. Potenzmengenregel
Sei M eine Menge, dann ist &2 = {N : N C M} eine Menge, die sogenannte Potenzmenge
von M.

Seien M,N # (. Eine Zuordnungsvorschrift f, die jedem x € M genau ein
y = f(x) € N zuordnet, heiBt Abbildung oder Funktion.

Kurzschreibweise: f: M — N, x — f(x).

M heiBt Definitionsbereich von f.

Ist y = f(x), dann heiBt y das Bild von x (unter f) und x das Urbild von y.

6. Ersetzungsregel
Sei f eine Funktion und M Teilmenge des Definitionsbereichs von f. Dann ist f(M) =
{f(x):x € M} eine Menge, die sogenannte Bildmenge von M (unter der Funktion f).
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Aufgrund der Aussonderungsregel konnen wir auch fiir jede Teilmenge Y des Wertebereichs
einer Funktion f: M — N die Menge f~!(Y) = {x € M : f(x) € Y}, die sogenannte
Urbildmenge von Y, bilden.

Die Mengenbildungsregeln 1-6 erlauben weitere Mengenbildungen. Fiir zwei Mengen M, M,
ist zum Beispiel:

aA) MiNMy={x:xe MiANxeMy} ={x €M, :x €M}

die Schnittmenge von M; und M, (bei dieser Mengenbildung wird die Aussonderungsregel
angewandt). Ist M; N M, = 0, dann heiBen M, und M, disjunkt.

b) Ml\MQI{X:XGMl/\X¢M2}:{X€M1 Z)CgéMz}
die Differenzmenge von M; und M,. Ist M, C My, dann heift M; \ M, auch das Kom-
plement von M, in My, in Zeichen: M5.

C) My x M, = {(ml,mz) :my € My ANmp EMz}

das kartesische Produkt von My und M,. Hierbei ist (my,my) = {m,{m;,}} das soge-
nannte geordnete Paar von m; und m;. Im Unterschied zur Menge {m,my} = {my,m;}
ist bei geordneten Paaren die Reihenfolge von m; und m, entscheidend, d.h. (m,m,) #
(my, my), falls my # my ist. Insbesondere gilt (my,my) = (m),m}) < my =m| Amy =m,.

15



Allgemeiner erhilt man fiir Mengen My, ..., M,:

a) U M, =M UM,U---UM, = {x:EIjE {1,,71} ZXGM]'}
k=1
die Vereinigung der Mengen M, ..., M,.

b) N\ My = MiNMN---NM, = {x:Vje{l,....n} :xe M}
k=1
die Schnittmenge von M;,...,M,.

C) [IM, =M xMyx---xM, = { &xl,...,xnz I\V/jE{l,...,n}IXJ'EMj}
k=1 geord netgg n-Tupel
das kartesische Produkt von My,... . M,. Ist M{ =M, = --- = M, = M, dann schreibt
man auch M" statt M x --- X M.

n—}rach
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Rechengesetze fiir Mengen
Seien L, M, N Mengen, dann gilt:
1. Assoziativgesetz
(a) (LUM)UN=LU(MUN)
(b) (LNM)NN=LN(MNN)
2. Kommutativgesetz
(a) MUN=NUM
(b) MNN=NNM
3. Distributivgesetz
(a) LUMNN)=(LUM)N(LUN)
(b) LN(MUN) = (LNM)U(LNN)
4. De Morgan’sche Regeln
(a) L\(MUN) = (LAM)N (L\N)
(b) L\(MNN) = (L\M)U(L\N)
Wir erkennen: U bei Mengen entspricht VV bei Aussagen, M bei Mengen entspricht A bei
Aussagen und \ bei Mengen entspricht — bei Aussagen.
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Relationen

Seien M,M, Mengen. Jede Teilmenge R C M) x M, heiBt (zweistellige, bindre) Relation
(zwischen M und M,). Fiir (x,y) € R schreibt man auch xRy.

Sei f : M, — M, eine Funktion. Dann ist der sogenannte Graph
G(f) = {x,y) eMixMy:y=fx)} = {(x,f(x)) € My X M}
von f eine Relation. Ist umgekehrt R eine Relation zwischen M und M, mit der Eigenschaft
Vxe M3lyeM,: (x,y) €R,
dann ist R=G(f) mit f: My — My, x+— y.

Eine Relation R C M x M heiBt Aquivalenzrelation (auf M), falls
(i) Ya € M : aRa (R ist reflexiv)

(ii) Va,b € M : aRb < bRa (R ist symmetrisch)
(iii) Va,b,c € M : aRb AbRc = aRc ( R ist transitiv)

Fiir Aquivalenzrelationen verwendet man haufig das Zeichen ~ statt R.
Sei ~ eine Aquwalenzrelatlon auf M und a € M. Dann heiBt die Menge
[a] == {beM:b~ a} die Aquivalenzklasse von a (bzgl. ~).
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Axiome der Mengenlehre

Formuliert man die Mengenbildungsregeln 1) - 6) aus 2.1 sowie das Postulat der Existenz
einer unendlichen " Urmenge” mathematisch exakt in der formalen mathematischen Sprache,
dann erhdlt man das Zermelo-Fraenkelsche Axiomensystem der Mengenlehre.

Dieses Axiomensystem schlieBt Mengenbildungen aus, die in sich widerspriichlich sind, wie
zB. {M:M¢&M}.

Ein zusatzliches Axiom der Mengenlehre ist das sogenannte Auswahlaxiom. Es erleichtert
viele mathematische Argumentationen, impliziert aber auch iiberraschende Aussagen wie
das Banach-Tarski Paradoxon.

Fiir Details sieche zum Beispiel Ebbinghaus.
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3 Die reellen Zahlen

3.1 Einfithrung der reellen Zahlen

Moglichkeit 1:
Konstruktion der reellen Zahlen ausgehend von den natiirlichen Zahlen:

1. Schritt:
Definition der natiirlichen Zahlen durch ein Axiomensystem (Peano-Axiome):

Die natiirlichen Zahlen bilden eine Menge N, auf der eine Abbildung v : N — N (Nachfol-
gerfunktion) definiert ist mit folgenden Eigenschaften:

(N;) 3! x e N:x ¢ v(N). Bezeichnung: 1 :=x
(Nz) an,ng e N: V(nl) = V(nz) — N = Nny.

(N3) Induktionsaxiom:
Ist M C N und gilt

(i) 1 €M und
(i) neM=v(n) eM,
dann ist M = N.
Man bezeichnet nun: 2:=v(1), 3:=v(2),...
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Fiir m,n € N sei
m+1:=v(m), m+(n+1):=v(m+n),
m-1:=m, m-(n+1):=m-n+m.
Aufgrund von (N3) sind auf diese Weise m+n und m-n fiir alle n,m € N definiert.
AuBerdem definiert man

m<n:<ddeN:m+d=n.

Ausgehend von diesen Definitionen von +,-, < kdnnen mit Hilfe von (N3) alle bekannten
Rechengesetze von N (z.B. Assoziativgesetz, Kommutativgesetz, Distributivgesetz, Umfor-
mungsregeln fiir Ungleichungen) bewiesen werden.

Alternativ kann in (N;) und (N3) die 1 durch die 0 ersetzt werden und 1 := v(0) gesetzt
werden. Dann ist 0 € N.

Anderenfalls fiihrt man Ny := NU{0} ein, um die 0 einzubeziehen.
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2. Schritt:

Konstruktion der ganzen Zahlen Z ={...,—2,—1,0,1,2,...} aus N durch Bildung geord-
neter Paare, z.B. (1,2) fiir 1 —2 =: —1, und Aquivalenzklassenbildung zur Gleichsetzung
gleichwertiger Differenzen, z.B. (1,2) ~ (2,3) wegen 1 —2=2—3.

Erweiterung der Definitionen von +,-, < auf Z.

3. Schritt:

Konstruktion der rationalen Zahlen Q =" : m € Z,n € N} aus Z durch Bildung geordneter
Paare, z.B. (1,2) fiir 1 : 2 =: % und Aquivalenzklassenbildung zur Gleichsetzung erweiterter
oder gekiirzter Briiche, z.B. (2,4) ~ (1,2) ~ (3,6) wegen 2 =1 =2

276
Erweiterung der Definitionen von +, -, < auf Q.

4. Schritt:

Konstruktion der reellen Zahlen R aus Q zum Beispiel mit Hilfe von Intervallschachtelungen
zur Definition der irrationalen Zahlen (nicht abbrechende, nicht periodische Dezimalbriiche).
Erweiterung der Definitionen von +,-, < auf R.

Auf der Basis der oben skizzierten Konstruktionen und Definitionen lassen sich alle bekann-
ten Rechengesetze von N,Z,(Q und R beweisen.

Fir mehr Details siehe Lehrbiicher fir Mathematikstudentlnnen, teilweise aber auch
Lehrbiicher fir Informatikstudentlnnen.
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Moglichkeit 2:
Beschreibung von R durch Axiome:

Die reellen Zahlen bilden eine Menge R, in der folgende Axiome gelten:
1) die Korperaxiome, siehe 3.2,

2) das Induktionsaxiom, siehe 3.3,

3) die Anordnungsaxiome, siehe 3.4,

4) das Supremumsaxiom, siehe 3.5.

Mit Hilfe der Konstruktionen aus Moglichkeit 1 kann unter Voraussetzung der Existenz
von N bewiesen werden, dass eine (bis auf strukturerhaltende Kopien) eindeutige Menge R
existiert, welche die Axiome 1) - 4) erfiillt. Aus den Axiomen 1) - 4) folgen alle bekannten

Rechengesetze von R, Q,Z und N.
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3.2 Die Korperaxiome und Folgerungen

Axiom 1 Auf der Menge der reellen Zahlen R sind zwei Verkniipfungen, d.h. Abbildungen

von R X R nach R, ndmlich + (Addition) und - (Multiplikation) definiert mit folgenden
Eigenschaften:

(Ay) Va,b,ceR: (a+b)+c=a+(b+c) (Assoziativitit von +)
(A))Va,beR: a+b=b+a  (Kommutativitit von +)

(A3) ' xeRVaeR: a+x=a  (Neutrales Element bzgl. +)
Bezeichnung: 0 := x.

(Ay)) VaeRA'yeR: a+y=0  (Inverses Element bzgl. +)
Bezeichnung: —a :=y

(M) Va,b,ceR: (a-b)-c=a-(b-c) (Assoziativitat von -)

(My)Va,beR: a-b=b-a  (Kommutativitat von -)

(M3) ' peRVaeR: a-p=a (Neutrales Element bzgl. -)
Bezeichnung: 1 := p.

(My) Vae R\{0}F'geR: a-g=1 (Inverses Element bzgl. -)
Bezeichnung: a™ ! := é =q.

(D) Va,b,ceR: a-(b+c)=a-b+a-c  (Distributivitit)
Hierbei sei Punktrechnung vor Strichrechnung vereinbart, d.h.
a-b+a-c=(a-b)+(a-c).

24



Definition
a) Eine Menge M mit einer Verkniipfung x : H «H — H heiBt Halbgruppe, falls gilt
Vx,y,2z€EM: xx(y*xz) = (x*xy) *2z,
d.h. falls x assoziativ ist.
b) Eine Halbgruppe (M,*) heiBt Monoid, falls gilt
dee MVxEM: exx=x=xxe,
d.h. falls ein neutrales Element existiert.
c) Ein Monoid (G,*) heiBit Gruppe, falls gilt
Vxe Gye G. yxx=e,
d.h. falls ein linksinverses Element zu x existiert, namlich y
d) Eine Gruppe (A,*) heiBt abelsch oder kommutativ, falls gilt
VX,yEA: xxy=yxxX,

d.h. falls x kommutativ ist.
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Satz 3.1 Sei (M, x) ein Monoid. Dann gibt es genau ein neutrales Element in M.

Satz 3.2 In jeder Gruppe (G,x*) gilt:

(i()Vx,y € G: yxx=e=xxy=ce, d.h. jedes linksinverse Element ist auch rechtsinvers
und somit invers (d.h. links- und rechtsinvers).

(VxeGAlye G: yxx=e=xxy
Bezeichnung: x' :=y

(i) Va,b € G x€ G: axx=0»b
(iv)Va,bc Gl ye G: yxa=b
(vV)V¥xeG: (x ) l=x
(vi)Vx,y € G: (xxy) ' =y lsx!
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Definition
a) Eine Menge R mit zwei Verkniipfungen +,- heiBt Ring, falls gilt:
(i) (R,+) ist kommutative Gruppe.
(ii) (R,-) ist Monoid.
(i) Va,b,c e R: (a+b)-c=a-c+b-c N a-(b+c)=a-b+a-c (Distributivgesetz)
Hierbei gilt Punkt vor Strich, d.h.a-c+b-c=(a-c)+ (b-c¢)
(iv) 0 # 1, wobei O das neutrale Element bzgl. + und 1 das neutrale Element bzgl. -

bezeichnet.

b) Ein Ring (R,+,-) heiBt kommutativ, falls - kommutativ ist.
c) Ein Ring (R,+,-) heiBt Kérper, falls (R\{0},-) eine kommutative Gruppe ist.

Bezeichnungen

— x := Inverses von x bzgl. +,
x—y::x+(—y),

1.— x=1 .= Inverses bzgl. -,

X

i::x:y::x-y_l,
x?i=x-x,

Xy i =Xx-Y.
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Mit Hilfe der eben eingefiihrten Fachbegriffe und wegen der Satze 3.1 und 3.2 kénnen wir
das Axiom 1 erheblich kiirzer formulieren:

Axiom 1 Auf R sind zwei Verkniipfungen + und - definiert und (R,+,-) ein Kérper.

Satz 3.3 In jedem Ring (R,+,-) (und somit auch in jedem Koérper, insbesondere in
(R,+,-)) gelten:

()VxeR: 0-x=0=x-0

(i) Vx,y€eR: (—x)-y=—(x-y) und damit (—1) -x = —x
(i) Vx,y € R: (—x)-(—y)

(iv) Vx,y,z€ R: —x(y—2) = —xy+xz

Satz 3.4 In jedem kommutativen Ring (R,+,-) (und somit auch in jedem Kérper, insbe-
sondere in (R, +,-)) gelten die binomischen Formeln

(i) Va,b €R: (a+b)* = a*+2ab+ b,
(ii)Va,b € R: (a—b)* = a*—2ab+ b,
(iii) Va,b € R : (a+b)(a—b) = (a*—b?).
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Satz 3.5 In jedem Kérper (K,+,-) (und somit auch in (R,+,-)) gelten:
(i)Va,beK: ab=0 < a=0V b=0

a ¢ a d ad
1 K K === —
(i) Va € K Vb, c,d € K\{0} P
a ¢ ad=+bc
K K R
(iii) Ya,c € K Vb,d € K\{0} s o
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3.3 Das Induktionsaxiom und Folgerungen

Axiom 2 (R, +,-) enthilt eine Teilmenge N, welche das folgende Induktionsaxiom erfiillt:
Ist M C N und gilt

(i) 1 € M (wobei 1 das neutrale Element der Multiplikation in R ist),
(i)neM=n+1eM,
dann ist M = N. N st die Menge der natiirlichen Zahlen.

Satz 3.6 (Volistindige Induktion) Fiir n € N sei A (n) eine Aussage. Es gelte
(i) A(1) ist wahr. (Induktionsanfang)

(ii) Fiir alle n € N gilt: Ist A (n) wahr (Induktionsannahme, Induktionsvoraussetzung), dann
ist auch A (n+ 1) wahr (Induktionsschritt).

Dann ist A (n) fiir alle n € N wahr (Induktionsschluss).
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Definition (Summenzeichen, rekursive Definition)

1

Zak = a1

k=1

n+1 n

de = (Z%) + ani1
k=1

k=1

Satz 3.7 (arithmetische Summenformel)

n-(n+1)
2

VneN: zn:k:
k=1
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Definition (Ny, Z, Q als Teilmengen von R)
Ny := Nu{0}
Z = NoU{—n:neN} (ganze Zahlen)
Q = {L:n€Z,meN} (rationale Zahlen)

Satz 3.8

(i) (N, +) ist eine Halbgruppe.

(i1) (No,+), (N, ) sind Monoide.

(iii) (Z,+,-) ist ein kommutativer Ring.
(iv) (Q,+,-) ist ein Kérper.
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Definition Firx € R und n € N sei

o=,
x' = x,
xn—i—l = y.x"
. 1
Ist x £ 0, dann sei auBerdem x™" := o

Satz 3.9

(i) Vx e R\ {0} Vm,n € Z : X" =x"-x"
(i) Vx € R\ {0} Vm,n € Z : X" = (x™)"
(i) Vx,y e R\{0}Vn e Z: (x-y)" =x"-y"

Satz 3.10

(i)VCJGR\{l}:Xi‘,qk: -4

n+1

1 (geometrische Summenformel)
—q

n—1
(i)Va,beR: (a—Db)- Z (" D) =a" = b
k=0
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3.4 Die Anordnungsaxiome und Folgerungen

Axiom 3 (R,+,-,<) ist ein angeordneter Kérper, das heiBt, auf dem Kérper R ist eine
Relation < (Kleiner-Relation) definiert, welche die folgenden Anordnungsaxiome erfiillt:

(O1)Va,b e R:a<b XOR a=b XOR b < a (Trichotomie)
(O2)Va,b,c e R:a<bAb < c= a<c (Transitivitit)
(O3)Va,b,c € R:a <b=a+c<b+c (Vertraglichkeit mit +)

(O4)Va,b,c e R:a<bN0O<c=a-c<b-c (Vertraglichkeit mit Multiplikation mit
positiver Zahl)

Bezeichnungen

a>b & b<a (GroBer-Zeichen)

a<b:&= a<bVa=b (Kleiner-Gleich-Zeichen)
a>b = a>bVa=b (GroBer-Gleich-Zeichen)

R* := {a€R:a>0} (positive reelle Zahlen)

Ry = {a€R:a>0} (nicht negative reelle Zahlen)

34



Definition Eine Relation R C M x M heiBt Ordnungsrelation (auf M ), falls gilt:
(i)VYa € M : aRa (R ist reflexiv)

(i) Ya,b € M : aRb N\bRa = a=1>b (R ist antisymmetrsich)

(iii) Ya,b,c € M : aRb ANbRc = aRc (R ist transitiv)

Satz 3.11 Fiir alle a,b,c € R gelten:

(1) a>0& —-a<0
a<0& —a>0

(2) a# 0= a*>0 (insbesondere 1 =1%>0)

1
(3) a>0=->0

a

1
a<0=-<0
a

(4) (a<bAc<0)=a-c>b-c
1

1
5 0 b= — < —
(5) <a< b<a
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Satz 3.12

(Bernoulli-Ungleichung) Firx ¢ R, x > 1 und n € N gilt

(1+x)">14+n-x

Definition (Intervalle)
a,bl:={x € R:a <x<b} (abgeschlossenes Intervall)
la,bl:={x € R:a <x < b} (offenes Intervall)
a,bl:={x e R:a <x < b} (rechts halboffenes Intervall)
a,o[:={xeR:a<x}
Analog definiert man |a,b], |—oo,b|, |a,eo[, | —oo,00[=R
Definition (Betrag von x)

x| :=

x, falls x>0
—x, falls x <0
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Satz 3.13 Fiir alle a,b € R gelten:

(i) la] > 0N (la] =0<a=0)

(ii) |la| > an(la|=a<a>0)

(iii) |a- b = |a] - D]

(iv) la+b| < |a|+|b| (Dreiecksungleichung)

(v) ||la| —|b|| < |a—b| (Dreiecksungleichung nach unten)
(vi) la-b| <1 (a*+b?)

Satz 3.14Va,bcQ:a<b=3dceQ:a<c<b
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3.5 Das Supremumsaxiom und Folgerungen

Definition Sei M C R.

a) a € R heiit obere Schranke, falls Vx e M : x < a.
a € R heiBt untere Schranke, falls Vx e M : x > a.

b) M heiBt nach oben (bzw. nach unten) beschrankt, falls M eine (und damit unendlich
viele) obere (bzw. untere) Schranken besitzt. M heiBt beschrinkt, falls M nach oben
und nach unten beschrankt ist.

c)a € R heiBt Maximum (bzw. Minimum) von M, falls a € M ANx € M : x < a (bzw.
x>a)
Bezeichnung: a = maxM (bzw. a = minM ).

d) a € R heiBt Supremum von M, falls a die kleinste obere Schranke von M ist, d.h.
(VxeM:x<a)AN(Ve>0dmeM:a—e<m<a).

a € R heiBt Infimum von M, falls a die gréBte untere Schranke von M ist.
Bezeichnung: a = supM (bzw. a = infM ).

Bemerkung
Ein Maximum ist gleichzeitig Supremum, ein Minimum gleichzeitig Infimum, aber nicht
umgekehrt.
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Axiom 4 Jede nichtleere, nach oben beschrinkte Teilmenge von R besitzt ein Supremum.

Satz 3.15 Jede nichtleere, nach unten beschrankte Menge M C R besitzt ein Infimum.

Satz 3.16 R ist ein archimedisch geordneter Kérper, d.h. es gilt
VxeRT" IneN:n>ux. (A)

Korollar 3.17

1
Ve>0dnpoeNVn>ny:— <E€E.
n

Satz 3.18 (Existenz der n-ten Wurzel)
VaeRy VneNIxe Ry :x" =a.

Bezeichnung: x = V/a = an, Ja = /a.
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Definition Fiira € R und m,n € N sei

m n _m 1
n n

ar :=va", a n.:=—;.
n

Satz 3.19 )VxeR"VrsecQ: X =x"-x°
iNVx e RTVrse Q:x = (x)*
i) Vx,y ER*VreQ: (x-y) =x"-y"
Satz 3.20 \/2 ist irrational, d.h. v/2 € R\Q.
Definition
a) Sein € 7. Die Zahl m € N heifit Teiler von n (Bezeichnung: m|n), falls
ke Z:n=km.

n heiBt dann teilbar durch m und m teilt n.

b) Die Zahlen p,q € 7 heiBen teilerfremd, falls kein k € 7\ {1} existiert mit k|p und k|q.
c) Die Zahl n € 7Z heiBt gerade, falls 2|n. Anderenfalls heiBt n ungerade.

Satz 3.21 Fiir alle n € N gilt:
n gerade <= n* gerade.
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Satz 3.22 Es seien a € R\{0}, b,c € R und b*> > 4ac. Dann gilt:

—b++b?—4ac
2a '

ax* +bx+c=0 < X1y =
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4 Zahlentheorie

4.1 Kombinatorik

Definition Es seien M C N und r € N,

a) Jedes r-Tupel (ay,...,a,) € M" heiBt eine r-Permutation (aus M ) mit Wiederholung.
Anwendungen:

1. Ziehen von r Kugeln aus einer Urne mit Zuriicklegen. Die Reihenfolge der Ziehung ist
von Bedeutung.

2. Verteilen von r unterscheidbaren Kugeln auf so viele Zellen, wie M Elemente hat, mit
Mehrfachbesetzung von Zellen.
b) Jedes r-Tupel (ai,...,a,) € M" mit a; # a; fiir i # j heiBt eine r-Permutation ohne
Wiederholung.
Anwendungen:
1. Ziehen ohne Zuriicklegen, Reihenfolge ist von Bedeutung.
2. Verteilen ohne Mehrfachbesetzung, Kugeln sind unterscheidbar.
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c) Jede Teilmenge von M mit r Elementen {a,...,a,} € &?(M) heiBt r-Kombination (aus
M ) ohne Wiederholung.

Anwendungen:
1. Ziehen ohne Zuriicklegen, Reihenfolge ist egal.

2. Verteilen ohne Mehrfachbesetzung, Kugeln sind ununterscheidbar.

d) Jedes r-Tupel (ay,...,a;,) € M" mit ay < ay < --- < a, heiBt eine r-Kombination mit
Wiederholung.

Anwendungen:
1. Ziehen mit Zuriicklegen, die Reihenfolge ist egal.

2. Verteilen mit Mehrfachbesetzung, Kugeln sind ununterscheidbar.
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Definition
a) (Produktzeichen)

n+1 n
Hak = ajy, Hak = <Ha ) ayy1, neN, also Hak:al-

n+1

Hak —Hak 1-
b) (Fakultat)

0:=1, nl:=]]k, neN, alson!=1-2-...-n.
c) (Binomialkoeffizient)

o o o—k (o
::1 ::—
(0) ! (k+1) k+1(k>’ k&No, also

a\ o(o—1)-..-(x—k+1)
(k) = o , falls k € N,

!
(Z) = (n” g Jalls k€ Nound k <n.
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Satz 4.1 Es sei M C N mit n Elementen und r € N mit r < n. Dann gibt es genau

a) n" mégliche r-Permutationen mit Wiederholung,

b) (n rl=n-(n—1)---(n—r+1) mogliche r-Permutationen ohne Wiederholung, ins-
r

besondere n! mégliche n-Permutationen ohne Wiederholung.

c) (n) mogliche r-Kombinationen ohne Wiederholung.
r

—1
d) (n—l— ' ) mogliche r-Kombinationen mit Wiederholung.

r

45



Satz 4.2 Es seien n,k € Ny, k <n und a,a,b € R. Dann gilt:

a) (g) — 1

THEEN

9 (D)+ (6 ) - (50)
d) (Binomischer Satz)

(a+b)" = i (Z) a" bt

k=0
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Bemerkung

GemaB Satz 4.2 ergeben sich die Werte von (n

k
(o) !
(o)

(1) Lo
6 0O 6 L2 o1
H 0 6 L3 3 1
S

) aus dem Pascalschen Dreieck:

GG 146 4

4

(o)
Somit gilt z.B. (a+b)* = a* +4a’b + 6a*b* + 4ab® + b*.
Korollar 4.3

L)

Bemerkung

Wegen Satz 4.1 c¢) folgt aus Korollar 4.3: Die Potenzmenge einer n-elementigen Menge hat
genau 2" Elemente.

Diese Aussage kann allerdings auch direkt mit vollstandiger Induktion bewiesen werden.
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4.2 Teilbarkeit und Primzahlen
Definition
a) Fiira,b € Z, (a,b) # (0,0) heift
geT(a,b) == max{d € N:d|aNd|b}
der groBte gemeinsame Teiler von a und b.
b) Fiir m,n € N heiBt
kgV(m,n) := min{qg € N : m|q An|q}

das kleinste gemeinsame Vielfache von m und n.

Satz 4.4 (Teilen mit Rest) Seien n,m € N mit n > m. Dann gibt es eindeutig bestimmte
Zahlen g € N, r € Ny mit

n=gm+r N r<m-—1.

Dabei gilt ggT(n,m) = ggT(m,r).

Hilfssatz 4.5
Vnm,a,B € Z¥d e N:dnNdlm = d|an+ Bm.
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Satz 4.6 (Euklidischer Algorithmus zur Berechnung des ggTs) Seien n,m € N
mit n > m. Dann existieren eindeutig bestimmte Zahlen N, q,...,qn11, 71,-..,¥n € N mit

n=qgm-+ri ANrir<m-—1,
m=qri+nANnrn—1<m-2,
rn=qr+rANrn<rn-—1,

IN—2 = gNIN—1+IN N1y <ry_1—1,
rN—1=gn+17N T 0,

und es gilt ry =ggT(m,n).
Definition p € N\ {1} heiBt Primzahl, falls 1 und p die einzigen Teiler von p sind.

Hilfssatz 4.7 Seien m,n € N und p eine Primzahl. Dann gilt: plmn = p|m V p|n.

Satz 4.8 (Fundamentalsatz der Arithmetik) Jede natiirliche Zahl n > 2 lasst sich als
Produkt von Primzahlen darstellen, wobei die Darstellung bis auf die Reihenfolge der Prim-
faktoren eindeutig ist.
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Korollar 4.9 Sein=p''-...-p* und m=p}'-...-p*, wobei p1,...,pr Primzahlen und

ri,..., 1w € Ng seien. Dann gilt:
ggT(n, m) — prlnin{rl 7S1} C p;{nin{rk,sk}’
kgV (n,m) = pflnax{rml} . ,pzlax{rkﬂk}.

Satz 4.10 (Satz von Euklid) Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Bemerkung
Anwendungen von Teilbarkeit und Primzahlen gilt es zum Beispiel beim modularen Rechnen
und in der Kryptographie.
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4.3 Stellenwertsysteme

Ublicherweise stellen wir natiirliche Zahlen mit Hilfe der zehn Ziffern 0,1,...,9 dar, zum
Beispiel 108 =1-10>+0-10' +8-10° Das geht auch mit weniger oder mehr Ziffern.

Definition Sei n € N und g € N\ {1}. Die Darstellung
N .
n=(ayay—_1an_z...ap)s := Z a;g’
j=0

mit N € N und ay,...,an € Z,, wobei Z,eine Menge mit g Elementen ist, heit g-adische
Entwicklung von n. g heilst Ziffernbasis und die Elemente aus Z, heiBen Ziffern.

Satz 4.11 Sei g € N\ {1} vorgegeben. Dann besitzt jedes n € N eine eindeutige g-adische
Entwicklung, d.h. es existieren eindeutig bestimmte N € N und ay,...,ay € Z,, so dass

n=(an,an—i,...,a0)g N\ a #0 gilt.
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Die g-adische Entwicklung kann zum Beispiel folgendermaBen berechnet werden:
1. Schritt: Bestimme N € N mit gV <n < gV*!.

2. Schritt: Teile n durch g" mit Rest, d.h. bestimme n =ay —g" +ry mit 0 < ry < g"
und O <ay <g—1.

3. Schritt: Teile ry durch g¥~! mit Rest, d.h. bestimme

rv = ay—1g" Ty mit0<ry <gV0<ay 1 <g—1,

rno=aigl+r mit0<r <g,0<aq <g-—1,

— 0 _
ry = apg — dyp.

Dann ist n = (ayay—_1,.-.,a0),.
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5 Reelle Funktionen

5.1 Allgemeine Grundbegriffe
Definition

a) Zwei Funktionen f : My — Ny und f, : My — N, heilen gleich, falls
My =M, und fi(x) = f>(x) fiir alle x € M, gilt.

b) Seien f;: My — Ny und f, : My — N, zwei Funktionen, wobei My C M, und f(x) = f>(x)
fiir alle x € M, gilt. Dann heiBt f, die Fortsetzung von f| auf M, und f, die Einschrankung
von f> auf My, in Zeichen : fi = f> |u,.

Definition Eine Funktion f : M — N heift

a) injektiv, fallsVx,y e M : f(x)=f(y) = x=y
b) surjektiv, fallsVy e N Ixe M : y = f(x)

c) bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.

Definition Seien f:A — B und g : B — C Funktionen, wobei B C B’ sei. Dann heift
gof:A—Cx (gof)(x):=g(f(x))

Verkettung oder Hintereinanderausfiihrung von f und g.
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Bemerkung
Die Verkettung von Funktionen ist assoziativ, denn es gilt

(hog)of = (hog)(f(x)) =h(g(f(x)))=h((gof)(x))
= ho(gof),

aber im Allgemeinen nicht kommutativ.

Satz 5.1 /st eine Funktion f : M — N bijektiv, dann existiert genau eine Funktion f~!:
N — M, die sogenannte Umkehrfunktion oder inverse Abbildung von f, mit

flof=Idy N fof '=Idy,

wobei Idy; : M — M,x +— x, Idy : N — N,x +— x die sogenannten identischen Abbildungen
oder Identitaten auf M bzw. N sind.

Definition Unter einer Menge {f,g,...} von Funktionen versteht man die Menge ihrer
Funktionsgraphen, wobei jede Funktion mit ihrem Graph identifiziert wird, d.h. {f,g,...} :=

1G(f),G(8),---}-

Satz 5.2 Sei Sy, die Menge aller bijektiven Abbildungen (Funktionen) auf einer nichtleeren
Menge M. Dann definiert die Verkettung o eine Verkniipfung auf Sy und (Sy;,0) ist eine
Gruppe.
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Definition Seien M 0, x € R und f,g: M — R reellwertige Funktionen. Dann definiert
man f+g,0g und fg durch

fre:M =R, x = f(x)+g(x),
of :M—R, x — af(x),
f8:M—R, x — f(x) g(x).

Definition Sei I ein Intervall und f : I — R eine reelle Funktion. Dann heiBt f

a) monoton steigend, fallsVx,yel:x<y = f(x) < f(y),

b) streng monoton steigend, falls Vx,y el :x <y = f(x) < f(y),
c) monoton fallend, fallsVx,y eI :x <y = f(x) > f(y),

d) streng monoton fallend, fallsVx,y eI :x <y = f(x) > f(y),

Bemerkung
Streng monoton steigende und streng monoton fallende Funktionen sind injektiv.
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5.2 Polynomfunktionen
Definition

a) Sei (R,+,-) ein kommutativer Ring. Ein Term der Form Y a;x* mit a; € R fiir k =
k=0

n

0,...,n heiBt Polynom und eine Funktion p: R — R, x— Y aix*
k=0
heilBt Polynomfunktion.
b) Ist a,, # 0, dann heiBt n der Grad des Polynoms. Sind alle Koeffizienten a; =0, dann
heiBt das Polynom Nullpolynom und sein Grad wird gleich -1 gesetzt. Polynome vom
Grad < 1 heiBen konstant, vom Grad 1 linear und vom Grad 2 quadratisch.

c) Gilt ay,...,a, € R, dann heiit das Polynom reell und die zugehérige Polynomfunktion
ganzrationale reelle Funktion oder reelle Polynomfunktion.
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Satz 5.3 (Koeffizientenvergleich) Seien ay,...a,,by,...,b, € R mit a,,b,, # 0,

Z axX* und q(x Z bix*.

Gilt p(x) = q(x) fiir alle x € R, dann folgt m = n und a;, = by, fiir alle k =0,...,n

Aus diesem Satz folgt, dass die zugehdrigen Polynomfunktionen zweier verschiedener reeller
Polynome, d.h. zweier reeller Polynome mit verschiedenen Koeffizienten, nicht gleich sein
kdnnen. Daher werden wir reelle Polynome mit reellen Polynomfunktionen identifizieren und
zu reellen Polynomfunktionen auch reelle Polynome sagen. Sind dagegen die Koeffizienten
ao, - ..,d,, by, ..., b, Elemente eines endlichen Korpers, dann gilt die Behauptung des Satzes
5.3 nicht und wir miissen zwischen Polynomen und Polynomfunktionen unterscheiden.

57



Satz 5.4 Seien p,q reelle Polynome mit p(x) = ¥, ajx*, q(x) = ¥ bix*, n > m und seien
k=0 =

k=0
o,B € R. Dann gilt

(ap+Bqg)(x) = aao+ PBbo+ (aay+ Bby)x+ ...+ (aa,+ Bby)x" + ...+ aax" |
(p-q)(x) = agho+ (a1by+ aohy)x + (aybg + arby + aph2)x* + ... 4 apb,,x" ™

mit ¢, = Zajbk_j , falls man a,,.1=...=a,,, :=0 und
=0
bpi1=...= by, :=0 setzt.

Die Menge R|x| aller reellen Polynome bildet mit den Verkniipfungen + und - einen
kommutativen Ring.

Dabei gilt fiir alle p #£ 0 und g # 0 :

Grad(p+ q) < max{Grad(p),Grad(q)} mit Gleichheit fiir Grad(p) # Grad(q)

und Grad(p - q) = Grad(p) + Grad(q).
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Definition

a) Ein Polynom p, heiBt Teiler eines Polynoms p; (Bezeichnung p, | p1), falls ein Polynom
q existiert mit py = g - p».

b) Zwei Polynome py, p, heiBen teilerfremd, falls kein Polynom p mit Grad(p) > 1 existiert
mit p | p1 und p | ps.

c) Fiir zwei Polynome a,b, wobei (a,b) # (0,0), heiBt ein Polynom d ein gréBter gemein-
samer Teiler von a und b (Bezeichnung d € ggT (a,b)), falls

(i) dla N d|b
(ii) gla N q|b = Grad(q) < Grad(d).

d) Ein Polynom p mit Grad(p) > 1 heiBt Primpolynom, falls gilt
p=p1-p» = Grad(p;)=0 V Grad(p,) =0.
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Satz 5.5 a) Seien py, p, reelle Polynome mit Grad(p,) > Grad(p;) > 1. Dann gibt es
eindeutig bestimmte reelle Polynome q,r mit

pr=gqp2+r N Grad(r) < Grad(p)

Dabei gilt ggT (p1,p2) = 88T (p2, 7).

b) Zu je zwei reellen Polynomen a,b mit (a,b) # (0,0) gibt es groBte gemeinsame Teiler.
Aus dy,dy € ggT (a,b) folgt dy = cd, fiir ein ¢ € R\ {0}. Die gréBten gemeinsamen
Teiler ggT (a,b) kénnen mit Hilfe des euklidischen Algorithmus (mit reellen Polynomen
statt mit natiirlichen Zahlen) berechnet werden.

Bemerkung
Das Teilen von reellen Polynomen kann man mit Hilfe des Verfahrens der Polynomdivision

durchfihren.

Satz 5.6 Jedes reelle Polynom vom Grad > 1 lasst sich als Produkt von Primpolynomen
darstellen, wobei die Darstellung bis auf die Reihenfolge der Primfaktoren eindeutig ist.
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Definition Sei p ein Polynom. A heit Nullstelle von p, falls p(A) = 0 ist.

Satz 5.7 Sei p ein reelles Polynom vom Grad > 1. Dann gilt :
A ist Nullstelle von p < x— A st Teiler von p

Korollar 5.8 Jedes reelle Polynom vom Grad n > 1 hat héchstens n verschiedene Nullstel-
len.

Definition A heiBt k-fache Nullstelle eines Polynoms p oder Nullstelle mit Vielfachheit k,
falls

p(x) = (x=A)*pi(x) mit pi(A) #0

Satz 5.9 Sei p(x) = i ax® mit ag,...,a, € 7. Ist x = g Nullstelle von p, sind a,b € Z
k=0
und sind a,b teilerfremd, dann gilt a | ay und b | a,.
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Definition Seien p,q reelle Polynome. Eine Funktion f: D — R, x+— % mit
q(x

D ={x e R:q(x) # 0} heiBt (gebrochen-)rationale reelle Funktion.

Bemerkung
Ist A eine k-fache Nullstelle von g und eine m-fache Nullstelle von p mit m > k, dann

~ ~ X ~
existieren reelle Polynome pjy,q;, so dass f: D — R, x— plg )) mit D =DU{A} eine
qi\x
Fortsetzung von f ist.

Bemerkung
n
Die Berechnung von Funktionswerten von p(x) = ¥ a;x* an einer Stelle x = x; lasst sich

k=0
in vielen Fallen effizienter durchfiihren, wenn man p(x) in der Form

p(x) = (((apx+ay_1)x+an2)x+...4a1)x+agp

schreibt und dann x; einsetzt. Dieses Rechenverfahren nennt man Horner-Schema. Beim
Horner-Schema benétigt man zur Berechnung von p(xg) nur n Multiplikationen anstatt

In(n+1).
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Satz 5.10 Zu n+ 1 verschiedenen Stiitzstellen xg, ... ,x, € R mit zugehérigen Funktions-

werten Yo, . ..,V, € R gibt es genau ein reelles Polynom p mit Grad(p) < n und p(x;) = yi
fiirk =0,...,n. Dabei gilt:

p) = Youlx) mit

_ (x—x0) e (x—Xp—1) - (X—Xpq1) oo - (X — )
()Ck—X()) el (xk—xk_l) : (xk—ka) el (xk—xn)
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5.3 Trigonometrische Funktionen

Trigonometrische Funktionen setzen geometrische GroBen wie WinkelmaBe und Stre-
ckenlangen zueinander in Beziehung. Fiir die Einfiihrung von trigonometrischen Funktionen
benotigen wir einige Vorbereitungen.

Um geometrische Objekte (Punkte, Strecken, Geraden, Ebenen, Kreise, ...) mathematisch
exakt zu definieren, stellen wir uns die geometrischen Objekte in einem Koordinatensystem
vor und definieren sie mathematisch durch Angabe ihrer Koordinaten. Als Erstes definieren
Wir:

Definition Ein Punkt auf einer Geraden ist eine Zahl x € R. Ein Punkt in einer Ebene ist

ein geordnetes Paar (x,y) € R%. Ein Punkt im (dreidimensionalen) Raum ist ein geordnetes
3-Tupel (x,y,z) € R3.

Alle anderen geometrischen Objekte definieren wir als Punktmengen, also als Teilmengen
von R bzw. R? bzw. R?.

Da man ein und dieselbe Punktmenge in Abhangigkeit von den verwendeten mathemati-
schen Mitteln (z.B. Funktionen, Vektoren, ...) auf verschiedene Weise beschreiben kann,
gibt es mehrere dquivalente Definitionen fiir geometrische Objekte.
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Definition Geraden in einer Ebene sind entweder Graphen von reellen Polynomfunktionen
der Form p: R — R, x — ax-+b mit a,b € R oder Relationen der Form R = {(x,y) € R*:
x=c} mit c € R.

Auf der Basis dieser Definition kann man dann geometrische Eigenschaften von Punkten
und Geraden in einer Ebene beweisen, zum Beispiel:

Zu je zwei Punkten P = (xg,yo) und Q = (x1,y1) mit P # Q gibt es genau eine Gerade g
mit P,Q € g. Die Gerade g kann explizit angegeben werden.

Im Falle von x( # x; folgt dies unmittelbar aus Satz 5.10. Gilt xo = x;, dannist g ={(x,y) €
R?: x=xp}.

Die Strecke PQ zwischen zwei verschiedenen Punkten P und Q kdnnen wir als Teilmenge der
Geraden g, auf der P und Q liegen, definieren. Ist beispielsweise P = (0,0) und Q = (1,2),
dann ist PO := {(x, f(x)) e R*: x € [0,1]} mit f(x) = 2x.

Die Streckenlinge |PQ)| einer Strecke zwischen den Punkten P = (xg,yo) und Q = (x1,y1)
konnen wir definieren durch

PQ| = \/(Xl —x0)* + (Y1 —Y0)>.

Hierbei gehen wir implizit von einem kartesischen Koordinatensystem aus. Alternativ kann
man Streckenlangen auch auf eine abstraktere Weise definieren und dann den Satz des
Pythagoras beweisen, aus dem schlieBlich die obige Formel fiir die Streckenlange folgt.
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Definition Der Kreis K,(M) mit Mittelpunkt M = (xg,yo) und Radius r ist definiert durch
K,(M) == {X eR*: [MX|=r} = {(x,y) €R*: (x—x0)°+ (y—y0)* = r*}.
Der Kreis K1(O) um den Ursprung O = (0,0) mit Radius 1 wird auch Einheitskreis oder

Einheitssphire genannt und mit S' bezeichnet.

Man kann Kreise auch mit Hilfe von Vereinigungen von Funktionsgraphen beschreiben, zum

Beispiel S' = {(x,V/1—x"):xe€ [-1,1]}U{(x,-V1—=x"): x€ [-1,1]}.

Unter Verwendung dieser Darstellung kann man dann beispielsweise den Kreisbogen PQ,

der den Punkt P = (1,0) mit dem Punkt Q = (—3,—3v/3) durch Durchlaufen des Einheits-

kreises gegen den Uhrzeigersinn verbindet, definieren durch {(x,v/'1 —x*): x € [-1,1]}U

{(x,—V1=x):x€e[-1,-1]}.

Die Lange eines Kreisbogens AB kann man definieren durch das Supremum der Langen aller
moglichen Polygonziige (aneinandergesetzte Strecken) mit Anfangspunkt A, Endpunkt B

und Eckpunkten auf AB. Dieses Supremum kann dann mit Hilfe der Integralrechnung be-

rechnet werden. Fiir jeden Halbkreis mit Radius 1 kommt als Lange die sogenannte Kreiszahl
7 heraus. 7 ist eine irrationale Zahl und es gilt 7 = 3,141592653589793... .
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Den Winkel zwischen zwei Punkten A,B € S! bzw. zwischen den Strecken OA und OB
kdnnen wir mit einem Kreisbogen auf dem Einheitskreis mit Anfangspunkt A und Endpunkt
B identifizieren. Wird dabei A mit B gegen Uhrzeigersinn verbunden, nennen wir den Winkel
positiv orientiert, wird A mit B im Uhrzeigersinn verbunden, heiBt der Winkel negativ orien-
tiert.

Das BogenmaB eines positiv orientierten Winkels definieren wir durch die Lange des zu-
gehorigen Kreisbogens, das BogenmaB eines negativ orientierten Winkels durch das (-1)-
fache der Lange des zugehorigen Kreisbogens. Das GradmaB eines Winkels in der MaBeinheit
° (Grad) ist dann definiert durch (BogenmaB : 7) - 180°.

Definition Sei ¢ €]—27,2n[ das BogenmaB eines Winkels zwischen (1,0) und (x,y) € S'.

Dann sei
sin@ :=7y (Sinus von @),

cos @ := x (Kosinus von ¢)

sowie
sin(¢@ 4 2kw) :=sin @, cos(¢@ +2km) :=cos @

fiir alle k € 7.. AuBerdem sei
sin @

tan@ = (Tangens von @), falls cos @ # 0.

COS @
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Eigenschaften von Sinus, Kosinus und Tangens:

a) Es gilt
¢ 0§ 3 3|3
sing |0 1 3V2|3V3|1
cosQ |1 %\/5 %\/5 % 0
b) Fiir alle ¢ € R gilt
sin(—¢@) = —sin @, cos(—¢@) = cos @
sin(§ — @) = sin(5+ @), cos(5— @) = —cos(5+ Q).

c) Fir alle ¢ € R gilt
sin” @ +cos? @ := (sin@)?>+ (cos@)? = 1,
cos @ = sin(5 + Q).

d) Fir alle ar, B € R gelten die Additionstheoreme
sin(a+ ) = sina -cos B +cos @ - sin 3,

cos(ax+ PB) = cosc-cos B —sino - sin 3.
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e) Fiir |@| < 7 gelten die Abschatzungen
1-1¢? <cosp < 1,

cos@- || < [sing[ < |g|.
f) Fiir alle ¢ € R mit cos ¢ # 0 und k € Z gilt
tan(¢ + k) = tan @.

g) sin|_zz:[-3,3] = [-1,1],x > sinx ist bijektiv. Die zugehdrige Umkehrfunktion

heiBt arcsin (Arkussinus).

h) cos|joz :[0,7] = [—1,1], x> cosx ist bijektiv. Die zugehdrige Umkehrfunktion heiBt
arccos (Arkuscosinus).

i) tan|_zz;:]— 73,3

Tri|— 5,51 R, x + tanx ist bijektiv. Die zugehdrige Umkehrfunktion heiBt
arctan (Arkustangens).
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Die obigen Eigenschaften kann man unter Ausnutzung elementargeometrischer Argumente,
welche man mit Hilfe von Koordinatenmengen mathematisch exakt formulieren kann, be-
weisen. Diese Vorgehensweise ist allerdings ziemlich aufwendig. Daher findet man in der
Literatur meistens eine alternative, aquivalente Definition der trigonometrischen Funktio-
nen, welche mit Begriffen der Analysis (unendliche Reihen) auskommt und keinen Riickgriff
auf die Geometrie bendtigt. Diese Definition werden wir spater behandeln. Auf der Basis
dieser Definition kdnnen die obigen Eigenschaften der trigonometrischen Funktionen dann
eleganter und nur mit Mitteln der Analysis bewiesen werden.

Bemerkung

Geometrische Objekte kann man alternativ zu den in diesem Abschnitt diskutierten Defini-
tionen mit Hilfe von Koordinatenmengen auch durch ein Axiomensystem definieren (siehe
Hilbert: Grundlagen der Geometrie) und dann zeigen, dass dieses Axiomensystem (abgese-
hen von strukturerhaltenden Kopien) alleine von den oben definierten Koordinatenmengen
erfiillt wird.
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6 Komplexe Zahlen

Gesucht ist ein Kérper (C,+,-) mit R C C und einer Zahl i € C mit i* = —1.

Ein solcher Kérper miisste auch Elemente der Form x+iy = x+i-y fiir beliebige x,y € R
haben und es miisste gelten:

(1) Vx1,x2,y1,y2 €R:
(x1 +iy1) + (2 +iy2) = (x1 +x2) +i(y1 +2)
(2) Vx1,x2,y1,y2 €R:
(x1+iy1) - (2 +iy2) =x1-xoFi(xXy2+x0y1) +i7y1y2 = (X2 — y1y2) +i(x1y2 +x231)

Frage: Lasst sich ein solcher Korper widerspruchsfrei konstruieren?

Definition Sei C := R? mit den Verkniipfungen
(X1, 31) 4+ (%2, ¥2) := (X1 4+ x2,y1 4+ 2)
(x1,31) - (x2,¥2) 1= (x1%2 — y1y2,X1y2 + X2)1)

Die Elemente von C heiBen komplexe Zahlen.
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Satz 6.1 (C,+,-) ist ein Kérper und es gilt (0,1)*> = (0,1)-(0,1) = (—1,0).

Satz 6.2 Sei E: R — C, x+ (x,0). Dann ist E injektiv und es gilt:
E(x)+E() =E(xty), E(0)=E(0,0),
E(x)+E(y)=E(x-y), E(1)=E(1,0).

Somit macht es Sinn, die folgende vereinfachende Notation einzufiihren. Sei

x:= (x,0),
i:=(0,1).
Dann gilt:

Vx,yeR: (x,y) = (x,0)+(0,y) = (x,0) + (0,1) - (y,0) = x+ iy

Daher gilt C = {x+iy: x,y € R}, und +,- sind durch (1), (2) eindeutig als Verkniipfungen
auf C definiert. AuBerdem gilt > = —1.
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Schreibt man die komplexen Zahlen in der Form x+ iy und beachtet, dass (C,+, -) ein Korper
ist und i> = —1 gilt, dann kann man mit komplexen Zahlen nach denselben algebraischen
Regeln rechnen wie man es von den reellen Zahlen gewohnt ist. Insbesondere gelten die
Satze 3.3 bis 3.10 sowie der binomische Satz 4.2 d) auch in C, denn sie folgen aus den
Korperaxiomen.

Bemerkung

Die kleiner-Relation < kann nicht von R auf C fortgesetzt werden, so dass die Anordnungs-
axiome (O1) bis (04) auf C gelten. Denn dann wiirde wie in 3.11(2) folgen, dass i> > 0 ist,
was ein Widerspruch zu i> = —1 < 0 wire.

Definition Sei z=x+iy € C mit x,y € R. Dann heift:
(i) Rez := x der Realteil von z,
(if) Imz :=y der Imaginarteil von z,

(iii) Z : x — iy die zu 7 konjugiert komplexe Zahl,

(iv) |z| = \/x*+y? der Betrag von z.
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Satz 6.3 Fiir alle z,w € C gelten:
()Z=z

(i)z=7<z€R

(///)Rez—¥ Imz—zzlZ
(iv)z+w=2+w
(v)zw=z-w
, Z| =]
(vii) z-Z7=|z)*, % BE (falls z#0)
=0&2=0

(ix) |z-w| = |z] - |w]|

(x) Dreiecksungleichung:
2w < |z +|w]
izt w|=lz|+|w| & w=0VIA RS :z=Aw)

(xi) Dreiecksungleichung nach unten:
2] = [w]| < lz—w|
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Bemerkung
Die Abbildung z — Z kann geometrisch interpretiert werden als Spiegelung an der reellen

Achse.

Satz 6.4 vz € C\ {0} 3lre Ry3!p € [0,2n[: z=r(cos@ +i-sin@). Dabei gilt r = |z|.

Bezeichnung: arg(z) := ¢ (Argument von z).

Bemerkung
Seize Cmitz=x+iy=r(cos@+i-sin¢). Dann ist r = /x> +y? und
(
arctan (X), x>0,y>0
X
T
57 X:07y>0
O = 4 7r—|—arctan(z), x<0
X
3n
7, .X:O,y<0
27r—|—arctan(z), x>0,y<0
\ X
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Satz 6.5 Seien 71,2, € C mit z; ;== r/(cos @;+isin ;) fiir i = 1,2. Dann gilt
712 =11 (COS(QDl -+ (Pz) + iSiIl(ng -+ (P2>) .

Bemerkung

Fiir festes w € C\ {0} kann daher die Multiplikationsabbildung z — wz geometrisch inter-
pretiert werden als Drehstreckung (Verkettung von Drehung und zentrischer Streckung) mit
Streckzentrum im Ursprung, Streckfaktor |w| und Drehwinkel arg(w).

Korollar 6.6 Sei z = r(cos @ +isin®). Dann gilt fiir jedes n € N:
7"=r"(cos(n@)+isin(ne)).

Satz 6.7 Seia € C\ {0} mit a= |a|e'® und n € N. Dann hat die Gleichung

7'=a

genau n verschiedene komplexe Lésungen, namlich

1 otdkn 1 ¢Q+2km .. (©+2km
zx=la|"-e"n =|a|" | cos + isin
n n
fiirk=20,1,...,n—1.
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Definition Ein Polynom
Zakzk mit a, €C firk=0,...,n
k=0

heist komplexes Polynom.

Bemerkung

Alle Definitionen, Rechenverfahren, Satze und Korollare aus Abschnitt 5.2 gelten auch fiir
komplexe Polynome.

Lusatzlich gelten:

Satz 6.8 Seien a,b,c € C mit a # 0. Dann gilt
—b++b?*—4ac
2a '
Hierbei bezeichnet ++/b? — 4ac die Lésungen von w? = b* — 4ac.

az’ +bz+c=0 <— 212 =
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Satz 6.9 (Fundamentalsatz der Algebra) Jedes Polynom Y aiz* mit
k=0
ao, .. .,a, € C vom Grad > 1 besitzt mindestens eine Nullstelle in C.

Korollar 6.10 Jedes komplexe Polynom
p(z) = Zakzk mit ag,...,a, € C
k=0

vom Grad > 1 lasst sich iiber C in Linearfaktoren zerlegen, das heiSt es existieren nicht
notwendigerweise verschiedene A i € C, so dass

p(2)=an(z— A1) ... (2— A).
Die Linearfaktoren (z — A;) sind bis auf die Reihenfolge eindeutig.

Korollar 6.11 (Satz von Vieta) Sei p(z) = f a;7* und a,, = 1. Dann gilt
k=0

ay_ | = — i?tk und ag= (—1)”H7Ln.
k=1

k=1
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Satz 6.12 Sei p ein reelles Polynom. Dann gilt:

a) Ist A € C eine Nullstelle von p, dann ist auch A eine Nullstelle von p.
b) p besitzt eine der folgenden Darstellungen:

1. p ist Produkt von linearen rellen Polynomen.

2. p ist Produkt von quadratischen reellen Polynomen, welche keine reellen Nullstellen
besitzen.

3. p ist Produkt von linearen reellen und quadratischen reellen Polynomen, wobei die
quadratischen Polynome keine reellen Nullstellen haben.
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Teil II
Lineare Algebra

7 Lineare Gleichungssysteme

Allgemeine Problemstellung:
Seien m,n € N, K ein Kérper und a;;,b; € K fir i =1,...,m und j = 1,...n. Gleichungen
der Form

ajxy + apxo + - 4+ apx, = b
a21x1 _|_ .. ... _|_ aznxn — b2
Am1X1 + - e AmnXn — bm

heiBen ein lineares Gleichungssystem (LGS) mit m Gleichungen, n Unbekannten xi,...,x,,
Koeffizienten a;; € K und rechter Seite (by,...,b,) € K™,
Gesucht ist die Losungsmenge

L= {(xl,...,xn) eK":Vie{l,...m}: Zaijxj :bi}
=1
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Eine Moglichkeit, L zu bestimmen, ist der Algorithmus von GauB:

1. Bringe - gegebenenfalls durch Vertauschen von Zeilen - das LGS auf eine Form, bei der
keine Zeile weiter links beginnt als die erste, d.h. es soll gelten

Vi>2:min{j:a;#0} >min{j:a;; # 0}
2. Erreiche - gegebenenfalls durch Addition von Vielfachen der 1. Zeile zu den anderen
Leilen, dass gilt
Vi>2:min{j:a;#0} >min{j:a;; # 0}
3. Wiederhole den bisherigen Vorgang, wobei die nichste Zeile (von oben nach unten
gezahlt) die Rolle der ersten Zeile in 1. und 2. iibernimmt.

Fiihre das Verfahren so lange durch, bis das entstandene LGS Zeilenstufenform hat, d.h.
es ist von der Form

Clji1Xji + Cl(j1+1)xj1—|—1 + et CupXy = dl
C2jpXjy + o= dy

Cljlxl + c e = dl

0 = d
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wobei
1. [ <min {m,n},
2. i1 < p< o < i,
3.Vied{l,...,I}Vje{ji....n}c; €K,
4.Vie{l,...,n}:d; €K,
5. Vie{l,..,l}:c;, #0.

Die Losungsmenge dieses LGS ist gleich der Losungsmenge des urspriinglichen LGS.

l.Rall I<mAdie{l+1,....m}:d; #0.

Das LGS hat keine Losung.

2. Fall: I=mVv (I<mAVie{l+1,...m}:di=0))\Nl=n

Das LGS kann von unten nach oben eindeutig nach x,,,...,x; aufgelost werden, es besitzt
somit genau eine Losung.

3.Fall: I=mV (I<mAVie{l+1,...,m}:di=0))\Nl<n

Alle Variablen x; mit j ¢ {ji, j2,..., ji} konnen mit beliebigen Werten aus K belegt werden.
Fiir jede dieser Belegungen kann dann jeweils das LGS von unten nach oben eindeutig nach
Xj,...,Xj, aufgelost werden. Das LGS hat somit unendlich viele Losungen.
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8 Vektoren

8.1 Der Vektorraum R”

Definition Auf R” ist eine Addition +: R" x R" — R" definiert durch:

x| Vi X1+ Y1
Vx=1:|,y=1| : | eR": x+y= : :

Xn Yn Xn + Yn
sowie eine Skalarmultiplikation - : R x R" — R" definiert durch
)L)Cl
VAcRVxeR": Ax=A-x=| :
Ax,
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Definition Ein Vektorraum V iiber einem Koérper K (ein K-Vektorraum V) ist eine
abelsche Gruppe (V,+) versehen mit einer Skalarmultiplikation, d.h. mit einer Abbildung
-t KXV =V (A,x) — Ax=A-x, so dass gilt

(S1) VA, ueKVxeV: (A+u)x=Ax+ ux,
(§2) VA €KVx,yeV: Alx+y) =Ax+ Ay,
(S3) VA,ueKvVxeV: A(ux) = (Au)x,
(S4) VxeV: lx=nx.

Die Elemente von V heiBen Vektoren.

Satz 8.1 R” versehen mit den oben definierten Abbildungen + und - ist ein R-Vektorraum.

Satz 8.2 Sei V ein K-Vektorraum. Dann gilt:

()VA e KVxeV: Ax=0 < A =0V x=0 (x ist der Nullvektor),
(i)VxeV: (—1)x = —x,
(i) Yu,y e VIAlx€eV: u+x=v, und zwar x =v — u.
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Definition
a) Seien a,b € R" und b # 0. Dann heiBt
g:={xeR": A eR: x=a+ Ab}
Gerade (durch die Punkte a und b+ a).
b) Seien p,q,r € R" und q,r # 0 und r # Aq fiir alle A € R. Dann heift

E={xeR" A, ueR: x=p+Ag+ur}
Ebene (durch die Punkte p,q+ p und r+ p).

Die obigen Darstellungen der Mengen g bzw. E heiBen eine Parameterdarstellung der
Geraden g bzw. der Ebene E. Der Punkt a heiBt ein Aufpunkt, b ein Richtungsvektor von

g, p ein Aufpunkt von E, g und r Richtungsvektoren von E.
Definition Sei (V,+,-) ein K-Vektorraum.
a) U CV heiBt Untervektorraum (von'V ), falls U mit den Abbildungen + ..., und -| iy

ein K-Vektorraum ist.
b)A CV heiBt affiner Raum, falls ein Vektor a € V und ein Unterraum U C 'V existieren
mit A =a+U, also
A={xeV:3uelU:x=a+u}.
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Satz 8.3 Sei V ein K-Vektorraum und U C V. Dann sind dquivalent:

1. U ist ein Untervektorraum.
2U#0 ANVx,yeUVA,ueK: Ax+uyeU.
Definition

a) Die Linge bzw. der Betrag bzw. die euklidische Norm von Vektoren im R" ist definiert
durch die Abbildung

[ R =R, x> ]l

X1 n :
Il =11 : =<Zx?>-
i=1
An

b) Der Abstand zwischen zwei Vektoren im R" ist definiert durch die Abbildung
d: R"xR"—= R, (x,y) — d(x,y),

wobei

wobel

d(x,y) = [lx—y|.
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Satz 8.4 Fiir alle x,y € R" und alle A € R gilt

(N1) ||x]|>0A (||x]|=0<x=0) (Positive Definitheit)
(N2) ||Ax]| = |A]]|x|] (Homogenitit)
(N3) |lx+[ < |Ix|| + ¥l (Dreiecksungleichung)

Satz 8.5 Fiir alle x,y,z € R" gilt

(M1) d(x,y)>0A(d(x,y)=0&x=y) (Positive Definitheit)
(M2) d(x,y) =d(y,x) (Symmetrie)
(M3) d(x,y) <d(x,2)+d(z,y) (Dreiecksungleichung)

Definition Auf R”" ist das euklidische Skalarprodukt definiert durch die Abbildung
(.,.): R"XR" =R,

wobel

X1 Y1 n
<X,y> — < 5 9 : > — inyi-
X

n Yn
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Satz 8.6 Fiir alle x,y,z € R" und alle AL € R gilt

(SP1) (x,x) >0 A ({x,x) =0 x=0) (Positive Definitheit)
(5P2) {xy) = (1) (Symmetric)
(SP3) (Ax+y,z) =A(x,2) + (y,2) (Linearitat in der 1. Komponente)

AuBerdem gilt

el = v/ Gx,x)

Korollar 8.7 Fiir alle x,y,z € R" und alle A € R gilt
(2 Ax+y) = A(z,x) +(z,),

also die Linearitat in der 2. Komponente.

Satz 8.8 (Parallelogrammgleichung) Fiir alle x,y € R" gilt
e+ 112 4 [l = y[1* = 2([lxel* + [l [1)-

Korollar 8.9 Fiir x,y € R" gilt

1
(x,y) = Z(HXHHZ— lx—y[1%).
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Definition Fiir x,y € R"\ {0} heiBt
@ = £(x,y) = arccos ( %) )

1

der Winkel (bzw. das BogenmaB des nicht orientierten Winkels) zwischen x und y.

Bemerkungen
1) Es gilt ¢ € [0, 7] und (x,y) = ||x[| ||y[| cos ¢

2) Seien x,y € R? mit ||x|| = ||y|| = 1. Dann kann man zeigen, dass £(x,y) mit der Linge
des kiirzeren Kreisbogens zwischen x und y iibereinstimmt.

Definition Zwei Vektoren x,y € R" heiBen orthogonal zueinander, in Zeichen
x Ly, falls (x,y) =0 ist.

Satz 8.10 (Satz des Pythagoras) Seien x,y € R" mit x L y. Dann gilt
e+ = [lxl* + Iyl
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Definition Auf R? ist das Vektorprodukt bzw. Kreuzprodukt definiert durch die Abbildung
x: R*xR? — R3 mit

a) b1 (12[93 — b2613
axb= a | X bz — a3b1 — b3a1
as b3 arb, —biay
1 0 0
Satz 8.11 Fiire;= |0 |,ea=|1|,e3=| 0| und fiir alle a,b,c € R und alle A € R
0 0 1

gilt
(i)e;xe;=0 firi=1,2,3,
(ii) e1 X e; = e3 und e; X e3 = e und ez X e; = ey,
(iii)axb=—(bxa),
(iv) (Aa+b) xc=A(axc)+bxc,
(v) (ax b,a) = (axb,b) =0,
(vi) lax bl = [[al| - |b]| - sin (£(a, b))
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Definition

a) Der Flicheninhalt des von a,b € R? aufgespannten Parallelogramms P, d.h.

P={xeR’: 3,ue(0,1]: x=Aa+ub}

ist definiert durch ||a X b||.

b) Der Flicheninhalt des von a,b aufgespannten Dreiecks D, d.h.

D={xeR:31€[0,1]3ue[0,A]: x=Aa+pu(b—a)}

ist definiert durch |la x b|).
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Definition

a) Auf R? ist das Spatprodukt definiert durch die Abbildung

[.,.,. i R*xR*xR* = R, [a,b,c] = {a x b,c).

b) Das Volumen des von a,b,c € R? aufgespannten Spats S, d.h.

S:{xER3: JA,u,v e [O,l]:x:ka—kub—l—w}

ist definiert durch ||a,b,c]|.
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ni
Satz 8.12 Sei E C R’ eine Ebene. Dann gibt es einen Vektorn= | n, | € R? mit ||n|]| = 1

n
und genau eine Zahl d € Ry, so dass 3
(/s \
E={|x|eR inx+mx+mx—d=0p ={xcR’: (nx)=d} (1)
C A\ X3 )
gilt. AuBerdem gilt:
Va,b€e E: {(n,b—a)=0 (2)

Umgekehrt gibt es fiir jeden Vektor n € R? mit ||n|| = 1 und jede Zahl d € R} genau eine
Ebene E C R, fiir die (1) und (2) gilt.
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Bemerkungen

1) Eine Gleichung der Form nyx; +nyx; +nsxs —d =0 mit ny, ny, n3 € R, \/n%+n%+n% —
1 und d € R nennt man Hessesche Normalenform (HNF) der Ebene, die durch die
Losungsmenge dieser Gleichung beschrieben wird.

2) Eine Ebene besitzt genau dann eine eindeutig bestimmte HNF, falls d > 0 ist. Im Fall
d = 0 sind sowohl nyx; + noxy +n3x3 = 0 als auch —nyx; — nox, — n3x3 = 0 Hessesche
Normalenform derselben Ebene.

3) Ein Vektor n € R?, der (2) erfiillt, heiBt ein Normalenvektor von E. Ist zusitzlich ||n]| =1,
dann heiBt n ein Normaleneinheitsvektor von E.

4) Seien g,r € R?\ {0} zwei Richtungsvektoren einer Ebene E C R? mit r # Aq fiir alle
A €R. Dannist {a(qgxr):a € R\{0}} die Menge aller Normalenvek-
gxr

g < r|

toren von E und {:l:
E.

} die Menge aller Normaleneinheitsvektoren von
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Definition Seien v; € R’, i = 1,2, Richtungsvektoren der Geraden g; und n; € R? Norma-
lenvektoren der Ebenen E;. Dann heiB3t

a) g1 parallel zu g, in Zeichen: gi||g2, falls gilt: A € R\ {0} : vi = Av,,
b) E1||E2, falls gi/t JA € R\ {0} SNy = )an,
c) g1||E,, falls gilt ny L vy.
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8.2 Weitere Beispiele fiir Vektorraume

¢ . \
1
NC'=<¢ 1 :|:215.--,2. € C » mit
\ <n J
4| wi 71 twip 21 Az
4+ — : A —
Zn Wh Zn+ W Zn Az,

ist ein C-Vektorraum.

2) Sei K ein beliebiger Korper. Dann ist K", wobei + und - wie in 1) definiert sind, ein
K-Vektorraum.

3) Die Menge aller reellen Folgen, d.h. Abbildungen von N nach R, (a,)sen mit
(an)n€N+ (bn)nEN — (an +bn)nENa A‘(an)nEN — (A’an)nEN

ist ein R-Vektorraum.
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4) Die Menge aller reellen Funktionen f: R — R mit
frgx—=flx)+gkx), Af:x—=Af(x)

ist ein R-Vektorraum.
In diesem Vektorraum ist die Menge aller reellen Polynome p : R — R ein Untervek-

torraum, der wiederum die Mengen aller reellen Polynome vom Grade < n fiir jedes
n € NU{0,—1} als Untervektorraume enthilt.

5) In 3) und 4) kann R auch durch C ersetzt werden.
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8.3 Basis und Dimension

Definition Se/ V ein K-Vektorraum und M C V.

a) Ein Vektor x € V heiBt eine Linearkombination von Vektoren aus M, falls es endlich viele

n
Vektoren vy,..., v, € M gibt, sodassx= Y Av;, mit A; €K fiiri=1,...,n gilt. x heiBt
i=1
dann auch eine Linearkombination von vy,...,v,.

b) Ist M # 0, dann heiBt die Menge aller Linearkombinationen von Vektoren aus M der

Aufspann von M oder die lineare Hiille von M, in Zeichen: Span(M). Fiir O definiert
man Span(0) = {0}.

c) M heift ein Erzeugendensystem von 'V, falls Span(M) =V ist.

d) M heiBt linear unabhingig (l.u.), falls fiir jede endliche Teilmenge {vy,...,v,} von M
gilt:

Vkl,,)tnGKZlel:Oj)Ll — . :)Ln:()
i=1
In diesem Fall heiBen auch die Vektoren vi,...,v, linear unabhangig. M heiBt linear

abhingig (l.a.), falls M nicht linear unabhidngig ist.

e) B CV heiBt Basis von V, falls B linear unabhingig und ein Erzeugendensystem von V
Ist.
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Satz 8.13 Sei V ein K-Vektorraum und M CV mit M # 0. Dann sind dquivalent:
(i) M ist linear unabhingig.

(ii) Fiir jedes Element aus Span(M) gibt es eine eindeutige Darstellung als Linearkombina-
tion von Vektoren aus M, d.h.

Vx € Span(M)\ {0} 3'n e N3! (vy,...,v,) € M" mit paarweise verschiedenen Vektoren
viEI!(ll,...,QLn) eK":x= Z?Liv,-/\ViE {1,,]@})@#0
=1

l

Satz 8.14 Sei V ein K-Vektorraum und B C V. Dann sind dquivalent:
(i) B ist eine Basis von V.

(ii) B ist eine maximale linear unabhingige Menge von 'V, d.h.
Bistlu NVB e Z(V):BCB'AB Lu. = B =B.

(iii) B ist ein minimales Erzeugendensystem vonV, d.h.
Span(B) =V ANVB' € Z(V):B CB A Span(B') =V = B'=B.

Ist B+ 0, dann sind (i), (ii), (iii) auch dquivalent zu
(iv)Vx e VA\{0} Iln e N3l (by,...,b,) € B" mit paarweise verschiedenen b; N\
3'(2«1,,)@1) eK":x= i/libi/\\V/l.E {1,,7@}2«,#0
i=1

Jedes A; heiSt dann Koordinate von x beziiglich des Basisvektors b;.
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Satz 8.15 (Basisergdnzungssatz) Sei V ein K-Vektorraum mit einer endlichen Basis
B=1{by,...,b,} und M ={vy,...,v,} sei eine linear unabhangige Teilmenge von V. Dann
ist m < n und es existieren n —m Elemente aus B, durch die M zu einer Basis von V erganzt
werden kann.

Korollar 8.16 Sei V ein K-Vektorraum mit einer endlichen Basis {by,...,b,}.
Dann hat jede Basis von V genau n Elemente.

Definition Besitzt ein K-Vektorraum V' eine Basis mit genau n Elementen, dann heiBBt n
die Dimension von'V und V heiBt n-dimensional.

Bezeichnung: n = dimV .

Besitzt V' keine endliche Basis, dann heit V unendlich-dimensional.

Bezeichnung: dimV = oo,

Satz 8.17 Jeder Vektorraum besitzt eine Basis.
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9 Lineare Abbildungen

9.1 Grundlegende Eigenschaften

Definition Seien V.W K-Vektorrdume.
a) Eine Abbildung L :V — W heiBt linear oder Vektorraum-Homomorphismus, falls gilt:
Vx,y € VYA, U € K : L(Ax+puy) = AL(x) + uL(y)
Kurzschreibweise: Lx statt L(x) fiir alle x € V.
b) Eine lineare Abbildung L :V — K heift Linearform.

c) Eine bijektive lineare Abbildung L:V — W heiBt (Vektorraum-) Isomorpismus.
Existiert ein Isomorphismus L :V — W, dann heiBen V und W isomorph.

d) Eine Abbildung A : V — W heiBt affin, falls ein Vektor a € W und eine lineare Abbildung
L :V — W existieren, so dass gilt:

VxeV:A(x)=L(x)+a.
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Definition Seien V.W Vektorrdume und sei L : V — W linear. Dann heil3t
a) Bild(L) =L(V) ={L(x) : x € V} das Bild von L,
b) Kern(L) = L '({0}) = {x €V : L(x) = 0} der Kern von L.

Satz 9.1 Seien V,W Vektorrdume und sei L : V — W linear. Dann gilt:

(i) L(0) =0

(ii) Alle Bildmengen von Untervektorrdumen von V sind Untervektorrdume von W, insbe-
sondere auch Bild(L).

(iii) Alle Urbildmengen von Untervektorrdumen von W sind Untervektorrdume von V, ins-
besondere auch Kern(L).

(iv) L ist injektiv < Kern(L) = {0}.
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Satz 9.2 Seien U,V,W K-Vektorrdume. Dann gilt:

a) SindJ :U —V und L:U —V linear, dann sind fiir alle o, B € K auchaJ+BL:U —V
linear.

b) Sind L:U —V und S:V — W linear, dann ist auch SoL :U — W linear.
c)Ist T :V —V Isomorphismus, dann ist auch T~':V —V Isomorphismus.

d) Die Menge aller linearen Abbildungen von U nach V ist mit der Addition und der Ska-
larmultiplikation aus a) ein K-Vektorraum.

e) Die Menge aller linearen Abbildungen von V nach V ist mit den Verkniipfungen + und
o ein Ring.

f) Die Menge aller Isomorphismen von V nach V ist beziiglich o eine Gruppe.

Satz 9.3 (Dimensionsformel) Seien V.W K-Vektorrdume, wobei V endlich-dimensional
sei, und L :V — W sei linear. Dann gilt:

dimV = dimKern(L) + dimBild(L)
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Definition Seien V.W Vektorrdume und sei L : V — W linear. Dann heil3t
Rang(L) := dimBild (L) der Rang von L.

Satz 9.4 Seien V,W K-Vektorrdume, B eine Basis von V und f : B — W eine beliebige
Abbildung. Dann gibt es genau eine lineare Abb. L:V — W mit L(y) = f(y) fiir alle y € B.
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9.2 Lineare Abbildungen und Matrizen

Defintion Sei K ein Kérper und m,n € N. Eine Abbildung A : {1,....m} x{1,....n} —
K, (i,j) — aij € K heiBt m x n-Matrix iber K.
Eine m X n-Matrix A wird dargestellt als rechteckiges Schema der Form:

{6111 aypp ... aln\

ayy dzy ... Ay
A= (aij) 0 =
Kaml Adwo ... amn)
aij
Die Vektoren | : | € K™ heiBen Spaltenvektoren, die Vektoren (a;1,...,a;,) € K"
Amj

heiBen Zeilenvektoren von A. Die Menge aller m X n-Matrizen iiber K wird mit K" be-
zeichnet.
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Definition Das Produkt einer Matrix A € K"™*" mit einem Vektor x € K" ist definiert durch
den Vektor Ax € K™ mit
n
( )3 aljxj\
j=1

ailr ... A X1
Ax

aml .« o amn .X:n K Z am]x]
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Satz 9.5 Sei Vein K-Vektorraum mit endlicher Basis B={by,...,b,}, W ein K-Vektorraum
mit endlicher Basis C = {c1,...,cn}.

a) Sei L:V — W linear. Dann existiert genau eine Matrix M = M;® € K™*", so dass gilt:

X1
Ist | : | € K" die Koordinatendarstellung von x € V beziiglich B, dann ist
Xn
X1
M| : | € K™ die Koordinatendarstellung von Lx beziiglich C.
Xp
a] j
Insbesondere ist der j-te Spaltenvektor | : von M die Koordinatendarstellung von
ay, j

Lb; beziiglich C.

b) Sei M € K"™*". Dann existiert genau eine lineare Abbildung L:V — W, so dass M = MLC’B
Ist.
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Bemerkung

Wir verwenden hier und im Folgenden die Schreibweise B = {by,...,b,} zur Bezeichnung
einer geordneten Basis, d.h. eines n-Tupels (by,...,b,) € V" mit der Eigenschaft, dass
{b1,...,b,} eine Basis von V ist. Die Indizes legen also die Reihenfolge der Basisvektoren

fest. Entsprechendes gilt fiir C = {cy,...,cn}-

Bezeichnung
Sei M € K™". Dann sei Ly, : K" — K™ die eindeutig bestimmte lineare Abbildung, fiir die

M= Mfﬁmf”‘ wobei & = {ey,...,e;} die geordnete kanonische Basis von K’ mit j € {m,n}
sel.
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Definition
a) Auf K™" sind eine Addition und eine Skalarmultiplikation definiert durch:
VA = (a;j)) e K"*"VB = (b;;) € K"*": A+B:=(a;;+ b)),
VA € KVA = (a;;) € K" : LA := (Layj).

b) Die Matrizenmultiplikation ist eine Abbildung von K>Xm s Km*n nach K" definiert
durch

VA € K""VB e K™": AB=C:=(¢;;) € K"" mit c;; =Y auby;.
k=1

c) Eine Matrix A € K™" heiBt invertierbar, falls eine Matrix A~ e K™ existiert mit
A'A=E,=AA"!, wobei

(10 ...0)
E, = 0 5 :(6ij) mit5ij{

\O .. o Y

A~1 heiBt inverse Matrix zu A und E,, die Einheitsmatrix.

1, i=j
0, i#]
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Satz 9.6 Seien U,V,W K-Vektorrdume mitdimU =n>1,dimV =m>1,dimW =1[1>1
und geordneten Basen By, By, By . Dann gilt:

a) SindJ:U —V und L:U —V linear und haben die Matrixdarstellungen M;" "V € K"*"
bzw. MfV’BU e K™*", dann folgt:

Vo, B € K : Mgyt = aM;” U + BM; .

b) Sind L:U —V und S :V — W linear mit den Matrixdarstellungen M;""*V € K™*" bzw.
MgW’BV c K'*™ dann folgt:

Bw,By __ a4Bw,Bv 3 sBv,By
MSoL _MS ML )

c)lIst T :V —V Isomorphismus mit Matrixdarstellung M?V’BV e K™ dann folgt:

MEVPY = (M),
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Satz 9.7 a) K™*" ist mit der oben def. Addition und Skalarmultiplikation ein K-
Vektorraum, welcher isomorph zu K™" sowie zum Vektorraum aller linearen Abbildun-
gen von 'V nach W ist, wobei V ein beliebiger n-dimensionaler und W ein beliebiger
m-dimensionaler K-Vektorraum ist, z.B. K" und K™.

b) K"™" ist bzgl. der Addition und der Matrixmultiplikation ein Ring.

c) Die Menge aller invertierbaren Matrizen aus K"*" ist beziiglich der Matrizenmultiplika-
tion eine Gruppe, die sogenannte allgemeine lineare Gruppe GL(n,K).

Bemerkung
Fiir n > 2 sind weder der Ring K"*" noch die Gruppe GL(n,K) kommutativ, da die Matrix-
multiplikation im Allgemeinen nicht kommutativ ist.

Korollar 9.8 a) A € K"™"A3B € K"™": BA = E, = A ist invertierbar und A~ ist eindeutig
bestimmt.

b) A € K"™" st invertierbar = A~! ist invertierbar mit (A~!')~1 = A.
c) A,B € K" sind invertierbar = AB € K"*" ist invertierbar mit (AB)™! = B~!A~1,

Korollar 9.9 Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum mit einer geordneten Basis By und
sei L:V —V linear. Dann gilt :

L ist bijektiv. < MYV ist invertierbar.
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Definition Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum mit geordneten Basen B und B’.
Dann heit die Matrix Mil"/B die Basiswechselmatrix (oder Ubergangsmatrix) von B zu B'.

/
Dabei ist der j-te Spaltenvektor von Mﬁl"/B die Darstellung des j-ten Basisvektors der alten
Basis B in den Koordinaten der neuen Basis B'.

Satz 9.10 (Koordinatentransformation) Seien VW endlich-dimensionale K-Vektorrdume,
B.B' geordnete Basen von V und C,C’ geordnete Basen von W. Sei L : V — W linear,

M=M"R=M" und S =M . Dann gilt:
o) M{ ¥ = MEME? = (M) ME? =5
b) MLP = M{PMEE = MR,
o) M * = ML ME ML = sTIMR.
d)IstV =W,B=C und B'=C', dann folgt M®** = s-1MPPs,

Definition
a)A,B € K™" heiBen dquivalent, falls S € GL(m,K) und R € GL(n,K) existieren mit
B=S""AR.

b) A,B € K"™" heiBen shnlich, falls S € GL(n,K) existiert mit B = S~'AS.
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9.3 Der Zusammenhang zwischen linearen Abbildungen, Matrizen und linearen Gleichungssy-
stemen

Satz 9.11 Sei A = (a;;) € K™ invertierbar. Dann kann A~ folgendermaBen berechnet
werden. Bringe das LGS mit n rechten Seiten A | E,, d.h. Ax = E,,,

apx1+---+ayx, =1 bzw. 0 -+ bzw. 0
a21x1—|—~-—|—a2nxn = O ” 1 ” 0
amx1+--+apyx, =0 7 0 -~ 7 1]

durch Anwendung der Zeilenumformungen des GauB-Algorithmus (gleichzeitig fiir alle n
rechten Seiten) auf die Form

1 0 0 0 D11 b1y
01 0 '
.0 .
0O 10
0 0 0 1 D1 D

Dann ist A=' = (b;;).
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Definition Se/i A € K™*",

a) Die maximale Anzahl linear unabhidngiger Spaltenvektoren von A heiBt Spaltenrang von

A.

b) Die maximale Anzahl linear unabhingiger Zeilenvektoren von A heiit Zeilenrang von A.

Satz 9.12 a) Der Zeilenrang von A € K™*" dndert sich nicht durch elementare Zeilenum-
formungen, d.h. Vertauschen von Zeilen, Multiplikation einer Zeile mit a € K\{0} oder
Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile.

b) Der Spaltenrang von A € K™*" dndert sich nicht durch elementare Spaltenumformungen,
d.h. Vertauschen von Spalten, Multiplikation einer Spalte mit a € K\{0O} oder Addition
eines Vielfachen einer Spalte zu einer anderen Spalte.

Satz 9.13 Sei A € K"™*". Dann gilt:

Zeilenrang von A Spaltenrang von A

Definition Fiir A € K™*" heiit Rang(A) := Spaltenrang von A = Zeilenrang von A der
Rang von A.
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Satz 9.14 Sei A € K™*" und Ly wie in Abschnitt 9.2. Dann gilt:
Rang(A) = Rang(Ly).

Definition Fiir A € K™*" heiBt Kern(A) := Kern(L,) der Kern von A.

Satz 9.15 Sei A € K"™*" und 0 £ b € K™. Dann gilt:

a) Die Lésungsmenge des homogenen LGS Ax = 0 stimmt mit Kern(A) (berein.

b) Das inhomogene LGS Ax = b ist genau dann l6sbar, wenn b € Bild(L,). In diesem Fall
ist die Losungsmenge gegeben durch

xo+ Kern(A) = {xo+y:y € Kern(A)},
wobei x( eine beliebige Lésung von Ax = b ist.
Korollar 9.16 Sei A € K™*" und b € K™. Dann gilt: Die Lésungsmenge des LGS Ax = b

ist die leere Menge oder ein affiner Raum. Ist b =0, dann ist sie ein Untervektorraum von
K".
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Korollar 9.17 Sei A € K™*". Dann gilt:

a) Das LGS Ax = b besitzt fiir jedes b € K™ mindestens eine Lésung.
< Rang(A) =m

b) Das LGS Ax = b besitzt fiir jedes b € K™ héchstens eine Lésung.
& Rang(A) =n

Korollar 9.18 Sei A € K"*". Dann ist dquivalent:

(i) Das LGS Ax = b besitzt fiir jedes b € K" genau eine Lésung.

(ii) Das homogene LGS Ax = 0 besitzt nur die triviale Lésung x = 0.
(iii) Rang(A) =n

(iv) A ist invertierbar.

(v) Ly ist bijektiv.
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10 Skalarproduktraume

10.1 Skalarprodukte, Normen und Metriken
Definition

a) SeiV ein R-Vektorraum. Eine Abbildung (-,-) : V xV — R heiBt (reelles) Skalarprodukt,
wenn fiir alle x,y,z €V und alle A € R gilt:

(SP1) (x,x) >0 A ({(x,x)=0 < x=0),
(SP2) (x,y) = (nx),
(SP3) Ax+y,z) = A{x,2) + (,2).

V' zusammen mit einem reellen Skalarprodukt heiBit (reeller) Skalarproduktraum oder
euklidischer Vektorraum.

b) Sei V ein C-Vektorraum. Eine Abbildung (-,-) : V xV — C heiBit (komplexes) Skalar-
produkt, wenn fiir alle x,y,z € V und alle A € C gilt:

(SP1) (x,x) >0 AN ({(x,x)=0 < x=0),
(SP2) (x,y) = (%),
(SP3) Ax+y,2) = A{(x,2) + (,2).

V' zusammen mit einem komplexen Skalarprodukt heiit (komplexer) Skalarproduktraum

oder unitarer Vektorraum.
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Satz 10.1 a) Sei (V, (-,-)) ein reeller Skalarproduktraum. Dann gilt fiir alle x,y,z € V und
alle A e R:
(& Ax+y) = Az,x) +(2,¥)-

b) Sei (V,(-,-)) ein komplexer Skalarproduktraum. Dann gilt fiir alle x,y,z € V und alle
AeC:

(2, Ax+y) = A{z,x) + (z,y).
Sei von nun an K =R oder K = C.

Satz 10.2 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung) Sei V ein Skalarproduktraum und
x,y € V. Dann ist

[ ) < V) ()

AuBerdem gilt fiir x,y € V\{0} die Gleichheit genau dann, wenn es ein o € K gibt, so dass
x+oay=0, dh. wenn x undy linear abhangig sind.
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Skalarprodukte konnen zur Abstandsmessung verwendet werden.

Definition Sei V ein K-Vektorraum. Eine Abbildung ||-||: V — R heiBt Norm, wenn fiir
alle x,y,z €V und alle A € K gilt:

(N1) x| >0 A (|x]|=0< x=0),

(N2) Ax|| = |A L[l

(N3) x+y|| < ||x||+||yl| (Dreiecksungleichung).

V' zusammen mit einer Norm heiBBt normierter Raum.
Satz 10.3 /n jedem Skalarproduktraum V lasst sich durch
X[ == 1/ (x, x)
eine Norm einfiihren. Man nennt sie die durch das Skalarprodukt (-,-) induzierte Norm.

Satz 10.4 (Parallelogrammgleichung) Sei (V,(-,-)) ein Skalarproduktraum und || - ||
die von (-,-) induzierte Norm. Dann gilt:

vry €V et yllP+ b=yl =2 ([l + Iyll*)
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Satz 10.5 Genau diejenigen normierten Raume V, in denen die Parallelogrammgleichung
gilt, sind Skalarproduktraume. Im reellen Fall lasst sich dann durch

1
(63) 1= 5 (Ilx+yI1> = [lx=yI%)

und im komplexen Fall durch

1 : : .
(6,3) 1= 2 (I A3I17 = e =P i (bt iy [P = [ = iy[[))
ein Skalarprodukt aufV erklaren, welches die Norm || - || induziert.

Definition Sei V ein reeller Skalarproduktraum und seien x,y € V\{0}. Dann nennt man
o € [0, ] mit
_
[ ][
den Winkel zwischen x und y.

cos() :

Definition SeiV ein Skalarproduktraum. x,y € V heiBen orthogonal zueinander, in Zeichen
x Ly, wenn (x,y) =0 ist.

120



Satz 10.6 (Satz des Pythagoras) Sei V ein Skalarproduktraum und x,y € V orthogonal
zueinander. Dann gilt

ey = el + (1[I

Definition (X,d) heiBt metrischer Raum, falls X eine nichtleere Menge ist und d : X X
X — R eine Abbildung mit folgenden Eigenschaften: Fiir alle x,y,z € X gilt

(M1) dix,y) 20 A (dxy)=0 & x=y),
(M2) d(y,x) = d(x,y) (Symmetrie),
(M3) d(x,y) < d(x,z)+d(z,y) (Dreiecksungleichung).

d heiBt dann eine Metrik (auf X ).

Satz 10.7 Sei (V,||-||) ein normierter Raum. Dann ist durch d(x,y) := ||[x—y|| eine Metrik
auf'V definiert.
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Definition

a) Sei V ein K-Vektorraum. Eine Abbildung b:V xV — K heiBt Bilinearform (aufV ), falls
sie beziiglich jeder Komponente linear ist, also, falls gilt:

Vx,y,2€ VVA €K : b(Ax+y,z) = Ab(x,z) +b(y,z2),
Yu,vyw e Vvu e K: b(u,uv+w) = ub(u,v)+b(u,w).

b) Sei V ein C-Vektorraum. Eine Abbildung b :V xV — C heiBt Sesquilinearform (aufV ),
falls sie linear beziiglich der ersten Komponente und konjugiert linear bzgl. der zweiten
Komponente ist, d.h., falls gilt:

Vx,y,2€ VVA €C: b(Ax+y,z) = Ab(x,z) +b(y,2),
Vu,vyw e Vvu € C: b(u,uv+w) =ub(u,v)+b(u,w).
c) Eine Bilinearform b auf'V heiit symmetrisch, falls gilt:
Vx,y €V :b(x,y) = b(y,x).
d) Eine Sesquilinearform b auf'V heiBt hermitesch, falls gilt:
Vx,y eV : b(x,y) =b(y,x).
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e) Sei b eine Bilinearform oder eine Sesquilinearform. Dann heiit die Abbildung q : x —
b(x,x) die zu b gehérende quadratische Form q.

f) Eine Bilinearform bzw. eine Sesquilinearform b auf' V bzw. die zugehérige quadratische
Form q heilst

positiv definit \ (q(x) >0]
» o finit >0

) pOSitiv femz e.ffm  Falls Vx € V\ {0} : < g(x) > >
negativ de finit q(x) <0

| negativ semide finit J \q(x) < O)

Anderenfalls heiBen b bzw. g indefinit.

Satz 10.8 a) Sei V ein R-Vektorraum. Eine Abbildung f :V xV — R ist genau dann ein
reelles Skalarprodukt, wenn sie eine positiv definite, symmetrische Bilinearform ist.

b) Sei V ein C-Vektorraum. Eine Abbildung f :V xV — C ist genau dann ein komplexes
Skalarprodukt, wenn sie eine positiv definite, hermitesche Sesquilinearform ist.
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aip -+ din

Definition SeiA=1| : : : | e K™
Am1 " Amn
air - dml
a) A e K" mit A" =| : : i | heiBt transponierte Matrix von A.
Aipn ~* dmn
ar -+ Qi
b)Ist K=C, dann heift Ac C"*" mitA=| : : : | komplex konjugierte Matrix
aml *** Amn
zu A.

c)Ist K= C, dann heiit A* := ZT die adjungierte Matrix zu A. Ist K = R, dann heilt
A* := Al die adjungierte Matrix zu A.

d) Ist A= A", dann heiBt A symmetrisch.

e) st A= ZT, dann heiBt A hermitesch.
f) Ist A = A*, dann heiit A selbstadjungiert.
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g) Sei K =R oder = C und A symmetrisch oder hermitesch. Dann heiit A positiv definit /
positiv semidefinit / negativ definit / negativ semidefinit / indefinit, falls die quadratische
Form g4 : K" — K, x — x" Ax positiv definit / positiv semidefinit / negativ definit /
negativ semidefinit / indefinit ist. (Hierbei wird x' als 1 x n-Matrix aufgefasst.)

Satz 10.9 (i) (AT)' =A
(i) (A+B)T = AT + BT
(ii) (RA)T = 2AT
(iv) (AC)! = CTAT
Satz 10.10 Sei A € K™*". Dann gilt:
Vx e K" Vy e K": (Ax,y)gm = (x,A"y)kn.
Korollar 10.11 Sei A € K™*". Dann gilt:
x € Kern(Ly) < Vy € Bild(La+) : (x,y)xn =0.
Korollar 10.12 Sei A € K**" selbstadjungiert. Dann gilt:
Vx,y € K": (Ax,y)xn = (x,Ay)gn.
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Satz 10.13 Sei V ein n-dim. K-Vektorraum mit geordneter Basis B = {by,--- ,b,}.

a) Sei b:V xV — K bilinear. Dann existiert genau eine Matrix M = Mf c K" so dass

X1 Y1
gilt: Sind | : |, | : | € K" die Koordinatendarstellungen von x,y € V bzgl. B, dann
Xn Yn
Y1
ist b(x,y) = (xl xn) M2\
Yn

b(bi,b1) -+ b(by,by)

b(bu,b1) -+ b(by,by)
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b) Sei K =C und 6 :V xV — C sesquilinear. Dann existiert genau eine Matrix M = M5 &

X1 1
C"™" so dass gilt: Sind | : |,| : | € C" die Koordinatendarstellungen von x,y € V
Xn Yn
Y1
bzgl. B, dann ist 6(x,y) = (xl xn) ME |
Yn

o(b1,b1) -+ o(b1,by)
Insbesondere ist M5 = - , :

c) Sei M € K"*". Dann existiert genau eine Bilinearform b und im Falle K = C zusétzlich
genau eine Sesquilinearform &, so dass M = M} bzw. M = M% gilt.
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Korollar 10.14 Seien V,B,b und ¢ wie in Satz 10.13. Sei B' = {b),...,Db,} eine weitere
Basis von V und S = Mil’f . Dann gilt:

MP — STAPS,

ME = STMES.

Korollar 10.15 Seien V,B,b und ¢ wie in Satz 10.13. Dann gilt:
(i) b ist symmetrisch. < M} ist symmetrisch.
(i) G ist hermitesch. < M?% ist hermitesch.

(iii) b bzw. G ist positiv definit / positiv semidefinit / negativ definit / negativ semidefinit
/ indefinit.
& MF bzw. ME ist positiv definit / positiv semidefinit / negativ definit / negativ semi-
definit / indefinit.
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10.2 Orthonormalsysteme und orthogonale Projektionen

Definition Sei (V,(-,-)) ein Skalarproduktraum und I # 0.

a) Eine Menge (v;)ic; ={vi:i €1} CV mitv;#0 fiir alle i € I heiBt Orthogonalsystem,
falls (v;,v;) =0 fiir alle i # j ist.

b) Ein Orthogonalsystem heiBt Orthonormalsystem (ONS), falls (v;,v;) =1 fiir alle i € 1
ISt.

c) Ein ONS heiBt Orthonormalbasis (ONB) von V, falls es eine Basis von V ist.

Satz 10.16 Jedes Orthogonalsystem (v;);c; ist linear unabhangig.
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Satz 10.17 Sei (V,(-,-)) ein Skalarproduktraum mit induzierter Norm || - ||,
[={ieN:i<m} fireinmé&N oder I =N und (w;)jc; CV linear unabhingig. Dann gibt
es ein ONS (v;)ic; mit

Vnel: Spani{vy,...,v,} =Span{wy,...,w,}.

(vi)ier kann durch das Gram-Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren konstruiert werden:
1
wWi.
lwi

1. Schritt: Sei vy :=

~

. . . . . Vv .
n-ter Schritt: Sei {vi,...,v,_1} bereits konstruiert. Dann sei v, := —"— mit

1l

n—1

Vi =Wy, — Z (W, Vi) V.

i=1

Insbesondere gilt: Ist V endlich-dimensional, dann besitzt V eine ONB und jedes ONS in V
kann zu einer ONB von V erganzt werden.
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Satz 10.18 Sei (V,(-,-)) ein Skalarproduktraum mit induzierter Norm || - || und endlicher
ONB {vy,...,v,}. Dann gilt:

()VxeV: x= f (X, vi)v;

i=1

(i) u= i Avi N v= i Wi = (u,v) = i Aill;
i=1 i=1 i=1

(i) Vx eV : ||x||*= f | (x,v;)|* (Parsevalsche Gleichung)
i=1

Satz 10.19 Es seien (V,(-,-)) ein Skalarproduktraum mit induzierter Norm ||-||, U ein
endlich-dimensionaler Unterraum von V, {uy,...,u,} eine ONB von U, x €V undy € U.
Dann sind dquivalent:

(i) y = i (o, u; ) u;

=1
(i)3ze€Vix=y+zAz LU (dh.YweU:{(z,w)=0)
(i) |~ y]| = min{|x—w] : w € U}
Die Abbildung Py -V — U, x+ i (x,u;)u; ist linear und heiBit orthogonale Projektion von
i=1
V aufU.
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Bemerkung
In der Analysis werden wir sehen, dass die Menge aller stetigen Funktionen von [0,27] nach

R mit der Abbildung (f,g) := [i" f(x)g(x)dx ein Skalarproduktraum ist und (Vi)ien, mit
1 | 1
VoI X > ——, Vo, X+ —=sin(nx), Vi, :x— ——cos(nx)

V21 VT VT

fur n € N, ein ONS in diesem Raum ist.
Dies ist der Anfangspunkt der Theorie der Fourieranalyse.

132



10.3 Orthogonale und unitare Abbildungen

Satz 10.20 Sei (V,(-,-)) ein Skalarproduktraum mit induzierter Norm ||-|| und L.V —V
linear. Dann sind aquivalent:

(i) Fiir jedes ONS {vy,...,v,} CV ist {Lvy,...,Lv,} ein ONS.
(ii) L ist isometrisch (lingenerhaltend), d. h. Vx € V : ||Lx|| = ||x||.

(iii) Vx,y € V : (Lx,Ly) = (x,y). Insbesondere ist L kongruent (lingen- und winkelerhal-
tend).

Definition Sei V wie in Satz 10.20 und L : V — V eine lineare Abbildung, welche die
dquivalenten Eigenschaften (i)—(iii) aus Satz 10.20 erfiillt.

a) Ist (V,(-,-)) ein reeller Skalarproduktraum, dann heiBt L eine orthogonale Abbildung.
b) Ist (V,(-,-)) ein komplexer Skalarproduktraum, dann heiBt L eine unitdre Abbildung.

Satz 10.21 Orthogonale und unitire Abbildungen sind injektiv.
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Satz 10.22 Sei (V,(-,-)) ein n-dimensionaler reeller bzw. komplexer Skalarproduktraum,
B =1{by,...,b,} eine beliebige ONB vonV und L:V —V linear. Dann sind dquivalent:

(i) L ist orthogonal bzw. unitér.

(ii) {Lby,...,Lb,} ist eine ONB vonV.

(iii) Die Spaltenvektoren von M"" bilden eine ONB von R" bzw. C".
(iv) M st invertierbar mit (Mf’B)_l = (M"Y

(v) Die Zeilenvektoren von M bilden eine ONB von R" bzw. C".
Definition

a) A € R™" heiBt orthogonal, falls A invertierbar ist mit A~! = AT,
b) A € C™" heiBt unitér, falls A invertierbar ist mit Al = ZT.
Satz 10.23

1.0(n) == {A € GL(n,R) : A~ = A"} ist bzgl. der Matrizenmultiplikation eine Gruppe,
d. h. O(n) ist eine Untergruppe von GL(n,R) — die sogenannte orthogonale Gruppe.

2.U(n):={A€GL(n,C):A™! :ZT} ist eine Untergruppe von GL(n,C) — die sogenannte
unitare Gruppe.
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11 Determinanten

Definition Sei K ein Kérper, n € N und V = K".

a) Eine Abbildung det : V* — K heiBt Determinante, wenn sie die folgenden Eigenschaften
hat:

(D1) det ist eine Multilinearform, d.h. eine Abbildung von V" nach K, die linear bzgl.
jedes Arguments ist, also fiir jedes k € {1,...,n} gilt:

det(ay,...,ar_1,0ar+b,ayq,...,a,)=0adet(ay,...,ar 1,05, dxi1,---,0y)
—I—th(Cll, ce ,Clk_l,b,ak+1, ce ,Cln).

(D2) det ist alternierend, d.h. fiir alle j,k € {1,...,n} mit j #k gilt:
det(ai,...,a;,...,ak,...,a,) = —det(ai,...,ak,...,a;j,...,a,).

Vertauschen zweier Argumente dndert also das Vorzeichen.
(D3) det ist normiert, d.h.

det(el,...,en) =1,

wobei {e1,...,e,} die (geordnete) kanonische Basis von K" ist.
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b) Sei (ay,...,a,) € V". Dann heiit det(ay,...,a,) das orientierte (n-dimensionale) Vo-
lumen des von den Vektoren ay,...,a, aufgespannten Spats und |det(ay,...,a,)| das
(n-dimensionale) Volumen des von ay,...,a, aufgespannten Spats. Im Fall n = 2 sagt
man auch Flacheninhalt statt 2-dimensionales Volumen und Parallelogramm statt Spat.

c) Sei A € K"™" mit den Zeilenvektoren ay,...,a,. Dann ist det(A) := det(ay,...,a,).
ail ... din ailr ... dip
Kurzschreibweise: Statt det ; ; schreibt man auch

anl o o ann anl o o ann

Bemerkung
Mit Hilfe der im Folgenden aufgestellten Resultate kann man zeigen, dass es genau eine
Determinante mit den Eigenschaften (D1)-(D3) gibt (bei vorgegebenen V, K und n).
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Satz 11.1 Sei A € K™" mit den Zeilenvektoren ay,...,a,. Dann gilt:
(i)Jdie{l,....n}:a;=0 = det(A) =0.
(ii) Sind zwei Zeilenvektoren von A gleich, dann ist det(A) = 0.

( iii) Addition eines Vielfachen einer Zeile von A zu einer anderen Zeile von A andert den
Wert der Determinante nicht.

Satz 11.2 Sei A € K"*" eine obere Dreiecksmatrix, d. h. A ist von der Form
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Bemerkung
Aufgrund der bisherigen Resultate ist eine Moglichkeit, die Determinante einer beliebigen
Matrix zu berechnen, die Folgende. Man formt die Matrix A mit Hilfe des GauB-Algorithmus
zu einer oberen Dreiecksmatrix D um und notiert dabei die Anzahl p der durchgefiihrten
Zeilenvertauschungen. Dann berechnet man mit Satz 11.2 det(D) und daraus det(A) =
(—1)Pdet(D).

Satz 11.3

i aip a i
SeiA=|"" ") c k¥*2 Dann gilt det(A) = ajjaxn — appan.
az1 dxp

Satz 11.4 Sei A € K™" Dann ist dquivalent:
(i) Die Zeilenvektoren von A sind linear unabhangig.
(ii) det(A) # 0.

Korollar 11.5 Sei A € K", Dann sind dquivalent:

(i) det(A) # 0.
(ii) Das homogene LGS Ax = O besitzt nur die triviale Lésung x = 0.
(iii) Das LGS Ax = b besitzt fiir jedes b € K" genau eine Lésung.
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Satz 11.6 (Determinantenmultiplikationssatz) Es seien A,B € K"*". Dann gilt:
det(AB) = det(A) det(B).

Bemerkung
Im Allgemeinen gilt aber nicht det(A 4+ B) = det(A) + det(B).

Korollar 11.7
(i) Sei A € K™" invertierbar. Dann gilt:
det(A™") = (det(A)) .
(ii) Seien A, B € K"™*" &hnlich. Dann gilt:
det(A) = det(B).
Definition Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum und L :V — 'V linear. Dann sei
det(L) := det(M; "),

wobei B eine beliebige (geordnete) Basis von V ist.
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Definition Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum und L :V —V linear. Dann sei
det(L) := det(M>"),

wobei B eine beliebige (geordnete) Basis von V ist.

Satz 11.8 Sei A € K"™*". Dann gilt
det(A") = det(A).

Bemerkung
Aufgrund von Satz 11.8 kann man in den Satzen 11.1 und 11.4 Zeilen durch Spalten ersetzen,

sowie in Satz 11.2 obere Dreiecksmatrizen durch untere Dreiecksmatrizen ersetzen und erhalt
die selben Schlussfolgerungen.

Korollar 11.9 Sei A € C*". Dann gilt:

det(A™) = det(A)

Korollar 11.10 Sei A eine orthogonale oder unitare Matrix. Dann ist

det(A)] = 1.
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Satz 11.11 (Entwicklungssatz von Laplace) Sei A = (a;;) € K™ und A;; €
K=Dxn=1) die Matrix, die aus A durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte ent-
steht. Dann gilt fiir jedes i € {1,...,n}:
det(A) = Z(—l)i+jaij det(A;;) (Entwicklung nach der i-ten Zeile).
j=1

Korollar 11.12  Seien A,A;; wie in Satz 11.11. Dann gilt fiir jedes j € {1,...,n}:

S

det(A) = Y (—1)*a;;det(A;;) (Entwicklung nach j-ter Spalte).
i=1

Korollar 11.13

ajl a
SeidA=|"""") e Kk?2 Dann gilt:
dz1 dx

A1 1 ay —daip
det(A) \ —ay; ap |
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Zur geometrischen Bedeutung der Determinante:

Satz 11.14 Sei L : R"* — R" linear und bijektiv. Dann wird jeder Spat mit n-dimensionalem
Volumen V' durch L auf einen Spat mit n-dimensionalem Volumen |detL|V abgebildet.

Bemerkung
Sei A= [ 11412 c R>*2. Aufgrund von Satz 11.3 und der Definition des Vek-
az; ax
torproduktes gilt
ail a2 0
ay | X | axn | = 0
0 0 det(A)
und somit
aii ap
a | X | ax = |det(A)]
0 0 )
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aip dip 4di3

Sei A= | ay ayp ay; | € R¥. Aufgrund von Korollar 11.12, Satz 11.3 und

asz) dszz dsjz
der Definition des Spatproduktes gilt

also

Die Definition des Flacheninhalts von Parallelogrammen bzw. des Volumens von Spaten
mit Hilfe von Determinanten stimmen also im R? bzw. im R?> mit den entsprechenden

al

azi

asi

ai

azi

asi

ain
ano

aszp

ain
0 5%)

asp

ais

’ ans

as3

ai3
’ an;s

ass

Definitionen aus Abschnitt 8.1 liberein.

= det(A),

= | det(A

)|
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Definition Sei V ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum.

a) Zwei geordnete Basen B und B’ von 'V heiBen gleich orientiert, falls det(M, B *P) >0 ist.
b) Ein Isomorphismus L : V — V heiBt orientierungserhaltend, falls det(L) > 0O ist.

Satz 11.15

(i) SL(n,K) := {A € GL(n,K) : det(A) = 1} ist eine Untergruppe von GL(n,K)— die so-
genannte spezielle lineare Gruppe.

(i1) SO(n) := O(n) N SL(n,R) ist sowohl eine Untergruppe von O(n) als auch eine Unter-
gruppe von SL(n,R)— die sogenannte spezielle orthogonale Gruppe.

(iii) SU (n) := U (n) N SL(n,C) ist sowohl eine Untergruppe von U (n) als auch eine Unter-
gruppe von SL(n,C)—die sogenannte spezielle unitare Gruppe.

Satz 11.16

()502) = {AeR>>:3peR: A= <C(,)S¢ _Slw> 3

sin@ cos @

{Aeszz;aweR;A{W ine )}_

sin —cos @

(if) O(2) \ SO(2)
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Bemerkungen

1) Matrizen aus SL(n,R) bzw., genauer gesagt, die durch diese Matrizen dargestellten linea-
ren Abbildungen beschreiben volumen- und orientierungserhaltende lineare Abbildungen

auf R”.

2) Matrizen aus O(n) beschreiben langen- und winkelerhaltende (und somit auch volume-
nerhaltende) lineare Abbildungen auf R”.

3) Matrizen aus SO(n) beschreiben orientierungserhaltende und ldngen- und winkelerhal-
tende (und somit auch volumenerhaltende) lineare Abbildungen auf R”.

4) <C?S€D _qu)> beschreibt eine Drehung im R? mit Drehwinkel .
sin@ cos @

5) <C?S€D e ) beschreibt eine Achsenspiegelung im R?, wobei %(p der
sing — cos @

Winkel zwischen der x;-Achse und der Spiegelachse ist.
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Bemerkung

Alternativ zu der in diesem Abschnitt vorgestellten Vorgehensweise gibt es auch die folgende
Moglichkeit, Determinanten einzufiihren. Fiir A = (a;;) € K™*" definiert man

ail - din

det(A)=1| : : : |:= ZSign(G)HaiG(i)
i=1

oES,
dp1 -+ dpn

Dabei ist S, die Gruppe aller bijektiven Abbildungen auf {i ¢ N: i <n} und

I d
sign(o) (Signum von o) ist { } falls sich ¢ als Verkettung einer { setaden }
1 ungeraden

Anzahl von Transpositionen (Vertauschung von jeweils zwei Zahlen) darstellen ldsst. (Man
kann zeigen, dass solche Darstellungen immer moglich sind und sign(o) fiir jede mogliche
Darstellung von o den gleichen Wert annimmt).

Man kann dann die Resultate aus diesem Abschnitt auch mit Hilfe dieser alternativen De-

terminantendefinition herleiten sowie die Aquivalenz der beiden Determinantendefinitionen
beweisen.
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12 Eigenwerte und Eigenvektoren

Sei weiterhin K =R oder C.
Definition
a) Sei V ein K-Vektorraum und L :V — V linear. A € K heilit Eigenwert von L, falls ein
v e V\{0} existiert mit
Lv=Av.

Der Vektor v heiBt dann Eigenvektor von L zum Eigenwert A. Die Menge (L) := {A €
K': A ist Eigenwert von L} heiBt Spektrum von L.

b) Sei A € K™". A € K heiBt Eigenwert von A, falls ein x € K"\ {0} existiert mit
Ax = Ax.

Der Vektor x heiBt dann Eigenvektor von A zum Eigenwert A. Die Menge 6(A) :={A €
K: A ist Eigenwert von A} heiBt Spektrum von A.
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Satz 12.1

a) Sei V ein K-Vektorraum und L :V — V linear. Dann gilt:
A € K ist Eigenwert von L und v € V\ {0} ist Eigenvektor von L zum Eigenwert A
< veKern(L—Ald)\ {0}

b) Sei A € K**". Dann gilt:
A € K ist Eigenwert von A und x € K"\ {0} ist Eigenvektor von A zum Eigenwert A
< x € Kern(A—AE,) \ {0}

Korollar 12.2 Seien V,L und A wie in 12.1, A € K ein Eigenwert von L und u € K ein
Eigenwert von A. Dann gilt:

Eigy(L):={veV: Av}
und
Eigy(A) :={x € K": Ax = ux}

sind Untervektorraume von V. bzw. K" mit Dimension > 1, genannt der Eigenraum von L
zum Eigenwert A bzw. der Eigenraum von A zum Eigenwert LL.
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Bemerkung

Da lineare Abbildungen auf endlich-dimensionalen Vektorraumen durch Matrizen dargestellt
werden konnen, geniigt es in diesem Fall, Eigenwerte, Eigenvektoren und Eigenrdume von
Matrizen zu untersuchen.

Satz 12.3 Sei A € K"*". Dann gilt:
a) A ist Eigenwert von A < det(A— AE,) =0

b) Die Funktion xs: K — K, A — det(A— AE,) ist ein Polynom n-ten Grades, das soge-
nannte charakteristische Polynom von A, und es gilt:
A ist Eigenwert von A < A ist Nullstelle von y,.

Korollar 12.4 Sei A € K"*". Dann gilt:
a) A hat héchstens n verschiedene Eigenwerte.

b) A mindestens einen komplexen Eigenwert. Dieser Eigenwert kann reell sein, muss aber
nicht, selbst wenn A € R"**" |st.

c) Ist A € R C C™" und A € C\R Eigenwert von A, dann ist auch A Eigenwert von
A.
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Definition Sei A € K™" und A Eigenwert von A. Dann heiBt:

e die Vielfachheit der Nullstelle A von x4 die algebraische Vielfachheit von A, bezeichnet
mit ng,(A),

o n,(A) :=dimEig)(A) die geometrische Vielfachheit von A .

Satz 12.5 Sei A € R"" C C"™" und x € C" ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A € C.
Dann ist X Eigenvektor von A zum Eigenwert A.

Satz 12.6 Sei A = (a;;) € K™". Dann gilt:

aa(A) = (=1)"A"+ (=1)"'Sp(A)A"! +nchk7Lk+det(A)
k=1

mit ¢, € K und Sp(A) = Y, a;; (die sogenannte Spur von A).
=1

l

150



Korollar 12.7 Seien Ay,..., A die (paarweise verschiedenen) Eigenwerte von A € K"*",
Dann gilt:

(i) T1 A" = der(4)
=1
k
(ii) _; na(Ai) Ai = Sp(A)

Satz 12.8 Seien A, B € K"*" hnlich. Dann gilt: 1 = Xs.

Korollar 12.9 Seien A, B € K"*" 3hnlich. Dann gilt:
(i) Sp(A) = Sp(B)
(i) A ist Eigenwert von A mit n,(A) =k < A ist Eigenwert von B mit n,(A) =k

(iii) Sei S € GL (n,K) mit B= S"'AS und x Eigenvektor von A zum Eigenwert A mit
ne(A) =m. Dann ist S~'x Eigenvektor von B zum Eigenwert A und es ist ng(A) = m
(als Eigenwert von B).

Korollar 12.10 Sei A; Eigenwert von A € K"™". Dann gilt ny,(A;) < n,(A;).
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Satz 12.11 SeiA € K™ und S € GL(n,K) mit den Spaltenvektorens;, j=1,...,n. Dann
ist dquivalent:

(i) {s;: j=1,...n} ist eine Basis von K" aus Eigenvektoren von A.
(i) D = (d;;) mit D= S"'AS ist eine Diagonalmatrix.

Gelten die dquivalenten Aussagen (i) und (ii), dann ist A;, =d;;s;, j=1,...,n, und {d;;
j=1,....,n} =0c(A).

Korollar 12.12 Sei A € K"*". Dann ist dquivalent:
(i) K" besitzt eine Basis aus Eigenvektoren von A.

(ii) A ist dhnlich zu einer Diagonalmatrix D = (d;;).

Definition A € K"*" heit diagonalisierbar, falls die dquivalenten Eigenschaften (i), (ii)
aus 12.11 erfiillt sind.
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Satz 12.13 Sei A € K™*". Dann ist dquivalent:

(i) A ist diagonalisierbar

(ii) xa zerfillt iiber K in Linearfaktoren und fiir jede Nullstelle A; von x4 gilt:
ng(R) = o).

Satz 12.14 Sei V ein K-Vektorraum, L : V — V linear und A;, ..., A; paarweise veschie-
dene Eigenwerte von L mit zugehérigen Eigenvektoren vy, ...vi. Dann ist {vi,... v} linear
unabhangig. Also sind Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten linear unabhangig.

Satz 12.15 Sei A € K™*" selbstadjungiert. Dann gilt:
() o(A) CR

(ii) Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten von A sind orthogonal zueinander.

Satz 12.16 Sei A € K" selbstadjungiert. Dann existiert eine Orthonormalbasis von K"
aus Eigenvektoren von A.
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Korollar 12.17 a) Sei A € R"*" symmetrisch. Dann existiert eine orthogonale Matrix S,
so dass STAS eine Diagonalmatrix ist.

b) Sei A € C"*" hermitesch. Dann existiert eine Matrix S, so dass ST AS eine Diagonalmatrix
ist, die in R"*" enthalten ist.

Bemerkung
Koordinatentransformationen, die symmetrische Matrizen mit Hilfe von orthogonalen Ma-
trizen zu Diagonalmatrizen transformieren, nennt man auch Hauptachsentransformationen.

Korollar 12.18 Sei A € K™*" selbstadjungiert. Dann gilt :

( (

positiv definit R*

ositiv semidefinit R+

Aist §  PEEVERETEEIR o sy 0
negativ definit R~

negativ semidefinit R,
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Bemerkung
Sei A € R"™". Dann ist %(A +AT) € R™™ symmetrisch und fiir die quadratische Form

ga:R" = R, x— xTAx gilt

0a(0) = (. Ay = (x5 (A+ AT )

Ist {by,...b,} eine ONB von R" aus EV von %(A —|—AT),%(A +AT)b; = A;b; und x = f x;b;,
i=1

dann gilt:

qa(x) = Z/Iifiz-
i=1

Bemerkung
Es gibt verschiedene Verallgemeinerungen von Satz 12.16. Fiir Details sei auf die Literatur

verwiesen.
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Satz 12.19 Sei A € SO(3). Dann gilt:

(i) 1eo(A)
(ii) Fiir jede ONB B = {b;,by,b3} von R’ mit Ab; = b, existiert genau ein
@ €]—m 1] mit |@|=arccos(3(Sp(A) —1)), so dass

1 0 0
MZB = |0 cos@ —sing | st
0 sin@ cosQ

Bemerkung

Fiir weitere Resultate bzgl. Eigenwerten und Eigenvektoren von Matrizen aus
SO(n),0(n),SU(n),U(n) sei auf die Literatur verwiesen.
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Definition Sei A € K. Die Matrix

(A1 0 ... 0)

0 A 1 - :

JkA) =] . - . 0| e KP
—

\O 0 A)

heilSst Jordan-Matrix oder Jordan-Block.

Satz 12.20 Fiir eine Jordan-Matrix J(k,A) gelten:
(i) A ist einziger EW von J(k,1).

(i) ng(A) =k und ng(A) = 1.
Insbesondere ist J(k,A) fiir k > 2 nicht diagonalisierbar.
(iii) Die Matrix J(k,A) — AE} ist nilpotent, d.h.
meNVneN:n>m = (J(k,A) —AE)" =0,
und es gilt m = k.
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Satz 12.21 Sei k > 2, B eine Basis von K und A € KKk eine Matrix, die nur einen EW
A besitzt und fiir den gilt: n,(A) =k und ng(A) = 1.
Dann ist dquivalent:

(i) My = J (k. %),
(i) B={by,...,br} mit (A—AEy)b; =0 und
\V/] c {1,2,...,k— 1} . (A—)LEk)bj+1 = bj.
Definition Sei A € K™*" und A ein EW von A mit n,(A) = m. Dann heiBt
H)(A) := Kern((A— AE,)")

der Hauptraum von A zum EW A und die Elemente aus H, (A) heiBen Hauptvektoren von
A zum EW Q.
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Satz 12.22 (Jordansche Normalform) Sei A € K™" und y4(A) = [I(4 — 1)k mit
i=1
Ai # A; fiir i # j. Dann existiert eine Basis B von K" aus Hauptvektoren von A, so dass

(J(kllakl) O\
J (ki )
M;P = .
J(kml , A‘m)

\ 0 . Tkt An)

li
ist, wobei Y ki; =k; =n,(A;) und l; = ng,(A;) ist.

=1

Mi"B hei8t dann Jordansche Normalform von A.
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Teil 111
Eindimensionale Analysis

13 Konvergenz

Definition

a) Eine reellwertige Folge (a,).cn heiBt konvergent gegen a € R, falls gilt
Ve>0dneeNVn>ng: |a,—al<e€ (K)

Man sagt dann auch " (a,),eN konvergiert gegen a” oder
"a ist Grenzwert (Limes) von (a,)nen ”

Kurzschreibweisen : a, — a fiir n — oo oder lim a,, = a.
n—so0

b) Eine reellwertige Folge, die gegen 0 konvergiert, heiBt Nullfolge.

c) Eine reellwertige Folge, die keinen Grenzwert besitzt, heiBt divergent.
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Satz 13.1 a) Jede konvergente Folge hat genau einen Grenzwert.
b) Jede konvergente Folge (a,),cn ist beschrankt, d.h.

AC>0VreN: |a,| <C

c) Verdndert man endlich viele Folgeglieder einer konvergenten Folge, dann hat die dadurch
entstandene Folge denselben Grenzwert wie die urspriingliche.

Satz 13.2 Seien (a,) e, (bn)nen konvergente Folgen mit lima, =a und
n—oo

lim b,, = b. Dann gilt:

n—soo

(i)Va,B eR: li_r>n(aan—|—ﬁbn) = oa+ Bb
(ii) ’}nglo(anbn) = ab

(i) (b#£0 A VneEN: by, £0) = lim 2 =

a
n—eob, b
(iv) lim |a,| = |a|

(v)Vm e N: limal =a™

n—oo
(vi)(a>0 ANVneN: a,>0) = VmeN: ’}1_{101(3%:%
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Satz 13.3 Seien (ay,)uen, (bn)nen konvergente Folgen und
AN e NVn>N:a,<b,,

dann folgt
lima, < lim b, .
n—o0 n—so0
Bemerkung

Ersetzt man in den Voraussetzungen von Satz 13.3 a, < b,, durch a,, < b,, dann kann aber
im Allgemeinen nicht

lima, < lim b,
n—yoo n—yoo

gefolgert werden, sondern auch nur

lim a, < lim b,,,
n—so0 n—so0

1

wie das Beispiel a, =0 und b, = - zeigt.
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Korollar 13.4 (“Sandwich-Satz", “Dreifolgensatz”,
(an)nen, (bn)nen und (cp)nen reellwertige Folgen. Gilt
lima, =limc,=a
n—oo n—oo

und
dAN e NVn>N:a,<b, <c,,
dann ist (by,),eN konvergent und

lim b,, = a.
n—yo0
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Definition Eine reellwertige Folge (a,),en heiBt

a) monoton wachsend, falls gilt Vn € N : a,, .1 > a,,

b) streng monoton wachsend, falls gilt Vn € N : a,,1 > ay,
c) monoton fallend, falls gilt Vn € N : a, 11 < a,,

d) streng monoton fallend, falls gilt Vn € N : a, 1 < ay,

e) nach oben beschrankt, falls gilt 3C € RVvn € N:a, <C,
f) nach unten beschrinkt, falls gilt 3C € RVn € N:a, > C.

Satz 13.5 Jede monoton wachsende, nach oben beschrankte reelle Folge (ay)nen ist kon-
vergent und es gilt

lima, =sup{a,:n €N} .

n—oo

Korollar 13.6 Jede monoton fallende, nach unten beschrankte reelle Folge (a,)qcn ist kon-
vergent und es gilt

lima, =inf{a, : n € N}.

n—yo0
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Definition Seien (a,), .y, (bn),cy reellwertige Folgen. Die Menge {[a,,b,] : n € N} heiBt
Intervallschachtelung, falls gilt:

(l) Vn c N : [an_|_17bn—|—l:| g [ambn] ’
(ii) Tim (b, — a,) = 0.

—>00

Korollar 13.7 Sei {[a,,b,] : n € N} eine Intervallschachtelung. Dann
Ax eR: {x} = () [an, by
neN

und es gilt

x = lim a,, = lim b,,.
n—soo n—soo
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Definition

a) Sei (x,),. eine Folge und k — ny eine streng monoton wachsende Abbildung von N

nach N. Dann heiBt (x,, )ien eine Teilfolge von (x,), -

b) Der Grenzwert einer jeden konvergenten Teilfolge von (x,), x heiBt ein Hiufungspunkt

von (Xp) ,cn-

c) Besitzt eine Folge (x,),. einen gréBten Haufungspunkt x, dann heiBt er Limes superior

von (Xp),cn-

Bezeichnung: x = limsupx, = limx,,.
n—o0 R—poo

d) Besitzt eine Folge (x,), . einen kleinsten Haufungspunkt x, dann heit er Limes inferior

von (Xp),cn-

Bezeichnung: x = liminfx, = lim x,,.
n—oo o

Satz 13.8 Sei x der Grenzwert einer Folge (x,) Dann konvergiert auch jede Teilfolge

von (X,),.n g€gen X.

neN -

Satz 13.9 (Satz von Bolzano-WeierstraB) Jede beschrinkte Folge (x,), . in R be-
sitzt eine konvergente Teilfolge.
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Definition Eine reellwertige Folge (x,), . heiBt Cauchy-Folge, falls gilt:
Ve > 0dn, € NVm,n > ne : |la,—a,| < €

Satz 13.10 a) Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge.
b) Jede Cauchy-Folge ist beschrankt.

c) Enthalt eine Cauchy-Folge (x,),,.x eine Teifolge (x,, )ren mit %l_I)Elo Xy, =X, dann gilt auch

lim x, = x.
n—-oo

Satz 13.11 R st vollstandig, d.h. jede Cauchy-Folge in R hat eine Grenzwert in R.

Bemerkungen

1) Die Vollstandigkeit von R ist letztendlich eine Folgerung von Satz 13.5 und damit eine
Konsequenz des Supremumsaxioms, siehe den Beweis von 13.5. Alternativ kann man
auch die Vollstandigkeit von R als Axiom postulieren und daraus die Giiltigkeit des
Supremumsaxioms beweisen.

2) Q ist nicht vollstandig, denn es gibt Cauchy-Folgen in Q, deren jeweilige Grenzwerte in
R\ Q liegen.

3) Die Vollstandigkeit von R ist ein grenzwertfreies Konvergenzkriterium, denn damit kann
man fiir diejenigen Cauchy-Folgen, bei denen man den Grenzwert nicht explizit berechnen
kann, immerhin deren Konvergenz nachweisen.
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Satz 13.12 Seix € R undm=min{n € N:n > —x}.
1. Die Folge ((1 + f) n) ist ab dem m-ten Folgenglied monoton wachsend.
n neN

2. Die Folge ((1 — f) _n) . definiert fiir n > m, ist monoton fallend.
neN

n

3. { [(1 + f)n, (1 — f) n] :neNAn> \x|} ist eine Intervallschachtelung
n

n
¢ = lim (1+f)": lim (1 —f)_".
n

n—soo n—oo n

und somit existiert
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Satz 13.13 (i)’ =1
(i)VxeR: e >0
(i) Vx,y € R: &1 = ¢*e”
1
(v)VxeR: e =—
ex
(v)Vx € Q: " = (e!)*, wobei (e')* die x-te Potenz von (e') ist.
Daher definiert man e := e' (Eulersche Zahl).
(vi) e = 2,718281828459045 . ..
(Vi)VxeR: > 14+x N (e"=14+x<x=0)

(vii)Vx,yER: x <y = e* < ¢

(ix) VxeR: x| <1 = |ex—1\§1 "
— |x

.1 .1
(x) limen =1 = lime .
n—yoo n—soo

(xi) Vm € Ny : limn™e™" = 0.

n—oo
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Satz 13.14 (i) Die Exponentialfunktion exp : R — R™, x + e* ist bijektiv. Die Umkehr-
funktion heiBt natiirlicher Logarithmus In : Rt — R, x — In x.

(i)In1=0

(i) Vx,ye RT :x<y = Inx<Iny

(iv)Va,b € R" :In(ab) =Ina+Inb.
(v)Va,bE]R*:ln%:Ina—lnb

(vi)Vae R"WVneN:Ina"=n-lna

(vi)Vx eRT:Inx<x—1A(lnx=x—1<x=1)
(viii) Vm € N : ,}iigon_%lnn:O

(ix) Va e RTVWx € Q: a* = ¥4
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Definition (Reelle Potenzen) Fiira € R™ und x € R sei a* := "¢,

Satz 13.15 1. VacR"Vx,yeR: a""” =da'a’
2.Ya e R™Vx,y e R: (a*)) =a®
3.Va,b e R"Vx e R : (ab)* = a*b*

4. Seia € R™\ {1}. Dann ist f : R — R™", x+— a* streng monoton wachsend und bijektiv.
Die Umkehrfunktion hei8t Logarithmus zur Basis a, in Zeichen: log, : Rt >R, x+—
log,, x.

In x

5. Vac RT\{l1}VxeR":1 = —.
acRT\{1}Vxe 0g, X =1 —
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Definition

1. Eine komplexwertige Folge (z,), . heiBt konvergent gegen z € C, in Zeichen: z, — z fiir

n — oo oder lim z,, = z, falls lim |z, — z| = 0 gilt.
n—oo n—oo

2. Eine komplexwertige Folge (z,), .~ heiBt Cauchy-Folge, falls gilt

neN

Ve >0dn, e NVm,n>ne: |z, — 24| < €

Satz 13.16 Seien 7, = x,, +iy,, n € N und z = x+ iy mit x,x,,y,y, € R. Dann gilt:

1. limz,=z<= limx,=x A limy, =y
n—>o0 n—oo n—yoo

2. (2n) ey Ist Cauchy-Folge <= (x,), o uUnd (V) sind Cauchy-Folgen.
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Satz 13.17 Fiir komplexwertige Folgen gelten:
1. die Aussagen aus Satz 13.1.
2. die Aussagen aus Satz 13.2(i)-(v), wobei o, 3 € C sein darf.

3. llimz, =7z — limzg, =2
n—oo n—oo

4 ((ac >0V¥neN: |z,] <C)A limz, :z) — |7 <C.
n—oo
5. die Aussage aus 13.8.

6. die Aussage aus 13.9 fiir C statt R.
/. die Aussagen aus 13.10.

8. die Aussage aus 13.11 fiir C statt R.
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14 Reihen

Definition

n

Sei (ay)nen, eine Folge in R. Dann heiBt die Folge (sy)nen, mit s, = Y ax eine reelle

k=0
(unendliche) Reihe.

o n
Kurzschreibweise: Y ay statt (Z ak)
k=0 k=0 / e,

Die Folgenglieder s, heiBen Partialsummen der Reihe.

Konvergiert die Reihe Y a; gegen a € R, dann schreibt man ). a, = a als Abkiirzung fiir
k=0 k=0

n

lim ) a; =a.
n—re° j—()

Allgemeiner definiert man fiir beliebige ky € 7, auch Reihen der Form

Z ak L= Z am—l—ko-
k=kg m=0
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Satz 14.1 Seien Z day, Z by konvergente Reihen mit Z a, = a und 2 by = b. Dann gilt:
k=0 k=0

Va, ﬁ € R: Z (Xak—l—ﬁbk: Oda—l—ﬁb
k=0

Satz 14.2 Sind (ak)keNO und (by)ken, Folgen, die sich nur durch endlich viele Folgenglieder
unterscheiden, dann ist Z a; genau dann konvergent wenn Z by konvergiert. Die Grenz-

k=0 k=0
werte der beiden Reihen kénnen allerdings verschieden sein.

Satz 14.3 (Leibniz-Kriterium) Sei (ay)cn, eine monoton fallende Nullfolge mit ay € R™

fiir alle k € No. Dann konvergiert die alternierende Reihe E (—1)*ay und fiir deren Grenzwert

k=0
a gilt:
2n+1 2n
Vn € Ny : Z (—Dfaqp <a <y (=1)a (3)
k=0 k=0
und
Vn e Ny: \a—Z(—l)kak| < dpi1. (4)

k=0
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Bemerkung
Ist (ax)ren, mit ax € R fiir alle k € Ny eine Nullfolge, die nicht monoton fallend ist, dann

oo

muss Y, (—1)a; nicht notwendigerweise konvergieren, wie das Beispiel
k=0
ap — {

Satz 14.4 (Cauchy-Kriterium) i ar ist konvergent < Ve > 0 dng Vm > n > ng :
k=0

ke {2m:me N}

)k, sonst

AN N =

[\)I’_‘ ~

zeigt.

m
Y ar| <€

k=n-+1

oo

Korollar 14.5 Y a; ist konvergent = (ax)ien, ist eine Nullfolge
k=0
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Bemerkung

Die Umkehrung von Korollar 14.5 gilt aber im Allgemeinen nicht, d.h. ist (ax)ken, eine
Nullfolge, dann muss kgoak nicht konvergent sein, wie das Beispiel a; = ﬁll zeigt. Dass
(ar)ren, eine Nullfolge ist, ist also eine notwendige Bedingung, aber keine hinreichende

Bedingung fiir die Konvergenz von ) a.
k=0

Definition
Eine Reihe Y. a; heiBt absolut konvergent, falls die Reihe Y, |ax| konvergiert.
k=0 k=0

Satz 14.6 Jede absolut konvergente Reihe ist konvergent.

Bemerkung
Die Umkehrung von Satz 14.6 gilt aber im Allgemeinen nicht, denn die Leibniz-Reihe ist
konvergent, aber nicht absolut konvergent.

Satz 14.7 Y a; ist absolut konvergent. < (Z |ak\) ist eine beschrinkte Folge.
k=0 k=0 nGNO
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Satz 14.8 (Majorantenkriterium) /st N € Ny, |ax| < by fiir alle k > N und E‘, by kon-
k=0

vergent, dann konvergiert Y a; absolut. Die Reihe Y. by heiBt dann konvergente Majorante
k=0 k=0
fir Y, ay.
k=0

Korollar 14.9 (Minorantenkriterium) /st N € Ny, 0 < by < a fiir alle k > N und E‘, by

k=0
divergent, dann divergiert Y. ai. Die Reihe Y by heiBt dann divergente Minorante fiir Y. a.
k=0 k=0 k=0

Korollar 14.10 /st |a;| < by fiir alle k € Ny und i by konvergent, dann gilt:
k=0

| Y a| < Y |a| < X by
k=0 k=0 k=0

Korollar 14.11 Sind ¥ |ai|? und Y. |bi|* konvergent, dann ist Y aiby absolut konvergent.
k=0 k=0 k=0
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Satz 14.12 (Quotientenkriterium) Sei n € Ny und a; # 0 fiir alle k > ny.
a) Falls ein g € [0,1| und ein N > ng existiert, so dass Yk > N : \a’;—:l\ < q gilt, dann ist

Y ay absolut konvergent.
k=0

b) Falls ein N > ng existiert, so dass Vk > N : \a’;—:l| > 1 gilt, dann ist Y. a; divergent.
k=0

oo

Korollar 14.13 a) limsup, ,..|"-"| < ¢ <1 = ¥ a; konvergiert absolut
k=0

a

b) liminfie | %5 > 1 = ¥ ay divergiert

k=0
Bemerkung
Gilt weder die Voraussetzung von 14.12a) noch die Voraussetzung von 14.12b), z.B. im Falle
lim |%£| = 1, dann kann ¥ a; konvergent sein wie im Falle @y = —— oder divergent sein
f—so00 ay P (k—l—l)

wie im Falle a; = ,ﬁ%l
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Satz 14.14 (Wurzelkriterium) a) Falls ein g € [0,1] und ein N € Ny existiert, so dass
Vk >N :/|ax| <gq, gilt, dann ist Y. a; absolut konvergent.
k=0

b) Falls ein N € Ny existiert, so dass Yk > N : {/|ax| > 1, dann ist Y, a; divergent.
k=0

Korollar 14.15 a) limsup, ../ |ax| <1 = Y ay konvergiert absolut.
k=0

oo

b) limsup,_, ./ |ar] > 1 = ¥ ax divergiert.
k=0

Bemerkung
Gilt weder die Voraussetzung von 14.14a) noch die Voraussetzung von 14.14b), z.B. im

1
k+1

oo

Falle limsup, ... {/|a;| = 1, dann kann Y a; konvergent sein wie im Falle a; = (—1)*
k=0

oder divergent sein, wie im Falle a; = ,ﬁ%l
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oo

Satz 14.16 (Umordnungssatz) Sei Y a; absolut konvergent und ¢ : Ny — Ny eine bi-

k=0
Jektive Abbildung.
Dann ist die umgeordnete Reihe Y, a1 ebenfalls absolut konvergent und es gilt
k=0
Y Aoy = L
k=0 k=0
Bemerkung

Ist Y a; konvergent, aber nicht absolut konvergent, dann kann man zeigen, dass es fiir jede
k=0

Zahl s € R eine Umordnung o; : Ng — Ng gibt mit ) ag ) = s sowie eine Umordnung
k=0
v : No — No, so dass ) ay ) divergiert.
k=0

Es gilt also nur fiir absolut konvergente Reihen eine Verallgemeinerung des Kommuta-
tivgesetzes von endlich vielen auf unendlich viele Summanden.
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Bemerkung
Im Allgemeinen gilt auch keine Verallgemeinerung des Assoziativgesetzes von endlich vielen
auf unendlich viele Summanden. Denn es gilt

y (_1)k =1—1+1—1+... ist divergent,

io((—1)2n+ (—1)2 Dy =(1—1)+(1—1)+...=0,
I+ il((—1)2"1+(—1)2") I+ (14 D)+ (=14 D)+ =1

Satz 14.17 (Cauchy-Produkt von Reihen) Seien Y a; und Y. b; absolut konvergent
k=0 [=0

n o
und c, = Y. aib,_i, dann konvergiert auch Y. c, absolut und es gilt
k=0 n=0

oo

(kzoak) (kZO bk): 20 cp= apbo + (aob1 + albo) + (a0b2 +a1by + Clzbo)—l—... .

oo

Die Reihe Y. c, heiBt das Cauchy-Produkt von i ay und i by..
n=0 k=0 k=0
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Definition

a) Reihen der Form Z T oder Z = 4 mit dy € Ng und d, € {0,1,..,9} fiir alle n € N

heilBen DeZIma/bruche
Ist ayay_i...ay die Darstellung von d im Dezima/system, dann schreibt man auch

abkiirzend fayayn_1...a0,d1d... statt £ Z 107"

n=0

b) Ein Dezimalbruch heiBBt abbrechend, falls gilt:
dAmeNVn>m:d,=0.
Kurzschreibweise: ayay_1...a9,d;...dy,_1.

c) Ein Dezimalbruch heiBt periodisch, falls er nicht abbrechend ist und falls gilt:
dj,keNVn>j:d, r=d,.
Kurzschreibweise: tayayn_1...ao,d...djdji1...dj k1.
Ein Dezimalbruch hat eine Neunerperiode, falls gilt:
deNvn>1:d,=0.
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Satz 14.18 a) Jeder Dezimalbruch konvergiert gegen eine reelle Zahl.

b) Fiir jede reelle Zahl x existiert genau ein Dezimalbruch, der keine Neunerperiode hat und
gegen x konvergiert. Dieser Dezimalbruch heiBt Dezimalbruchentwicklung von x.

c) Eine reelle Zahl ist genau dann rational wenn ihre Dezimalbruchentwicklung abbrechend
oder periodisch ist.

Bemerkung
Entsprechend kann man fiir x € R auch eine g-adische Entwicklung

X = (XNXN_1-+X0, X1 X_2.0)g = Y, AN_ng" "
n=0

mit N € Nund x; € {0,1,...,g — 1} konstruieren.
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Definition

a) Zwei Mengen A,B heiBen gleich machtig, falls es eine bijektive Abbildung f:A — B
gibt.

b) Eine Menge A heiBt endlich, falls ein m € N existiert, so dass A und {n € N:n < m}
gleichmachtig sind.

c) Eine Menge A heiBt unendlich, falls sie nicht endlich ist.
d) Eine Menge A heiBt abzihlbar unendlich, falls sie gleich machtig wie N ist.

e) Eine Menge A heiBt iiberabzahlbar, falls sie unendlich und nicht abzahlbar unendlich ist.
Satz 14.19 Q ist abzahlbar unendlich.

Satz 14.20 R /st iiberabzahlbar.
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Definition

Sei (an)nen, eine Folge in C. Dann heiBt i ay eine komplexe (unendliche) Reihe.
k=0

Satz 14.21 Fiir komplexe Reihen gelten die Aussagen aus den Satzen bzw. Korollaren 14.1
(mit a,p € C), 14.2, 14.4-14.8 und 14.10-14.17.
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15 Stetigkeit

Definition Sei M C R. x € R heiBt Hiufungspunkt von M, falls eine Folge (x,)nen existiert
mit x,, € M\{x} fiir alle n € N und lim,_,..x, = x.

Definition Sei D C R und f: D — R eine Funktion.
a) Sei xo € R ein Haufungspunkt von D. Die Zahl a € R heiBt Grenzwert der Funktion f

in xo, in Zeichen: limy_,, f(x) = a, falls lim, ... f(x,) = a fiir jede Folge (x,)nen mit
X, € D\{xo} fiir alle n € N und lim,_,..x, = xo.

b) Sei xo € R ein Hiufungspunkt von DN| — oo, xo[. Die Zahl a € R heiBt linksseitiger
Grenzwert von f in xo, in Zeichen: lim_ e S (x) = a, falls lim, ... f(x,) = a fiir jede
Folge (x,)nen in D] — o0, x| mit limy, X, = Xo.

c) Sei xo € R ein Hiufungspunkt von DN |xg,|. Die Zahl a € R heiBt rechtsseitiger Grenz-
wert von f in xo, in Zeichen: lim, S (x) = a, falls lim, ... f(x,) = a fiir jede Folge
(Xn)nen in DN ]xg, o0 mit lim, e x, = Xo.

d) Es existiere eine Folge (x,)nen in D mit x,, — oo fiir n — oo. Dann heift die Zahl a € R
Grenzwert von f fiir x — oo, in Zeichen: lim,_,.. f(x) = a, falls lim, ... f(x,) = a fiir jede
Folge (x,)nen in D mit x, — oo fiir n — oo,

e) Analog definiert man lim, , .. f(x) =a.
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Bemerkung

In manchen Biichern findet man eine leicht modifizierte Definition von lim,_,,f(x) = a, bei
der lim,, . f(x,) = a fiir jede Folge (x,,),en in D (und nicht nur in D\{xy}) gefordert wird.
Verwendet man diese Definition, dann wiirde im vorigen Beispiel lim, .o q(x) nicht existieren.

Bemerkung

Die Gesetze fiir konvergente Folgen aus Kapitel 13 iibertragen sich sinngemaB auf Grenz-
werte von Funktionen. Beispielsweise gilt:

Sei f:D—= R, g:D — R, lim_,,f(x) =a und lim,,,g(x) = b. Dann folgt
Vaperlim ., (0 f(x)+Pg(x)) = aa+ Bb.

Satz 15.1 (¢ — 06— Kriterium) Sei D C R, f: D — R eine Funktion und xy € R ein
Haufungspunkt von D. Dann ist dquivalent:

(i) limy s, f(x) = a
(ii) v8>035>0vx€D\{xo} : |X—X()‘ <0= |f(x) —a| < €
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Definition Sei D C R und f : D — R eine Funktion.

a) f heiBt stetig in xo € D, falls lim, ..f(x,) = f(xo) fiir jede Folge (x,)nen in D mit
[im,,_sooXy, = Xp.

b) f heifit stetig auf der Menge M C D, falls f in jedem x € M stetig ist.

Satz 15.2 Sei D C R, f: D — R eine Funktion und xy € D. Dann ist dquivalent:
(i) fist stetig in xo.

(i1) Ves0ds5-0Veen : [x—x0| <0 = |f(x) — f(x0)| < €

(iii) /st xo Haufungspunkt von D, dann folgt lim,_,. f(x) = f(xo).

Korollar 15.3 SeiD CR, f: D — R stetig inxo € D und f(xo) # 0. Dann gilt: 35-0Vxep :
lx—xo| < 0= f(x)#0.
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Satz 15.4 SeiD; CR, D, CR und f : Dy — R, g: Dy — R Funktionen. Dann gilt:
a) Ist f stetig in xo, dann ist auch | f| stetig in xy.

b) Sind f und g stetig in xo, dann sind auch o.f 4+ Bg fiir alle o, B € R stetig in xy.
Folglich ist C°(M) :={f: M — R : f stetig auf M } ein R-Vektorraum.

c) Sind f und g stetig in xy, dann ist auch fg stetig in xy.
d) Ist f stetig in xo und f(xo) # 0, dann ist auch % stetig in Xy.

e) Ist g stetig in xo und f stetig in g(xg), dann ist fog stetig in xy.

Definition Eine Funktion f: D — R heiBt stetig fortsetzbar in xo & D, falls lim,_., f(x)
existiert. In diesem Fall heil3t

f(x), xeD

limx—)xof(x)a X = X0

f:DU{xO}—ﬂR,f(x):{

die stetige Fortsetzung von f auf DU {x,}.
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Satz 15.5 (Zwischenwertsatz) Sei f: R O D — R stetig und |a,b] C D. Dann nimmt
f jeden Wert y zwischen f(a) und f(b) mindestens einmal an.

Insbesondere gilt: Ist (f(a) < OA f(b) >0) oder (f(a) > O0A f(b) <0), dann hat f min-
destens eine Nullstelle in |a,b].

Satz 15.6 (Satz vom Maximum und Minimum) Sei | ein beschrinktes, abgeschlos-
senes Intervall und f : I — R stetig. Dann nimmt f auf | ein Maximum und ein Minimum

an, d.h. Elxl,xzelvxel : f(xl) S f()C) S f(x2)-

Satz 15.7 (Umkehrsatz fiir stetige Funktionen) Sei f : |a,b] — R stetig und streng
monoton wachsend. Dann bildet f das Intervall |a,b] bijektiv auf das Intervall [f(a), f(b)]
ab. Die Umkehrfunktion f=1:[f(a), f(b)] — |a,b] ist ebenfalls stetig und streng monoton
wachsend.

Bemerkungen

1) Man kann in Satz 15.7 auch streng monoton wachsend durch streng monoton fallend
oder [a,b] und [f(a),f(b)] durch |a,b| und |f(a),f(b)| ersetzen, und die dadurch
entstehenden Aussagen sind auch giiltig.

2) Man kann zeigen, dass jede auf einem beliebigen Intervall stetige und injektive Funktion
entweder streng monoton wachsend oder streng monoton fallend sein muss.
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Definition
a) z € C heiBt Hiufungspunkt von M C C, falls eine Folge (z,)nen in M\{z} existiert mit
lim,,_s0oZy = 2.

b) Sei D C R oder D CC, f:D — C eine Funktion und zy ein Hiufungspunkt von D.
Die Zahl a € C heiBt Grenzwert der Funktion f in zo, in Zeichen: lim,_., f(z) = a, falls
lim,_,o.f(z,) = a fiir jede Folge (z,)nen in D\{zo} mit lim, ...z, = 2.

c) Sei D CR oder D C C und f: D — C eine Funktion. f heiit stetig in zo € D, falls
lim, o f (zx) = f(z0) fiir jede Folge (z,)nen in D mit lim, ...z, = zo. f heiBt stetig auf
M C D, falls fin jedem z € M stetig ist.

Bemerkungen

1) Die Gesetze fiir konvergente komplexwertige Folgen aus Kapitel 13 iibertragen sich sinn-
gemalB auf Grenzwerte von komplexwertigen Funktionen.

2) Die Satze 15.1, 15.2 (samt Korollar 15.3) und 15.4 iibertragen sich sinngemaB auf den
komplexen Fall.
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16 Differenzierbarkeit

Motivation

1. Sei I C R ein Intervall und f : I — R eine Funktion.
Problem: Existiert im Punkt (xo, f(x0)) € I x f(I) eine Tangente an den Graphen von
f7 Wenn ja, welche Steigung hat sie?

Losungsstrategie: Betrachte fiir alle x € I, die nahe bei xj liegen, die jeweilige Sekante

durch die Punkte (xg, f(xo) und (x, f(x)). Ist der Graph von f in der Ndhe von (xq, f(xo))

geniigend glatt, dann geht fiir x — x( die Sekantensteigung f—(x));)];gxo)

steigung liber.

in die Tangenten-

2. Sei y(t) der Ort eines langs der y-Achse bewegten Massenpunktes zur Zeit t. Bewegt sich

der Massenpunkt mit konstanter Geschwindigkeit, so betragt diese W unabhangig
von t = 1.
Beim freien Fall dagegen gilt y(t) = y(to) — 5(r —19)* mit g = 9,81[3], so dass die
Momentangeschwindigkeit von der Zeit abhangt, die Bewegung also ungleichférmig ist.
Bei ungleichférmigen Bewegungen geht die Durchschnittsgeschwindigkeit wahrend der
Zeitspanne [ty,t], welche W betragt, fiir t — #( in die Momentangeschwidigkeit zum

Zeitpunkt tyliber.
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Definition

a) Sei x € R und € > 0. Dann heisst das offene Intervall |x — €, x+ €| eine e—Umgebung
von x.

b) Sei x € R und € > 0. Dann heisst |x — €, x| eine linksseitige €—Umgebung von x und
lx, x+ €| eine rechtsseitige €—Umgebung von x.

c) Sei x € D CR. x heisst innerer Punkt von D, falls x eine € —Umgebung besitzt, die in D
enthalten ist, d.h. 3¢ >0 :[x—¢&, x+€[C D.

Definition
SeiD CR und f : D— R eine Funktion.

a) Sei xy ein innerer Punkt von D. f heisst differenzierbar in x, falls

oy g S = flxo) . flxo+h) = f(xo)
f ) _xlgg) X — Xp _517?) h
existiert. f'(xo) heisst dann die Ableitung von f in xy. Statt f" kann man auch das Symbol
% schreiben.

b) f heisst differenzierbar in M C D, falls f in jedem x € M differenzierbar ist. Die Funktion
f:M— R, x— f'(x) heisst dann Ableitung von f.
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c) Sei xo € D ein Punkt, der eine linksseitige €—Umgebung, die in D enthalten ist, besitzt.
f heisst linksseitig differenzierbar in x, falls

Pog) = tin SOOI _ S0 th) = f o)

x—)xa X — X() h—0~

existiert.

d) Sei xy € D ein Punkt, der eine rechtsseitige € —Umgebung, die in D enthalten ist, besitzt.
f heisst rechtsseitig differenzierbar in x,, falls

_ B
Fct) = Lim f) = fxo) _ . flro+h) = flxo)
x—>xaL X — X h—0+ h
existiert.
Bemerkung

—f(xi:)j:(x()) heisst auch ein Differenzenquotient von f in xg. Er beschreibt die Steigung der
0

Sekante durch (xg, f(x0)) und (x, f(x)).

lim Lféx‘)) heisst auch Differentialquotient von f in x. Wenn er existiert, dann beschreibt
X—X()

er die Steigung der Tangente an den Graphen von f in (xo, f(x0)). Die Gleichung der
Tangente ist dann y = f(xg) + f'(x0) (x — x0).
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Satz 16.1 /st f differenzierbar in xo, dann ist f auch stetig in xy.

Bemerkung

Aus der Stetigkeit einer Funktion f in xy folgt im Allgemeinen aber nicht die Differenzier-
barkeit von f in xo, denn x > |x| ist stetig in R, aber nur in R\ {0} differenzierbar.

Satz 16.2 Sei D C R, f : D — R eine Funktion und xy € D. Dann ist dquivalent:

(i) fist differenzierbar in x.

(ii)) 3c e RVx € D f(x) = f(x0) + c(x — x0) + R(x,x0) mit lim 8 —

x—xg Y10

Sind (i) bzw. (ii) erfiillt, dann ist ¢ = f'(xp).
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Satz 16.3 Sind f und g differenzierbar in xy und o, € R, dann ist auch af+ Bg diffe-

renzierbar in xy und es gilt
(of +Bg) (x0) = af'(x0) + Bg'(x0)

Satz 16.4 (Produktregel) Sind f und g in xq differenzierbar, dann auch fg mit
(f8)'(x0) = f'(x0)g(x0) + f(x0)&' (x0)

Satz 16.5 (Quotientenregel) Sind f,g differenzierbar in xound ist g(xo) # 0, dann ist g
differenzierbar in xo mit

([) / (xy) = ' (%0)g(x0) — f(x0)8'(x0)

g (8(x0))?
Insbesondere gilt

(5) o=~

Satz 16.6 (Kettenregel) Ist g differenzierbar in xy und f differenzierbar in g(xy), dann
ist f og differenzierbar in xy mit

(fog) (x0) = f'(g(x0))g (x0)
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Satz 16.7 (Umkehrsatz fiir differenzierbare Funktionen) Sei I C R ein offenes In-
tervall, f : I — R differenzierbar in | mit f'(x) # O fiir alle x € I und f entweder streng
monoton wachsend oder streng monoton fallend. Dann ist f : I — f(I) bijektiv und die
Umkehrfunktion £~ : f(I) — I ist differenzierbar in f(I) mit

—1y\/ L 1
0= 50
fiir alle y € f(I).

Bemerkung

Da der Graph von f~! aus dem Graphen von f durch Achsenspiegelung an der 1. Winkelhal-
bierenden y = x entsteht, konnte man die Formel fiir die Ableitung der Umkehrfunktion mit
Hilfe geometrischer Argumente unter Verwendung der Eigenschaften von linearen Abbildun-
gen beweisen. Der oben vorgestellte, rein analytische Beweis ist jedoch weniger aufwandig
durchzufiihren.
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Definition
SeiD CR, f:D— R eine Funktion und k € N.

a) Sei xy ein innerer Punkt von D. f heisst k-mal differenzierbar in x,, falls es eine
e—Umgebung von xy gibt, so dass f0 = f, f) .= f @ .= (fY, ... f*& .=
( f (k_z))/ in dieser e—Umgebung existieren und f*~1) in x, differenzierbar ist.

b) f heisst k-mal differenzierbar in M C D, falls f in jedem x € M k-mal differenzierbar
ist. Die Funktion f', m =0,1,...,k heisst dann die m-te Ableitung von f. Weitere
Schreibweisen sind.:

f" statt f? und " statt ),

j—; f oder Z’Z statt .

c) f heisst k-mal stetig differenzierbar in M C D, falls f in M differenzierbar ist und f (k)
stetig in M ist. Bezeichnung:
CK(M) :={f : M — R : f ist k-mal stetig differenzierbar in M}

d) f heisst co—oft differenzierbar in M C D, falls in jedem x € M fiir alle k € N die k-te

Ableitung f\%) existiert. Bezeichnung:
C*(M) :={f : M — R : f ist o—oft differenzierbar in M}.
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Bemerkung
CK(M) und C*(M) sind R—Vektorrdume und % : f — £ f ist eine lineare Abbildung von

C*(M) nach C*~!(M) fiir k > 1. Dies ist eine Konsequenz von Satz 16.3.

Satz 16.8 (Leibniz-Regel) Sind f,g n-mal differenzierbar in xo, dann auch fg mit

(50" () = Y. <k> 79 xo)

k=0
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Definition
Eine Funktion f : R O D — R hat in xy € D ein lokales Maximum, falls gilt:

de>0VxeD: |x—xp| <e= f(x) < f(xo)

f hat in xgein lokales Minimum, falls gilt:
de>0VxeD:|x—xo| <e= f(x) > f(xo).

Ein lokales Maximum bzw. ein lokales Minimum heisst auch lokales Extremum.
Ein lokales Extremum heisst strikt, falls f(x) = f(xo) nur fiir x = xq gilt. Gilt:

VxeD: f(x) < f(xo) bzw. Vx € D: f(x) > f(xo), dann hat f in xq ein globales (absolutes)
Maximum bzw. ein globales Minimum in D.

Satz 16.9 (Notwendige Bedingung fiir lokale Extrema) Sei f: R O D — R eine
Funktion, xy ein innerer Punkt von D und f differenzierbar in xy. Dann gilt:
f hat in xq ein lokales Extremum = f'(xy) = 0.

Bemerkung
Das Verschwinden der 1.Ableitung ist aber keine hinreichende Bedingung fiir lokale Extrema,
denn fiir £ : x> x> ist f(0) =0, f hat aber kein lokales Extremum in 0.
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Definition
Ist f differenzierbar in xo und f'(x9) = 0, dann heisst x( stationdrer oder kritischer Punkt
von f.

Satz 16.10 (Satz von Rolle) Sei f: |a,b] — R stetig auf |a,b], differenzierbar in |a,b|
und f(a) = f(b). Dann gilt:
3¢ €la,b[: f1(§) =0

Satz 16.11 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung) Sei f : [a,b] — R stetig auf
la,b] und differenzierbar in |a,b|. Dann gilt:

3¢ €la,b: /(&)= f(bgig(a)

Korollar 16.12 Sei f : |a,b] — R stetig auf |a,b] und differenzierbar in]a,b|. Ist f'(x) =0
fiir alle x €la,b|, dann ist f auf |a,b] konstant.

Korollar 16.13 Sei f : [a,b] — R stetig auf |a,b| und differenzierbar in |a,b|.

a) Ist f'(x) >0 (bzw. f'(x) >0/f(x) <0/f'(x) <0), soist f auf |a,b] monoton wachsend
(bzw. streng monoton wachsend/ monoton fallend/ streng monoton fallend).

b) Ist f auf |a,b] monoton wachsend/ fallend, so ist f'(x) > 0/f"(x) <0 auf]a,b|.
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Bemerkung
Ist f auf [a, b] streng monoton wachsend / fallend, so muss nicht notwendigerweise fl(x)>0
/ f'(x) < 0 auf ]a,b]| gelten, wie die Beispiele f(x) =x> / f(x) = —x> zeigen.

Satz 16.14 (Hinreichende Bedingungen fiir lokale Extrema) Sei f : [a,b] — R ste-
tig auf [a,b], differenzierbar in |a,b| und xo € |a,b].

a) Falls 3¢ > 0 Vx € |xg —€,x0] : f'(x) >0 A Vx € |xg,x0+€[: f'(x) <O, so hat f in xg
ein lokales Maximum.
Gilt in obiger Implikation sogar f'(x) > 0 statt f'(x) > 0 und f'(x) < 0 statt f'(x) <0,
dann ist das lokale Maximum strikt.
Falls 3¢ > 0 Vx € |xo — €,x0[ : f/(x) <0 A Vx € |xo,x0+€[: f(x) >0, so hat f in x
ein lokales Minimum.
Gilt in obiger Implikation sogar f'(x) < 0 statt f'(x) <0 und f'(x) > 0 statt f'(x) >0,
dann ist das lokale Minimum strikt.

b) Sei f in xy zweimal differenzierbar. Dann gilt:
f'(x0) =0 A f"(x0) <0 = f hat in xy ein striktes lokales Maximum.
f'(x0) =0 A f"(x9) >0 = f hat in xy ein striktes lokales Minimum.

203



Bemerkungen

1) Satz 16.14 b) gibt hinreichende, aber keine notwendige Bedingungen fiir strikte lokale
Extrema an, wie die Beispiele f(x) = —x* bzw. f(x) = x* in xo = 0 zeigen.

2) Aus f'(x0) =0 A f"(xo) = 0 lasst sich keine Aussage iiber lokale Extrema ableiten, wie
die Beispiele f(x) =x’, g(x) = x* und h(x) = —x* in xy = 0 zeigen.

Definition
Ist f differenzierbar in xo und hat f’ ein striktes lokales Extremum in xy, dann heiBt xg
Wendepunkt von f.

Satz 16.15 (Verallgemeinerter Mittelwertsatz der Differentialrechnung) Seien
f,g :la,b] — R stetig auf |a,b| und differenzierbar in la,b|, wobei g'(x) # O fiir alle
x € |a,b| sei. Dann gilt:

3¢ € la,b|: =

204



Satz 16.16 (Regel von de I'Hospital) Seien f,g:]a,b| — R, wobei —c0 < a < b < oo,

differenzierbar, es gelte lim, ., + f ( ) =1lim,_,,+g(x) =0, g(x) #0Ag'(x) # 0 fiir alle
f'(x)

X € la,b| und es existiere lim, L 70 Dann gilt:

S ()
xli}ch}L % N xll}(gr g/(X) .

Die analoge Aussage gilt, wenn man lim,_. ,+ durch lim,_,,- ersetzt.
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Definition

a) zo € C heiBt innerer Punkt von M C C, falls zy eine e-Umgebung besitzt, die in M
enthalten ist, d. h.

Je>0:{z€C:|z—z| <€} CM.

b) Sei D C R oder D C C, f: D — C eine Funktion und zq ein innerer Punkt von D.
f heiBt komplex differenzierbar in z, falls

f/(ZO) — lim f(Z) _f(ZO)

Z—2(0 < — 20

existiert. f heiBt komplex differenzierbar in D, falls f in jedem z € D komplex differen-
zierbar ist.

Bemerkung
Die Satze 16.1 — 16.6 und 16.8 iibertragen sich sinngemaB auf den komplexen Fall.
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17 Der Satz von Taylor, Taylorreihen und Potenzreihen

Satz 17.1 (Satz von Taylor) Sei I C R ein offenes Intervall, n € Ny, f € C""(I) und
xo € 1. Dann gilt:

n ) (x A (9 — xg "
Grel39elo1f: fx) =Y L) (o yep S ((ni’f)(! D (o).

k=0

Dabei heiBt T,,(f,x,x9) = ZZ:()%(X—XO)I( das n-te Taylorpolynom von f zum Entwick-

lungspunkt xo und R,(f,x,x0) = f(x) — T,(f,x,x0) das n-te Restglied.

Die Darstellungsformel R,(f,x,x0) = £ (HH)((XI,(L):S !(X_XO))(

des Restglieds.

—x0)" ™! heiBt Lagrangesche Form
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Definition
SeiD CR, f,g:D — R zwei Funktionen und xy ein Hiufungspunkt von D. Man schreibt:

a) f(x) =0(g(x)) fiirx — xo (,.f ist GroB O von g in xo"), genau dann wenn gilt
AC,0 >0VxeDNlxg—8,x+6]: |f(x)] <Clg(x)].

b) f(x) =o0(g(x)) fiirx = xo (,.f ist Klein O von g in xy”), genau dann wenn gilt
f(x)

lim —= = 0.
oo g(X)
Korollar 17.2 Unter den Voraussetzungen des Satzes von Taylor gilt:
f(x)=T,(f,x,x0) = o((x — x0)") fiir x — X,
F(x) = To(f,x,x0) = O((x — x0)" ") fiir x — xo.
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Anwendungen des Satzes von Taylor

1) Das Newton-Verfahren zur naherungsweisen Berechnung von Nullstellen von
Funktionen

Sei f:]a,b| — R differenzierbar und f besitze eine Nullstelle x,, die in der Nihe von
Xo € |a,b| liege. Zur ndherungsweisen Berechnung von x, bestimmt man den Schnittpunkt
der Tangente an den Graphen von f in (xo, f(xo)) mit der x-Achse, nimmt die x-Koordinate

dieses Schnittpunktes als neuen Niherungswert x; fiir die Nullstelle x, und wiederholt das
Verfahren.

Man erhalt:
f/(xo) _ xJ;(fozl
— X1 = X0 — f/(XO) falls f/(X()) % 0

falls f'(x,) # 0.
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Satz 17.3 Sei f € C°(la,b|), x. € la,b| eine Nullstelle von f und 36 > 0 Vx €
Jxs —0,xs+ 0| : f'(x) # 0. Dann existiert eine e-Umgebung von x,, in der das Newton-
Verfahren

Xo € |x — €, % + €]
f(x)
J' (%)
quadratisch (von Ordnung 2) gegen x, konvergiert, d. h.

Xn+1 = Xn

limx, =x, A 3C>0Vn € N: |x,.1 —x.| < Clx, — x,|*.

n—oo

2) Weitere hinreichende Bedingungen fiir lokale Extrema

Satz 17.4 Sei I C R ein offenes Intervall, m > 2, f € C"(I), xo €I, fl(xg) = -+ =
F=U(x) =0 und " (xy) # 0. Dann gilt:

a) Ist m gerade, dann gilt
f (m) (xo) > 0= f hat in xq ein striktes lokales Minimum.
Fim) (xo) < 0= f hat in xq ein striktes lokales Maximum.

b) ist m ungerade, dann hat f in xy kein lokales Extremum, sondern einen Wendepunkt mit
waagerechter Tangente.
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Definition
Sei I C R ein offenes Intervall und f € C(I). Dann heiBt

o (k)
T(f,)C,.X()) — Z f k(!XO)

k=0

fiir x,xo € I die Taylorreihe von f um xy.

Satz 17.5 Seil C R ein offenes Intervall, f € C*(I) und xy € I. Dann konvergiert T (f,x,x0)
genau dann gegen f(x) wenn lim, .. R,(f,x,x9) = 0 gilt.

Definition
Seien xo,x € R und (a,),cn, eine reellwertige Folge. Dann heiBt

Z a,(x —xp)"
n=0

eine reelle Potenzreihe (um xy mit Koeffizienten a,).
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Definition

a) Sei M eine Menge von Funktionen. Eine Abbildung von N bzw. Ny nach M, n — f,
(kurz: (fu)nen bzw. (fn)nen,) heiBt Funktionenfolge.

b) Eine Folge ( fu)nen, von Funktionen f,: R O D — R heit punktweise konvergent gegen
f:D—R, falls

Vx € D: lim f,(x) = f(x).

n—yo0

c) Eine Folge ( fu)nen, von Funktionen f,: R O D — R heiBt gleichmaBig konvergent (auf
D) gegen f: D — R, falls

lim sup |, (x) — £(x)| =0.
=% xeD
Bemerkungen

1) Die Rechenregeln fiir konvergente Folgen iibertragen sich auf punktweise bzw.
gleichmaBig konvergente Funktionenfolgen.

2) Aus gleichmiaBiger Konvergenz folgt punktweise Konvergenz, aus punktweiser Konver-
genz im Allgemeinen aber nicht gleichmaBige Konvergenz.
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Satz 17.6 (Kriterien fiir gleichmaBige Konvergenz) Seien f,: R D D — R, n € Ny,
Funktionen. Dann gilt

a) (Cauchy-Kriterium)

[Ve >0 dne € N Vm,n > ng :sup|f,(x) — f(x)| < 8]

xeD

= df : D — R : f, konvergiert gleichmaBig auf D gegen f.
b) (WeierstraB-Kriterium)

[(Vn € No Je, € R:sup|fu(x)] <) A Z Cy ist konvergent]

xeD n=0

= df,g: D — R: Z [ konvergiert gleichmaBig auf D gegen f N
n=0

Z | | konvergiert gleichmaBig auf D gegen g.
n=0
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Satz 17.7 (Konvergenzverhalten von Potenzreihen) Sei Y~ ja,(x — x)" eine Po-
tenzreihe. Dann gilt:

a) Es gibt ein eindeutig bestimmtes R mit R € R oder R = o, so dass gilt:

= .. | absolut konvergent, falls |x —xo| <R
Z a,(x—xp)" ist
g divergent, falls |x — xo| > R.

R heiBt der Konvergenzradius von Y »_ya,(x — xp)".

b) Fiir den Konvergenzradius R gilt die Formel von Cauchy-Hadamard, nimlich

( 1
. , falls limsup, .. \/|a,| existiert und # 0 ist,
R limsup, .. </|ax|
) oo, falls limsup,,_,.. \/|a,| = 0 ist,
L0, falls limsup, .., \/|a,| nicht existiert.
c) Falls hmn%w,{/%r limn_m‘a‘a—ill‘ oder limsup, .., Iclai‘ﬂ existieren, dann gilt R =
an n n

|an
|an+1|

|an]
|an+1|

‘an|
|an-|—1|’

bzw. R = limsup,, .., . Falls limsup, ..,

lim,,_ e ﬁ bzw. R = lim,_, e
An
nicht existiert, dann gilt R = oo.

d) Falls R > 0 und 0 < p <R ist, dann konvergiert ¥ >, a,(x — xo)" gleichmaBig auf {x €
R:|x—xo| <p}.
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Bemerkungen

1) Ist der Konvergenzradius R einer Potenzreihe Y a,(x — x0)" endlich, also R € R, und
x € R mit |x—xp| =R, dann kann die Potenzreihe fiir dieses x konvergent oder divergent
sein, was aus den folgenden Beispielen ersichtlich sein wird.

2) Auf {x € R: |x—xp| < R} konvergieren Potenzreihen im Allgemeinen nicht gleichmaBig,
was wir bei der Exponentialreihe gesehen haben.

Satz 17.8 (ldentitédtssatz) Seien f(x) =Y ga.(x —x0)" und g(x) =Y " o bu(x —x0)"
Potenzreihen mit positiven Konvergenzradien Ry bzw. R,. Existiert eine Folge (X;)men in
R\ {xo} mit lim,, X, = xo und f(x,,) = g(x,) fiir alle m € N, dann ist a, = b, fiir alle
n € No und somit Ry =R, und f = g.

Korollar 17.9 Sei xo € R, R > 0, Bg(xp) = {x € R: |x —xo| < R}, f € C*(Bg(xp)) und
fx) =Y a.(x—x0)" fiir alle x € Br(xg). Dann gilt

F (x0)

n!

VneNy: a,=

d. h. die Potenzreihendarstellung von f ist die Taylorreihe von f um x.

Bemerkung
Spater werden wir zeigen, dass die Voraussetzung f € C*(Bg(xp)) bereits aus den anderen
Voraussetzungen des Korollars 17.9 folgt.
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Satz 17.10 (Multiplikation von Potenzreihen) Seien f(x) = Y ja,(x — xo)" und
g(x) =Y bu(x—x0)" mit positiven Konvergenzradien Ry, bzw. R,. Dann gilt fiir |x —xo| <
min{R,R,}:

fx)g(x) = i ch(x—x0)" mitc,= Z arb, k.
n=0 k=0

Bemerkung
Die Satze 17.6 — 17.8, Korollar 17.9 und Satz 17.10 iibertragen sich sinngemaB auf komplexe
Funktionenfolgen bzw. komplexe Potenzreihen.

Definition (Komplexe Exponentialfunktion)
Die Funktion

=1
exp : 7+ Z —'z”
:On.

fiir alle z € C heiBBt komplexe Exponentialfunktion. Man bezeichnet ¢ :=) ", %z” fiir alle
zeC.
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Satz 17.11
(i) Vz,w e C: Z+W:(3Zew (i) Vy € R : e¥ = cosy+isiny.

(i) Vy e R : cosy—e e A siny = €2 ‘l?_iy
(iv)Vx,y € R: Y = e*(cosy+isiny). (v)Vz€CVk€Z: &™ = ¢t

(vi) exp ist bijektiv als Funktion von R x |—m, 7| (aufgefasst als Teilmenge von C)
nach C\ {0}. Die Umkehrfunktion heiBt komplexer Logarithmus (oder komplexer

natiirlicher Logarithmus oder Hauptzweig des komplexen Logarithmus) In : C\ {0} —
R x|—m, x|, z+> Inz mit

(arctan oz, Rez >0
7r—|—ar(:tanlmZ Rez <OANImz>0
Inz=1In|z|+i- < —7t+arctanlmZ Rez <OANImz <0
5, Rez=0AImz >0

=5 Rez=0AImz <0

(vii) exp ist auf ganz C stetig und unendlich oft komplex differenzierbar, wobei 4 J.et =€ fiir
alle z € C ist.

(viii) Vz € C: e* =1lim,,_, (1 + %)n = lim,,_ o (1 — %) "
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Bemerkung
Die Rechenregel In(ab) = Ina+Inb des reellen Logarithmus (Satz 13.14 (iv)) 4Bt sich

nicht auf den komplexen Logarithmus ausweiten, denn es gilt In(—1) +In(—1) =2wi #0 =
Inl=In((—-1)(—1)).

Definition (Komplexe Potenzen)
Fiir w € C\ {0} und z € C sei w* := "V

Definition (Komplexe trigonometrische Funktionen, komplexe Hyperbelfunk-
tionen)
Fiir alle z € C ist definiert:

LA
a)sinz:= 7 ((komplexer) Sinus)
I
eiZ_|_e—iZ .
b) cosz:= 5 ((komplexer) Kosinus)
eZ _ e_Z
c) sinhz := > ((komplexer) Sinus hyperbolicus)
e +e . .
d) coshz:= ((komplexer) Kosinus hyperbolicus)

2
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AuBerdem ist definiert:

SINz

e)tanz := ——, falls cosz #0  ((komplexer) Tangens)
COSZ
COSZ .
f)cotz:=——, falls sinz# 0  ((komplexer) Kotangens)
sinz
sinhz :
g) tanhz := coshz’ falls coshz #0  ((komplexer) Tangens hyperbolicus)
coshz , ,
h) cothz := e falls sinhz £ 0  ((komplexer) Kotangens hyperbolicus)
mng
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Satz 17.12
(i) Vz € C: sinhz = —isin(iz),
Vz € C: coshz = cos(iz).
(i) vz € C :sin(—z) = —sing,
Vz € C:cos(—z) =cosz.
(i) sing=0 < ze {kn: ke Z},
cosz=0 < ze€{(3+k)m:keZ}.
(iv)Vz € C:sin(z+27) = sing,
Vz € C:cos(z+2m) =cosz,
Vz € C:sin(z+ ) = —sing,
Vz € C:cos(z+ m) = —cosz,
Vz € C:sin(z+ %) = COSZ,
Vz€ C:cos(z+7%) = —sing,
Vze C\{(3+k)m:k€Z}:tan(z+ 7) = tanz.

(v) (Eulersche Formel)
Vze C: e =cosz+isinz.
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(vi) (Formel von de Moivre)
VneNVze C: (cosz+ising)" = e = cos(nz) +isin(nz).

(vii) Vz € C : sinz+cos?z = 1.
(viii) (Additionstheoreme)

Vz,w € C :sin(z+w) = sinz-cosw +cosz-sinw,
Vz,w € C: cos(z+w) = cosz-cosw —sinz-sinw.
(ix) Vx,y € R : sin(x 4 iy) = sinx-coshy+icosx-sinhy,

Vx,y € R:cos(x+iy) = cosx-coshy—isinx-sinhy.

(x) Vz € C: Lsinz = cosz,

dz
Vze C: dizcosz——sinz,
1
Vze C k)m:keZ}: Stanz = ,
ze C\{(5+k) }tanz = p—
1
VzeC\{kn:kEZ}:d%cotz:— —5—
sin” z

oo

(xi) ¥z € C:sing= ¥ =22,

221



Bemerkungen

1) Wegen 17.12 (i) folgen aus 17.12 (ii) — (xi) auch vergleichbare Formeln fiir die Hyper-
belfunktionen, z. B. gelten
a) Vz € C : sinh(—z) = —sinhz,
Vz € C: cosh(—z) = coshz.
b) sinhz =0 <= ze {ikw:kecZ},
coshz=0 < z¢€ {i(%—l—k)ﬂikGZ}.
c) Vz € C: cosh’z —sinh*z = 1.
d)VzeC: dizsinhz = coshz,
VzeC: dizcoshz = sinhz.
2) Der reelle Sinus hyperbolicus und der reelle Kosinus hyperbolicus haben die folgende
geometrische Bedeutung: Jede Ursprungsgerade im R? der Form y = ax mit a > 0
schneidet die Hyperbel x> —y*> =1 in der Halbebene x > 0 im Punkt (coshA,sinhA),

wobei A der Flacheninhalt der von der Geraden, von ihrem Spiegelbild beziiglich der
x-Achse und von dem in x > 0 gelegenen Hyperbelast begrenzten Flache ist.

222



3) sinh|g : R — R, x > sinhx ist bijektiv. Die zugehdrige Umkehrfunktion heiBt arsinh
(Areasinus hyperbolicus). Es gilt arsinhx = In(x+ Vx> +1).
Cosh\Rg : Ry — [1,00[ ist bijektiv. Die zugehdrige Umkehrfunktion heiBt arcosh (Area-

kosinus hyperbolicus). Es gilt arcoshx = In(x+ vx> —1).

4) Fiir eine Diskussion aller existierenden Umkehrfunktionen zu komplexen und reellen tri-
gonometrischen Funktionen und Hyperbelfunktionen sei auf die Literatur verwiesen (Ar-
kusfunktionen und Areafunktionen).
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18 Integrierbarkeit

Motivation

Sei f:|a,b] — R eine Funktion.

Problem: Welchen Flacheninhalt hat die Flache zwischen dem Graphen von f, den Geraden
x=a und x = b und der x-Achse?

Losungsstrategie:

Approximiert man die Flache mit immer groBer werdender Genauigkeit durch Rechtecke,
dann konvergiert der Flacheninhalt der approximierenden Rechtecke gegen den gesuchten
Flacheninhalt.

224



Definition

a) Fiir | CR mit I # O heift

I, xel
0, x¢&I

die charakteristische Funktion von I.

x,:IR{—>IR{,x—>{

b) f:|a,b] — R heiBt Treppenfunktion auf |a,b], falls es eine endliche Unterteilung (Zer-
legung, Partition) a = xy < x; < ... <X, =b von |a,b] gibt, so dass f auf jedem offenen
Intervall |x;_1,x;[,1 < i < n, konstant ist. (Die Funktionswerte von f an den Stellen
X0,X1,...,X, konnen beliebig sein.

c) Zwei Treppenfunktionen f,g : |a,b] — R heiBen fast liberall gleich, kurz:
f=gf i, falls f(x) # g(x) fiir héchstens endlich viele x € |a, b] gilt.
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Satz 18.1 a) f: |a,b] — R ist eine Treppenfunktion
< Es existieren endlich viele Intervalle I, C |a,b], k=1,...,n und
Konstanten ¢, € R, so dass f =) _, ckx1, fast iiberall gilt.

b) Sind f,g : la,b] — R Treppenfunktionen, dann sind fiir alle a,B € R die Funktionen
of + Bg Treppenfunktionen. Die Menge t(|a,b]) aller Treppenfunktionen auf |a,b] ist
folglich ein R- Vektorraum.

c) Sind f,g: |a,b] — R Treppenfunktionen, dann ist auch fg eine Treppenfunktion.
d) Ist f:|a,b] — R eine Treppenfunktion, dann auch | f |.
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Definition /st f: |a,b] — R eine Treppenfunktion und f = Y _ CiXjx,_, x| f ., dann
heilt

/abf(x)dx = Xn: Cr(Xe — Xk_1)

k=1

das (bestimmte) Integral von f iiber |a,b|. AuBerdem sei

a b
/ f(x)dx = —/ f(x)dx
bd ba
Va<c<d<b: / Flx)dx = / (F - Ziear) (¥)dx.
Die Definition des Integrals ist von der Wahl der Zerlegung von |a,b] unabhingig, da

Cre(Xx — xk—1) = it — X—1) + c(xe — tx)

fiir jeden Punkt t; €|x;_1,xi| gilt. AuBerdem gilt:

f=g fi :»/ dx-/abg(x)dx.
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Satz 18.2 Seien f,g Treppenfunktionen auf |a,b]. Dann gilt
b
a) Vo, B ER: /(af+ﬁg)(x)dx_ / dx+B/
) wrelabl: 0 <g) = [ fdxs [ g

Definition Sei f : [a,b] — R eine beschrankte Funktion.
a)
b b
/a f(x)dx ::sup{/a @(x)dx: @ € 7([a,b]) AVx € [a,b] : (x) < f(x)}

heiBt Unterintegral von f iiber |a,b] und

/f )dx : —mf{/ x)dx: @ € t([a,b]) A\Vx € [a,b] : @(x) > f(x)}

heiBt Oberintegral von f liber |a,b).
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b) f heiBt Riemann-integrierbar iiber |a,b], falls

/abf(x)dx = /;f(x)dx.

In diesem Fall heiBt

/abf(x)dx: /abf(x)dx: /abf(x)dx

das (bestimmte) Riemann-Integral von f iiber |a,b]. AuBerdem sei

/baf(x)dx = —/abf(x)dx
af(x 0.

/a )dx =
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Definition Sei a =xy < x; < ... <x, = b eine endliche Unterteilung von |a,b|, & €

e 1,x] firk=1,....n, Z := ((x0,X1,---,%1),(&1,-..,En)),
W(Z) == max|<x<p(xx —x¢_1) und f : |a,b] — R eine beschrinkte Funktion. Dann heiBt

R Z) =Y FE) (o)

Riemannsche Summe von f liber |a,b| beziiglich & mit Feinheit u(%).

Satz 18.3 Sei f : |[a,b] — R Riemann-integrierbar. Dann existiert zu jedem € > 0 ein 6 > 0,
so dass fiir jede Wahl von 2 mit u(Z) < o gilt

| /abf(X)dx—R(f,Qf)\ < €.

Kurzschreibweise:

im R(7,7 /f

Satz 18.4 Eine Funktion f: |a,b] — R ist genau dann Riemann-integrierbar, wenn zu jedem
€>0 Treppenfunktionen ¢,y € 1(|a,b]) existieren mit ¢ < f < vy,
d.h. o(x) < f(x) < w(x) fiir alle x € [a,b], so dass gilt

/l// dx/(p Jdx < €.
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Bemerkung
Von nun an schreiben wir integrierbar statt Riemann-integrierbar und Integral statt Riemann-
Integral.

Satz 18.5 Jede monotone Funktion f : |a,b] — R ist integrierbar.
Satz 18.6 Jede stetige Funktion f : |a,b] — R ist integrierbar.

Satz 18.7 Jede auf einem beschrinkten und abgeschlossenen Intervall |a,b] stetige Funk-
tion f: |a,b] — R ist dort gleichmaBig stetig, d.h.

Ve>0d0>0Vxg,x€la,b]: |x—x|<d =|f(x)—flx)|<E.

Bemerkung

Stetige Funktionen auf nicht beschrankten oder nicht abgeschlossenen Intervallen miissen

dort nicht gleichmiBig stetig sein, wie die Beispiele f(x) = x? auf [0,00] und g(x) = 1 auf

10, 1] zeigen. )

Korollar 18.8 Sei f : [a,b] — R stetig. Dann gibt es zu jedem € > 0
Treppenfunktionen @,y : [a,b] — R mit

(i) Vxe€la,b]: ox) < f(x) <yx)
(ii) Vx€la,b]l: |yx)—ex)|<e
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Satz 18.9 Seien f,g : |a,b] — R integrierbar. Dann gilt:
(i) Fiir alle o, B € R sind auch af + Bg integrierbar mit

b
/ (af+Bg)(x)dx = / x)dx+ / x)dx (Linearitdt des Integrals)

b
(i) f<g = / x)dx </ g(x)dx  (Monotonie des Integrals)

(iii) Die Funktionen f, : |a,b] — R mit f,(x) = {f(x), x>0
0, sonst
fo:la,b] = R mit f_(x) = {f(x), x<0
0, sonst

und | f| : [a,b] — R sind ebenfalls integrierbar und es gilt

[ o] < [(17ldx < (6-a) sup 1)

x€la,b]

(iv) Die Funktion fg ist ebenfalls integrierbar.
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Satz 18.10 Seia < c < b und f : |a,b] — R eine Funktion. f ist genau dann integrierbar,
wenn sowohl/ f|[a J als auch ﬁ[c . integrierbar sind. In diesem Fall gilt

/abf(x)dx = /acf(x)dx—l—/cbf(x)dx.

Satz 18.11 (Mittelwertsatz der Integralrechnung) Seien f : |a,b] — R und
g : [a,b] — Ry stetige Funktionen. Dann gilt:

elatl: [ 1Wstdr=1E) [ s

insbesondere gilt fiir g = 1

S elat): [ fde=f(E)b-a)
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AuBer dem Riemann-Integral gibt es noch weitere Integralbegriffe:

1) Das Cauchy-Integral oder Regelintegral.
Eine Funktion f: |a,b] — R heiBt Regelfunktion, falls es eine Folge (,),en von Trep-
penfunktionen auf [a,b] gibt, die gleichmaBig auf |a,b] gegen f konvergiert.
In diesem Fall existiert der Grenzwert lim,,_, fabtn(x)dx und hat fiir jede Folge von Trep-
penfunktionen, die gleichm&Big auf |a,b] gegen f konvergiert, denselben Wert. Es heiBt
dann

b b
/ f(x)dx:=lim [ t,(x)dx

das (bestimmte) Cauchy-Integral oder Regelintegral von f iiber [a,b] und f heiBt Regel-
integrierbar oder Cauchy-integrierbar iiber [a,b].

Jede Cauchy-integrierbare Funktion ist auch Riemann-integrierbar und das Riemann-
Integral hat denselben Wert wie das Cauchy-Integral. Es gibt aber Riemann-integrierbare
Funktionen, die nicht Cauchy-integrierbar sind. Zum Beispiel ist die Funktion

.. 1
1, firx=-,neN

f:10,1] = R, x—>{

0, sonst

Riemann-integrierbar mit Riemann-Integral folf(x)dx = 0, aber nicht Cauchy-
integrierbar.

234



2) Das Lebesgue-Integral
Funktionen wie die Dirichletsche Sprungfunktion konnen mit Hilfe des Lebesgueschen

Integralbegriffs integriert werden. Im Gegensatz zum Riemann- und zum Cauchy-Integral
wird beim Lebesgue-Integral nicht die Urbildmenge einer Funktion unterteilt, sondern die
Bildmenge. Die Einfiihrung des Lebesgue-Integrals im Detail ist allerdings konzeptionell
ziemlich aufwandig und wiirde an dieser Stelle zu weit fiihren.
Das Lebesgue-Integral von g tiber [0, 1] ist iibrigens gleich 0.
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Satz 18.12 (Hauptsatz der Differential- u. Integralrechnung) Sei f € C%(|a,b)).
a) Fiir jedes o € |a,b] ist die Funktion F : [a,b] — R mit

0= [ f

eine Stammfunktion von f, d.h. F ist differenzierbar in |a,b| mit F' = f.
b) Fiir jede Stammfunktion F von f gilt

[ 1eax = Fb) - F(@

b
Kurzschreibweise: / f(x)dx = F(x)|

a

Hilfssatz 18.13 Sei F : [a,b] — R eine Stammfunktion von f : |a,b] — R.
G : |a,b] — R ist genau dann eine weitere Stammfunktion von f wenn F — G konstant ist.

Bemerkung
Fiir die Menge aller Stammfunktionen einer Funktion f verwendet man auch die Notation

/f(x)dx
und man nennt diese Menge auch das unbestimmte Integral von f.
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Beispiele

1) fxdx:%xz—l—c, c € R,
flzxdx:lxz\?:2—%:%
2)Vre R\ {—1}: fxrdx— X tl4e, ceR
3) Va,b>0: fab)—lcdxz In x| .
Ya,b<0: [ Ldx = In(—x)| Z
= [ldx=In|x|+c, c€R
fir x # 0, d.h. 0 liegt nicht im Integrationsintervall
4) [e'dx=¢e"+c, ceR

5) [sinxdx=—cos x+c, c€R

2
3

| _
fo—de—arctan x+c¢, ceR

)
)
6) [cos xdx=sinx+c, c€ER
)
)

f\/%dx:arcsinx—kc, ceR fir |x|< 1

9)fcos dx=tan x+c, ceR fircosx#0
10) [cosh x dx =sinh x+c, c€eR
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Bemerkung
Ist f:]a,b] > R integrierbar und beschrankt, aber nicht stetig, dann ist fiir jedes o € [a, b]
die Funktion F : [a,b] — R mit

0= [ ri

wegen Satz 18.9 (iii) stetig auf [a, b], aber im Allgemeinen nicht differenzierbar in |a,b[, wie
das Beispiel

F:[0,2] - R f(x){

zeigt.

Satz 18.14 (Partielle Integration) Seien f,g € C!([a,b)),
d.h. f,g € C%(la,b])NC'(]a,b|) und f',g" besitzen eine stetige Fortsetzung auf [a,b]. Dann

gilt
[ 108 0ax= 1) 1 [ 7 Wgx)ar
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Satz 18.15 (Substitutionsregel) Sei y € C'([a,b]), y([a,b]) C [, B] und
feC[a,B]). Dann gilt

b dy y(b)
[ 10T dx= | 1) dy.
a X y(a)
Korollar 18.16 (Substitutionsregel riickwérts) Sei f € C([a,b]).

a) st x:|a,B| — |a,b], t — x(t) bijektiv mit Umkehrfunktion
t:la,b] — [at, B], x+— t(x) und x € C'([a, B]), dann gilt

’ /() X p X
/a f(x) dx:/[ fx(t ))fh( t) dt = / f(x(2)) %(r)| dt.

(a) o

b) Ist t € C'([a,b]) mit L(x) # 0 fiir alle x € [a,b], dann ist t : [a,b] — t([a,b]) bijektiv
mit Umkehrfunktion x : t(|a,b]) — |a,b], t — x(t) und es gilt

b t(b) 1
[ de= |0 g
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Integration rationaler Funktionen mit Hilfe der Partialbruchzerlegung

Seien p, q reelle Polynome und sei Grad(q) > 1. Das Integral

@x X
o a#0

kann explizit angegeben werden, falls die Nullstellen von g bestimmt werden konnen.
Fiir die Integration von § kann man das folgende Verfahren verwenden.

1. Schritt:

Stelle % in der Form

p(x) r(x)
ORI

dar, wobei h, r reelle Polynome sind und Grad(r) < Grad(q) ist.

Diese Darstellung ist eindeutig bestimmt und kann mit Hilfe der Polynomdivision berechnet

werden (siehe Abschnitt 5.2).
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2.Schritt:

Bestimme, zum Beispiel mit Hilfe des euklidischen Algorithmus, den ggT von r und ¢, kiirze
~ mit ggT (r,q) und stelle dann § in der Form

P _ )
a0~ "It

dar, wobei 7, § teilerfremde reelle Polynome sind mit Grad(7) < Grad(§).

Fiir die weiteren Schritte bendtigen wir folgende Voriiberlegungen.
Seien P, Q teilerfremde reelle oder komplexe Polynome mit Grad(P) < Grad(Q) und sei A
€ C eine n- fache Nullstelle von Q, es existiere also ein eindeutig bestimmtes Polynom O,
mit

0(z) = (z—A)"Qi(z),  wobeiQ,(4) # 0.
P(A)
Q1(4)

Dann ist A Nullstelle von P —a;Qj, also gibt es ein eindeutig bestimmtes Polynom P, mit

P(z) = a101(z) + (z— A)Pi(2).

Sei a; =
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Daher folgt
P(z) a Pi(z)

00 =2 =2 0ik)
wobei Grad(P,) < Grad(Q) — 1 ist.

Durch Wiederholung diese Verfahrens erhidlt man die komplexe Partialbruchzerlegung

P
von 5
0

Besitzt QO die Linearfaktorzerlegung
k
0(z) =a]J(z—2;)"
j=1

mit paarweise verschiedenen A; € C (nach Korollar 6.10 existiert fiir jedes komplexe Poly-
nom eine solche Zerlegung), dann existieren eindeutig bestimmte a;; € C, so dass

Pl _ S ay a2j Unj
00 J; (z—kj+ FETPIARt (z—itj)"f>
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Sind P, Q reelle Polynome, dann ergibt sich aus der komplexen Partialbruchzerlegung auch

die reelle Partialbruchzerlegung von g ;
Besitzt O die Zerlegung

r

—aH H 2L bhix+c)

=1

mit a,b;,c; € R, paarweise verschiedenen A4; € R und quadratischen Polynomen x*+b;x+¢;,
die keine reelle Nullstellen haben (nach Satz 6.12 existiert fiir jedes reelle Polynom eine solche
Zerlegung), dann existieren eindeutig bestimmte A;;, B;,Cy; € R, so dass

Pl) _ v (A Ayj Anj
O(x) Z (x—kj—l_(x—lj)2+m+(x—kj)”j)

J=1

i( Bix+Cy; Boyx +Cy B, x+C,, )

+l:1 x*+bix+ ¢ (x2—|—blx—|—cl)2+"' (2 + bix—+ ¢;)P ()

gilt.
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3. Schritt:

Bestimme die Zerlegung von g in reelle Linearfaktoren und reellle quadratische Polynome
ohne reelle Nullstellen. Dann bestimme die reelle Partialbruchzerlegung von g

Die Koeffizienten A;;, By, Cyy in (*) fiir P =7 und Q = ¢ kann man zum Beispiel mit folgender
Methode berechnen. Multipliziert man die Gleichung (*) mit (x — A)" , dann erhilt man

= Ans+ (x— A (...).

Setzt man in diese Gleichung A, fiir x ein, dann erhalt man aus der dadurch entstehenden
Gleichung den Wert von A, .

Nachdem man auf diese Weise die Koeffizienten A, ; bestimmt hat, multipliziert man (¥)
mit Q(x) und ermittelt die restlichen Koeffizienten durch Vergleich der Koeffizienten von
P(x) mit den Koeffizienten des Polynoms, das auf der rechten Seite von (*) nach der
Multiplikation mit Q(x) entstanden ist.
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4. Schritt:

Integriere h sowie die einzelnen Summanden der Partialbruchzerlegungen 2' Dabei sind In-
tegrale der folgenden Form zu berechnen:
A
dx, e N
/(x—?t)” . "
Bx+G
/ o+ dx, neN
(x2+bx+c)"
Es gilt:
A Alnlx—A|+C, n=1
/ = AN ., CeR
()C— A«) l—n ()C-)L)n_l —I_C, n > 1
/ Bx+ G / 2x+b b+ (G Bb / 1 J
— — X
(x2+bx+c "2 (x> +bx+c)" 2 (x2+bx+c)"

, CeR

2x+b {ln|x2+bx+c|—|—C n=1
/( dx =

x>+ bx+c)" . T 6 n>1
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Es bleibt nun noch die Berechnung von

1
d N
/(x2+bx+c)” x, i

wobei x? + bx + ¢ keine reellen Nullstellen hat und somit D := b?> —4¢ < 0 ist.
Durch quadratische Ergdanzung erhalt man

b\ 2 b? b\ \ 2
x2—|—bx—|—c:(x—|——> —|—c——:K_2(1—|—<K(x—|——)> >
2 4 2
mit K = 25 > 0. Daher gilt

! 2n 1 _ p2n—1 1
/(x2+bx+c>"dx:/K E DR /(1+r2)n‘”

mit 1 = K(x+2).
Sei

1
L, := dt, N.
/(1+t2)” e

Dann gilt
Iy =arctant+C, CeR.
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Und fir alle n > 1:

12 { 2t
I, =1, 11— dt =1,_1— | =- dt
1 /(1+r2)" : /2 (14122)n

1 t
— I . o I,
=) U+ T 2 !
2n—3 1 t
— I, : C, CeR
m—2 " T Uy T -
Somit ergibt sich fiir alle b,c € R mit b* < 4c:
1 1 +2
/ dx = arctan "2 +C, CeR
x> +bx+c b2 b2
C—Z C_Z
sowie
/ 1 J 1 2x+Db
x = :
(X2 +bx+c)" (n—1)(4c—b?) (¥*+bx+c)* !
2(2n—3) / 1 p
X
(n—1)4c—0%) ) (Z2+bx+c)1 7

falls n € N\ {1} ist.
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Uneigentliche Integrale
Definition

a) Sei I ein offenes oder halboffenes Intervall. f : 1 — R heisst lokalintegrierbar (iiber I),
falls f iiber jedem beschridnkten und abgeschlossenen Intervall |a,b| C I integrierbar ist.

b) Sei I = |a,oo| bzw. [ =] — oo, b] bzw. I =R bzw. I =]a,b| bzw. I = |a,b| bzw. [ =]a,b|
und f : I — R lokalintegrierbar. f heisst uneigentlich integrierbar iiber I, falls die jewei-
ligen Grenzwerte
[ F(x)dx :=limg_, [ f(x)dx
bzw. [° f(x)dx :=limg_, .. [ f(x)dx
bzw. [T, f(x)dx = [ f(x)dx+ [ f(x)dx
bzw. [” f(x)dx :=limg_ .+ [2 f(x)dx
bzw. | ab f(x)dx :=limg_,;, [> f(x)dx
baw. [? f(x)dx = [ F(x)dx—+ [ f(x)dx
existieren, wobei der dritte und der letzte Grenzwert aufgrund von Satz 18.10 unabhéngig
von der Wahl von c € I sind.

Ist f uneigentlich integrierbar iiber I, dann sagt man auch, das uneigentliche Integral

[2 f(x)dx bzw. [°_ f(x)dx bzw. [*_f(x)dx bzw. [’ f(x)dx ist konvergent (konver-
giert). Anderenfalls sagt man, das jeweilige uneigentliche Integral ist divergent (diver-
giert).
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Satz 18.17 (Konvergenzkriterien fiir uneigentliche Integrale) Sei I = [a,| und
f :1 — R lokalintegrierbar iiber I. Dann gilt:

a) (Cauchy- Kriterium) f ist genau dann uneigentlich integrierbar iiber I wenn fiir jede
Folge (sp)nen € I mit s, — oo fiir n — oo die Folge (Sy)nen mit S, := [ f(x)dx eine
Cauchy- Folge ist.

b) Ist das uneigentliche Integral von f iiber I absolut konvergent, d.h. das uneigentliche
Integral von |f| (iber ist konvergent, dann ist das uneigentliche Integral von f iiber I
auch konvergent.

c) Das uneigentliche Integral von f iiber I ist genau dann absolut konvergent wenn gilt:
3C > 0v[a, B] C1: [P lf(x)|dx<C

d) (Majorantenkriterium) Existiert ein ¢ € I und eine Funktion g : [c,oo| — R, die iiber
[c, 00| uneigentlich integrierbar ist und fiir die gilt, dass | f(x)| < g(x) fiir alle x € |c,oo|
ist, dann ist das uneigentliche Integral von f liber I absolut konvergent und es gilt
| Je f)dx] < [ [f(x)]dx < " g(x)dx.

e) (Minorantenkriterium)  Existiert ein ¢ € I und eine lokalintegrierbare Funktion
g : |c,oo| = R, die iiber |c,| nicht uneigentlich integrierbar ist und fiir die gilt,
dass 0 < g(x) < f(x) fiir alle x € [c,o0| ist, dann ist das uneigentliche Integral von f
liber I divergent.

Ersetzt man I = |a,o| durch I = |a,b[,] =] — oo,bloder I = |a,b|, dann iibertragen sich die
Kriterien a) - e) sinngemab.
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Satz 18.18 (Integralkriterium fiir Reihen) Sei f : [1,00[ — Ry monoton fallend. Dann

gilt
Z f(n) konvergiert <= / x)dx konvergiert.
n=1

Definition

a) Sei f:]a,c|U]c,b][ — R lokalintegrierbar iiber |a,c| und iiber |c,b|. Existiert der Grenz-
wert

CH/abf(x)dx:: lim/ flx dx+ f() )

e—0t

dann heiBt er der Cauchysche Hauptwert von f uber a, b].
b) Sei f: R — R lokalintegrierbar iiber R. Existiert der Grenzwert

CH/ x)dx =: lim f( )dx

§—>00

dann heift er der Cauchysche Hauptwert von f iiber RR.
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Vertauschbarkeit von Grenziibergangen, Differentiation und Integration

Satz 18.19 Sei (f,)nen, eine Folge von Funktionen f, : R O D — R, die stetig auf D seien.
Konvergiert (f,)nen, gleichmaBig auf D gegen f: D — R, dann ist f ebenfalls stetig auf D
und folglich gilt fiir jeden Haufungspunkt xo von D:

lim (lim £,(x)) = lim (lim £,(x)) = f(xo).

X—rX( n—roo n—>00 X—+X()

Bemerkung

Konvergiert eine Folge von auf D stetigen Funktionen (f,)nen, nur punktweise gegen f,
dann muss f nicht unbedingt stetig auf D sein. Denn sei f,,:[0,1] = R, x — x". Dann gilt
f1 € C([0,1]) und (fy)nen, konvergiert punktweise auf [0, 1] gegen

0, x#1

I, x=1.

f:[O,l]%R,x%{

f ist nicht stetig in 1.
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Satz 18.20 Sei (f,)nern, € C°([a,b]) und (f,)nen,konvergiere gleichmiBig auf [a,b] gegen
f:la,b] — R. Dann gilt

f )dx = lim fn( ) dx

n—oo

Bemerkung
Konvergiert (f,)nen, C CY([a,b]) nur punktweise auf [a,b] gegen f, dann muss die Aussage
aus Satz 18.20 nicht unbedingt gelten. Denn sei

fn:10,1] = R, x+— < 2n—nx, %<x§%

0, sonst

\

Dann gilt f, € C°([0,1]) und (fy)nen, konvergiert punktweise auf [0,1] gegen f =0. f ist
in diesem Fall sogar stetig, aber es gilt

lim 1fn()a’x—hml—17£O f()
0

n—oo Nn—>oc0
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Satz 18.21 Sei (f)nern, € C'([a,b]), (f1)nen, konvergiere punktweise auf [a,b] gegen f
und (f})nen, konvergiere gleichmiBig auf [a,b] gegen g. Dann ist f € C'(|a,b]) mit

f'(x) =g(x) = lim f/(x) fiir alle x € a,b.
n—o
Bemerkungen

1) Konvergiert (f,)nen, C C'([a,b]) gleichmaBig auf [a,D] gegen f, so muss f nicht unbe-
dingt differenzierbar auf |a,b| sein. Denn sei

cl-1,——Jul-L.1
L] Roxes {Lyil 2x =1, =] [1+1n ]1
T e Y€ |

n—H’rH—l

Dann gilt f, € C'[—1,1] und (f,)nen, konvergiert gleimaBig auf [—1,1] gegen f mit
f(x) = |x|. fist in O nicht differenzierbar.

2) Konvergiert (fu)nen, € C'([a,b]) gleichmaBig auf [a,b] gegen eine Funktion f aus
C'([a,b]) und (f)nen, (auf a und b stetig fortgesetzt) punktweise au1c la,b] gegen g.
Dann muss nicht unbedingt ' = g sein. Denn sei f,,: [0,1] - R, x— —~ " x"*1. Dann ist
f1 € C'([0,1]), (fu)nen, konvergiert gleichmiBig auf [0, 1] gegen die Cl—Funktion =0,
aber es gilt f,(x) =x" fiir alle x € [0, 1], so dass (f;)nen, punktweise konvergiert gegen

0, x#1

g:10,1] > Rx+—
I, x=1.
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Satz 18.22 Sei f(x) = Y. a,(x—xp)" eine reelle Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0.
n=0
Dann gilt

(i) f ist stetig auf Br(xp) = {x € R: |[x —x¢| < R}
(ii) f kann in Bg(xg) gliedweise integriert werden, d.h.

oo

a
Vx € Br(x a,(t —xo)"dt = ®(x—xo)" !
R 0 xor;) ( 0) n;)nJrl( 0)

Die gliedweise integrierte Potenzreihe Z *(x—xo)""! hat auch Konvergenzradius R.

n—

(iii) f kann in Bg(xo) g/iedweise abgeleitet werden, d.h.

Vx € Bgr(xo) Zan x—xp)" = Z’nazn(x—xo)”_1

Die gliedweise abgeleitete Potenzreihe Y. na,(x—x)" "' hat auch Konvergenzradius R.
n=1

(iv) f € C*(Bg(xg)), wobei
Vk € NVx € Br(xo) : - kf( )= Zn kn (n—1)-...-(n—k+1)-a,(x—xp)"~.

AuBerdem gilt: Vk € Ny : ay = 7 Lf®)(xo), d.h. die Potenzreihendarstellung von f ist die
Taylorreihe von f um xy.
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Bemerkung
Fiir Funktionenreihen, die keine Potenzreihen sind, miissen die Aussagen von Satz 18.22 nicht

unbedingt gelten. Denn beispielsweise hat die Funktionenreihe Y #sin(nzx) die konvergente
n=1

Majorante ) % und konvergiert somit fiir alle x € R. Die gliedweise abgeleitete Reihe

Y. cos(n*x) konvergiert aber fiir kein x € R, da (cos(n*x)),cn fiir kein x € R eine Nullfolge
n=1
ist, was man folgendermalBen zeigen kann.

Angenommen: lim cos(n°x) = 0.

= Vk € N: lim cos((kn)*x) = 0.
=0 = lim cos((5n)*x)
= 3390608((3n)2x+( n)°x)
= 3390608((311)236) cos((4 ) )—sin((3n)ZX) sin((4n)°x))
= lim cos((3n)%x) cos(4n)*x) — /1 — (cos((3n)2x))2\/1 — (cos((4n)%x))?

- 1 4
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Teil IV
Mehrdimensionale Analysis

19 Konvergenz und Stetigkeit

Definition

a) Eine Folge (ax), .y mit a, € R”" fiir alle k € N heiBt konvergent gegen a € R", in Zeichen:

ax — a fiir k — oo oder %imak —a, falls
—>00

n
lim |ay —a| = hm |ar—al|, = hm \/Z ay—a
k—oo k—oo =1

gilt.
b) Eine Folge (ay),.n in R" heiBt Cauchy-Folge in R", falls gilt

Ve >0 dke e NVm,k > ke @ |am—ai| < €
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Satz 19.1 Seia € R" und a; € R" fiir alle k € N. Dann ist dquivalent
(i) lim|a; —a| =
k—oo
(i) lim ||ax —a||,, = lim max|(ay—a);| =0
k—>o0 k—ro0 j=1,..n

(i) vie {1,...,n} : lim (a), = a;
k—>o0

AuBerdem gilt
(ak) ey st Cauchy — FolgeinR" < ((ay);), .y sind Cauchy — FolgeninR
firallei € {1,...,n}

Bemerkung
Folgende Aussagen iiber Folgen in R iibertragen sich sinngemaB auf Folgen in R": die

Aussagen aus Satz 13.1, Satz 13.2(i),(iv), Satz 13.8, Satz 13.9, Satz 13.10 und Satz 13.11.
AuBerdem gilt

((EIC>O Vk e N: |ay| §C)/\%imak:a> = |a| <C.
—>00
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Definition Sei D CR™ und f : D — R" eine Funktion.

a) [ heiBt stetig in ay € D, falls %im flax) = f(ao) fiir jede Folge (ak),.y in D mit %imak =
—>00 —>00
ap.

b) f heiBt stetig auf der Menge M C D, falls f in jedem a € M stetig ist.

Bemerkungen

1) Die Aussagen fiir Funktionen f: R O D — R aus Satz 15.1, Satz 15.2, Korollar 15.3,
Satz 15.4 a) b) e) iibertragen sich sinngemaB auf Funktionen f:R”™ O D — R”. Falls
n =1 ist, iibertragen sich AuBerdem die Aussagen aus Satz 15.4 ¢) d).

X1 filxi, . Xm) X1
) f:R"DOD—-R" | : | — : ist genau dann stetig in | : |, wenn
Xm fn(x17°'°7-xm) Xm
X1
die Funktionen f; : R™" O D — R fiir alle i € {1,...,n} in | : | stetig sind.

Xm
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Bemerkung
Es gibt Funktionen f: R” O D — R", die in einem Punkt ay € D zwar stetig langs jeder

Geraden sind, aber dennoch nicht stetig in ag sind. Denn sei zum Beispiel

f:Rz%Raf(xay):{giﬁ 7§i7y§i2878;

c2x3

Dann gilt Ve € R : hm fx,ex) = hn& 2 aa=0=7(0,0)
sowie hn(l) f(0,y) = hm 0=0= f(O 0), sodass f in (0,0) langs jeder Geraden stetig ist.
y—

Aber es gilt lim f(x, V) =lim £ =1 # £(0,0), sodass Jim (k, Wz) (0,0) und

: 1) 1 : . . .
%1_1)130 f(%vﬁ) =5 # f(0,0) ist und daher f nicht stetig in (0,0) ist.
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20 Mehrdimensionale Differentialrechnung

Ji(x)

Definition Sei f: RO D — R", x — : eine Funktion.
fn(x)

a) Sei xy ein innerer Punkt von D. f heiBt differenzierbar in x,, falls die folgenden
aquivalenten Bedingungen erfiillt sind.

() F/(x0) 1= im0 i 081100 i
X—=X0 —

(ii) Fiir alle i € {1,...,n} sind die Funktionen f;: R O D — R differenzierbar in x.

In diesem Fall heiBt dann f'(xq) die Ableitung von f in xo. Statt f' kann man auch das
Symbol % schreiben.

b) f heiBt differenzierbar in M C D, falls f in jedem x € M differenzierbar ist. Die Funktion
M —R" x> f'(x) heiBt dann Ableitung von f.

Bemerkung

Die Aussagen aus dem Satzen 16.1 und 16.3 iibertragen sich sinngemaB auf Funktionen
f:RODD— R"
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fi(x)
Definition Sei f: RO D — R", x+— : eine Funktion und k € N. f heiBt k-mal
Ju(%)
differenzierbar / k-mal stetig differenzierbar / o-oft differenzierbar in einem inneren Punkt
xo €D /in M C D, falls fiir alle i € {1,...,n} die Funktionen f; in xo / in M k-mal
differenzierbar / k-mal stetig differenzierbar / co-oft differenzierbar sind.
Die Symbole zur Bezeichnung der héheren Ableitungen von f werden direkt vom eindimen-
sionalen Fall iibernommen.
AuBerdem seien

h

ck(M,R")::{f: ; :M%IR{”:Vie{l,...,n}:f,-eCk(M)}
Jn
h

Cw(M,R”)::{f: ; :M—>IR%”:Vie{l,...,n}:fiGC‘”(M)}
Jn

Bemerkung
Aufgrund von Satz 16.3 sind C¥(M,R") und C*(M,R") R-Vektorrdume und % = %
ist eine lineare Abbildung von C*(M,R") nach C*~!(M,R") fiir k > 1.
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Definition Sei I C R ein Intervall. y € C'(I,R") heiBt regulire parametrisierte Kurve oder
regulre Parametrisierung einer Kurve, falls <y(t) # O fiir alle t € I ist. Die Bildmenge y(I)
heist dann Spur der Kurve.

Bemerkungen

1) Sei v € C'(I,R") eine regulire parametrisierte Kurve und 7y € 1. Dann ist £y(1o) ein
Tangentfenvektor an y(I) im Punkt ¥(z9), d.h. £y(z) ist ein Richtungsvektor der Tangente
an y(I) in (%)

2) Sei y € C'(I,R") eine regulire parametrisierte Kurve. Interpretiert man ¢ € I als Zeit und

Y(¢) als Ort zum Zeitpunkt 7, dann beschreibt ¥ die Bewegung eines Punktes im R” und
Ly(t) den Geschwindigkeitsvektor zum Zeitpunkt ¢.

Definition Sei y € C! ([a,b],R") eine regulire parametrisierte Kurve. Dann heift

L= [ 190

Linge der Kurve 7.

Bemerkung
Haben zwei verschiedene regulare Parametrisierungen einer Kurve dieselbe Spur, dann ergibt
sich aufgrund der Substitutionsregel unabhangig von der jeweiligen Parametrisierung dieselbe
Kurvenlange.
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Definition

a) Seia € R" und € > 0. Dann heiBt

Be(a) :={xeR": |x—a| < €}
eine €-Umgebung von a.

b) Sei a € D C R". a heiBt innerer Punkt von D, falls a eine e-Umgebung besitzt, die in D
enthalten ist.

Definition Sei f: R" D D — R, (x1,...,x,) — f(x1,...,x,) eine Funktion.

a) Sei x = (x1,...,X,) ein innerer Punkt von D und i € {1,... ,n}. Existiert der Grenzwert
cee s X h;---;n — oo ey Xiyeoo s Xy
8x.f(x) = limf(XI’ Xt . ) f(XI - > ) )
‘ h—0 h

dann heiBBt f in x nach der i-ten Variable (bzw. nach der i-ten Koordinate) x; partiell
differenzierbar und o,.f(x) die partielle Ableitung von f nach x; in x. Statt o, f kann

man auch die Symbole f., %, % f oder d;f verwenden.

b) f heiBt in M C D nach x; partiell differenzierbar, falls f in jedem x € M partiell nach x;
differenzierbar ist. Die Funktion 0,.f : M — R, x — 0,.f(x) heiBt dann partielle Ableitung
von f nach x;.
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Bemerkungen

1) d,.f(x) beschreibt die Steigung der Tangente an den Graphen der Funktion ¢ — f(x+ze;)
in (0, f(x)), wobei e; der i-te Basisvektor der geordneten kanonischen Basis des R” ist.

2) Die Rechenregeln fiir Ableitungen von Funktionen f: R O D — R iibertragen sich sinn-
gemaB auf partielle Ableitungen.

Definition Sei f: R" O D — R eine Funktion, x ein innerer Punkt von D und v € R".
Existiert der Grenzwert

9 (x) = i LT AY) — f(x)

h—0 h

Y

dann heiBt er Richtungsableitung von f in x in Richtung v.
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Definition Sei f : R” O D — R eine Funktion und x ein innerer Punkt von D. Dann heiBen

2 Pfo,_ :
OF(0) = fr) = 553 = 55 (x) = 21 (x) 1= 0, (0f) (x),

ie{l,...,n},
0? 0?
040, f(3) = () = 530 = 55 F () = 20,f()
= 0, (0, f) (x),i,je{L,...,n}

die zweiten partiellen Ableitungen bzw. die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung von f in
x, sofern sie existieren.
Induktiv definiert man die partiellen Ableitungen k-ter Ordnung durch

ak f B 0 ak—lf
8xik8xik_l ce Bxl-l N 8xik 8xik_l ce 8xil
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fl(xl, “e ,Xn)

Definition Sei f: R" D D — R", (x1,...,X,) — : . Dann sind die partiellen

(X150 0%,)

Ableitungen von f definiert durch

axifl(-xla s 7xn)
O f(x1,...,%,) 1= s
axifm(-xla s 7-xn)

Analog definiert man o, f sowie die partiellen Ableitungen k-ter Ordnung von f.
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filxg, ..o x,)
Definition Sei f : R" D D — R™, (x1,...,X,) — :

fm(xla' . 7xn)

a) Sei xy ein innerer Punkt von D. f heiBt (total) differenzierbar in x, falls gilt:
Es existiert eine Matrix A € R™*" sodass

lim (f(x) — f(xo) A X — Xo > _ 0
X—X0 |x — xo| [x — xo

bzw.

i (f(xo+h) — f(xo) —Ai) _ 0
h—0 A Id
ist. A heiit dann (totale) Ableitung von f in xy. Schreibweise: D f(xy) = A oder f'(xy) =

A.

b) f heiBt (total) differenzierbar in M C D, falls f in jedem x € M (total) differenzierbar
ist. Die Funktion f': M — R™" x> f'(x) heiBt dann (totale) Ableitung von f.
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Satz 20.1 /st f: R" O D — R™ (total) differenzierbar in xo, dann ist f auch stetig in x.

Satz 20.2 Sei f: R" O D — R"™ und xo € D. Dann ist dquivalent:
1. f ist (total) differenzierbar in xy.

2.dA e R™"Wx e D: f(x) = f(xo) +A(x —x0) + R(x,x0)

mit lim |(”0) 0.
X—X(Q —X0

Sind (i) bzw. (ii) erfiillt, dann ist A = f'(xg).

Bemerkung
Ist f:R* D D — R in xq (total) differenzierbar, dann beschreibt

T.,Gr:={(x, f(x0) + f'(x0) (x—x0) : x € R*}
die Tangentialebene an den Graphen von f im Punkt (xg, f(xo)).

Satz 20.3 /st f: R" O D — R™ in xo (total) differenzierbar, dann gilt
o, f1(x0) -+ I, f1(x0)

1. f/(X()) = : :
axlfm(xO) axnfm(xO)
2.WveR": d,f(x0) = f(x0)v

268



Definition Se/ f: R" O D — R™ und xy € D, dann heift, sofern existent,

o, f1(x0) -+ I, f1(x0)
Jf(xo) := : z

axlfm(xO) axnfm(xO)

die Jacobi-Matrix von f in xy. Ist m = 1, dann heiSt auBerdem, sofern existent,

axlf(XO)

Vf(x0) == (Jf(x0)) = 5

axnf(XO)

der Gradient von f in xy. Alternative Schreibweise: grad f(xy) statt V f(xo).

Bemerkung
Ist f in xo (total) differenzierbar, dann ist

f'(x0) =Jf(xo) und Vv eR": 9,f(x0) =Jf(x0)v

sowie im Falle m = 1 auBBerdem

f(x0) = (Vf(x0))" und YweR": 9,f(x0) = (Vf(x0)) ' v= (Vf(x0),v)gn
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Bemerkung Aus der Existenz aller partiellen Ableitungen 1. Ordnung und aller Richtungs-
ableitungen einer Funktion f in einem Punkt x(y folgt nicht notwendigerweise die totale

Differenzierbarkeit oder die Stetigkeit von f in xy. Denn beispielsweise fiir

2 (x%,y) % (0,0)

fR=R, fxy) = {xzﬂ“ gilt
0 , (x,y) = (0,0)
2
)
W= () €R2: 0,£(0,0) =41 170
0 s, V1 — 0

aber f ist, wie wir in Abschnitt 19 gesehen haben, nicht stetig in (0,0). Und fiir

.2 ¥ o )jz_);zzy ) (xvy) 7& (070)
gR”&g“”_{+  (x,y) = (0,0)

gilt
0

3_.2
Va3 —V{V2 0
YweR?: 9,8(0,0)={ vtz ' vy :
0 ,v=20
g ist wegen |g(x,y)| < |y| fiir alle (x,y) € R? auch stetig in (0,0), aber

0,(0,0) = (Vg(0,0))'v=(0 1l)v=w,
gilt nur, falls vi =0 oder v, = 0 ist. Also ist g nach 20.3 b) nicht differenzierbar in (0,0).

270



Satz 20.4 Sei f:R" O D — R™ eine Funktion. Existieren alle partiellen Ableitungen erster
Ordnung von f in D und sind diese stetig in x, dann ist f (total) differenzierbar in x.

Satz 20.5 Sei f: R" O D — R (total) differenzierbar in D. Dann gilt

1. Existiert eine regulire parametrisierte Kurve v € C'(]—¢&,€[,D) und ein ¢ € R mit
f(y(t)) =c fiir alle t € |—€, €[, dann gilt

viel-eel: <Vf<v<r>>,%y<r>> o

Rl’l
Der Gradient steht also senkrecht auf jeder Niveaulinie von f .

2. Seixog € D und V f(xo) # 0. Dann gilt

max d,f(xo) = 0 vy f(X0) = [Vf(x0)]
v|=1 Vi(xo)]

und

; v, Vf(x) . .
WERN{0}: D e = Vil () < dun £

Der Gradient zeigt also in Richtung des steilsten Anstiegs von f.
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fi g1
Satz 20.6 1. Seien f=| : |,g=| : | : R* O D — R™ Funktionen, die in x

Jm Em
(total) differenzierbar sind. Dann gilt

(i) Fiir alle @, B € R ist die Funktion o.f + g in xo (total) differenzierbar mit

(af +Bg) (x0) = ot f'(x0) + Bg'(x0)
(ii) (Produktregel)
Fiir alle i € {1,...,m} sind die Funktionen fg; in xq (total) differenzierbar mit

(figi)'(x0) = fi(x0)&i(x0) + &i(x0).f7 (%0)
(iii) (Quotientenregel)
Ist gi(xo) # 0 fiireini € {1,...,m}, dann ist die Funktion ﬁ in xqo (total) differenzierbar
mit

(ﬁ) (30) = ——— (8i(x0) i (x0) — filxo)gi(x0))

8i (gi(x0))”
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2. (Kettenregel)
g1 h
Seig=| : | : R" 2 D — R"™ (total) differenzierbar in xo undh=| : | : R" D g(D) —

8m hl
R! (total) differenzierbar in g(xo), dann ist hog (total) differenzierbar in xo mit

(hog) (x0) = h'(g(x0))g (x0) (im Sinne der Matrizenmultiplikation)

Satz 20.7 (Mittelwertsatz der mehrdimensionalen Differentialrechnung) Sei f :
R" O D — R (total) differenzierbar in D und seien a,b € D zwei Punkte, deren Verbin-
dungsstrecke {a+t(b—a): t € |0,1]} in D enthalten ist. Dann gilt

39 €10,1[: f(b) — fa) = f'(a+ B (b—a))(b—a)

Bemerkung
Sei f:R" D D — R™ (total) differenzierbar in D und {a+t(b—a):t €[0,1]} CD. Dann
gilt nach Satz 20.7:

Vie{l,...,m} 39, €]0,1]: fi(b) — fi(a) = f{ (a+ Vi(b—a)) (b—a)

Im Allgemeinen gilt aber O; # ¥, fiir i # j und dann existiert kein © € 10,1 mit f(b) —
fla) = f'(a+8(b—a))(b—a).
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Korollar 20.8 Sei f : R" O D — R™ (total) differenzierbar in D. Ist f'(x) =0 fiir alle x € D,
dann ist f langs jeder in D liegenden Strecke konstant.

Satz 20.9 (Satz von Schwarz) Sei f: R" O D — R"™ eine Funktion. Existieren alle par-
tiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung von f in D und sind diese stetig in x, dann
gilt

Vi,j€{l,...,n}: 00 f(x) = 0,0y [f(x),
d.h., die Reihenfolge der partiellen Differentiation bis zur zweiten Ordnung spielt keine Rolle

n x.

Bemerkung

Sind nicht alle partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung einer Funktion stetig, dann
ist die Reihenfolge der partiellen Differentiation im Allgemeinen nicht egal.

Wie man direkt nachrechnen kann, trifft dies z.B. auf die Funktion f mit

x2_ 2
xy)rii,z y (xay) % (070)

flxy) =
- {o (53) = (0,0
in (0,0) zu und man erhdlt d,d,f(0,0) =1 # —1 = 0,0,(0,0).
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Definition Sei f: R" O D — R und xy € D. Dann heifst, sofern existent,

07 f(x0) -+ 00 f(x0)

Hf(X()): :
Oy, O, f(x0) -+ 9% f(xo0)

die Hesse-Matrix von f in xy.

Bemerkung

Ist f:R" D D — R eine Funktion mit der Eigenschaft, dass alle partiellen Ableitungen
erster und zweiter Ordnung von f in D existieren und stetig in x sind, dann ist nach Satz
20.4 f (total) differenzierbar in x und ebenso f': R" O D — R" (total) differenzierbar in
x. AuBerdem gilt (Hf)'(x) =J(Jf)'(x) und nach Satz 20.9 ist H f(x) symmetrisch, also
Hf(x) = (Hf)'(x). Daher schreibt man in diesem Fall auch f”(x) statt H f(x).
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Definition f: R" D D — R™ heiBt k-mal stetig differenzierbar in M C D, falls alle partiellen
Ableitungen von f bis zur k-ten Ordnung in M existieren und dort stetig sind. Bezeichnung:

CK(M,R™) :={f:M — R™: fistk—mal stetig differenzierbar in M}

f:R" D D — R™ heift unendlich oft differenzierbar in M C D, falls fiir alle k € N alle
partiellen Ableitungen k-ter Ordnung von f in M existieren. Bezeichnung:

C*(M,R™):={f: M — R": fistunendlich oft differenzierbar in M }

Bemerkung

1) Aufgrund der Sitze 20.4 und 20.6 sind C*(M,R™) und C*(M,R™) R-Vektorriume und
f > f ist eine lineare Abbildung von C*(M,R™) nach C*"1(M,R™) fiir k > 1.

2) Durch wiederholte Anwendung von Satz 20.9 ergibt sich, dass fiir alle f € C*(M,R™) die
Reihenfolge der partiellen Differentiation in M bis zur k-ten Ordnung keine Rolle spielt.
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Definition Ein n-Tupel ¢ = (Q,...,0,) mit o; € Ny fiiri =1,...,n heiBt Multiindex. Fiir
Multiindizes o, 3 € N sei

‘OC| ‘= Zaia

i=1

o! = []a!,

i=1

B=o & Vic{l,....n}:Bi=q,

B<o &= Vie{l,....n}: B <,

a+p = (+P,...,0+B),

o—PB = (u—Pi,...,0— B, fallsp<a,

o ol n (a
(ﬁ) = ﬁ!(a_ﬁ)!n< l_), falls B < a,

n

a.

Vx e R": x% = Hxl.’,
=1

VDQR”erc\OC\(D’Rm) : 8ocf — 8x01518x02‘2...ax(316nf’

wobei 0,g 1= g ist.
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Satz 20.10 1. (Binomischer Satz)

Va,b € R"Va € Nj: (a+b)* = Z <O¢> P po—p
B<o
2. (Leibniz-Regel)
Sei D CR", k € N und seien f,g € C*(D,R). Dann ist fg € CX(D,R) und fiir alle
o € N} mit || <k gilt

2%(fg) =Y, (Z) Pfo*Pg

<o

Satz 20.11 (Satz von Taylor) Sei D CR", k € Ny, f € C*"1(D,R) und seien xo,x € D
zwei Punkte, deren Verbindungsstrecke {xo+t(x —xo) :t € [0,1]} in D enthalten ist. Dann
gilt

30 €01k )= ¥ Ty ¥

|| <k ' lot|=k+1

9% f (x0+ B (x —x0))
ol

(x—x0)%.
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Korollar 20.12 Sei D CR", ke Ny, f € Ck“(D,R) und xy € D. Dann gilt

[ A AOVNESRUIYMEP S S i AL0 P R

flir x — xp.

Bemerkungen

1. Fiir k = 0 liefert der Satz von Taylor wieder den Mittelwertsatz, fiir k = 1 ergibt sich

f(x) = f(x0) + (Vf(x0),x — xo)rn + 5 (x — X0, Hf (x0 + O (x — x0) ) (x — X0))re mit ¥ €
10, 1[ und fiir k = 2 erhalten wir
f(x) = f(x0) 4+ (V.f (x0),x — X0)me + 5 (x — X0, H.f (x0) (x — X0) ) + 0(|x — x0[*) fiir x —

X0-

S
2.Sei DCR", keNy, f=] : | e C*"'(D,R™) und {xo+t(x—x0):2€[0,1]} CD.

Jm

Dann gilt die Aussage des Satzes von Taylor fiir jede Komponente f;, aber man erhalt
im Allgemeinen fiir jedes f; ein anderes .
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Definition

Eine Funktion f :R" O D — R hat in xy € D ein lokales Maximum, falls gilt:
de>0VxeD: |x—xo| <€= f(x) < f(xo).

f hat in xqo ein lokales Minimum, falls gilt:

de>0VxeD: |[x—xo| <€= f(x) > f(x0).

Ein lokales Extremum (Maximum oder Minimum) heiBt strikt, falls f(x) = f(xo) nur fiir
x = xg gilt.

Gilt Vx € D: f(x) < f(xo) bzw. Vx € D : f(x) > f(x0), dann hat f in xy ein globales
(absolutes) Maximum bzw. Minimum in D.

Satz 20.13 (Notwendige Bedingung fiir lokale Extrema) Sei f : R” D D — R eine
Funktion, xo € D und f (total) differenzierbar in xy. Dann gilt: f hat in xy ein lokales
Extremum = f'(x0) =0 (also (dy, f(x0),- .., 0, f(x0)) = (0,...,0)).

Definition

Ist f:R" D> D — R differenzierbar in xo und f'(xo) = 0, dann heiBt x( stationdrer oder
kritischer Punkt von f.
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Satz 20.14 (Hinreichende Bedingungen fiir lokale Extrema) Sei D C R", f €
C*(D,R) und xo € D. Dann gilt:

a) f'(x0) =0A f"(x0) >0 (d.h. f"(x0) =Hf(xo) ist positiv definit)
= f hat in xq ein striktes lokales Minimum.

b) f'(x0) =0A f"(x0) <O (d.h. f"(x0) = Hf (x0) ist negativ definit)
= f hat in xq ein striktes lokales Maximum.

c) f'(xo) =0A f"(xo) ist indefinit
= f hat in xo einen Sattelpunkt (d.h. einen stationdren Punkt, in dem f kein lokales
Extremum hat).

Bemerkung

Sei D CR", f € C*(D,R) und xy € D. Ist f’(xy) =0 und f"(x0) >0 (d.h. f"(x0) = Hf(xo)
ist positiv semidefinit), dann kann daraus nicht geschlossen werden, ob f in xy ein lokales
oder striktes lokales Minimum hat, wie die Beispiele fi(x,y) = x*+x* (f1 hat in xo = (0,0)
ein striktes lokales Minimum), f>(x,y) = x*> (/> hat in xo = (0,0) ein lokales Minimum,
welches nicht strikt ist) und f3(x,y) = x* +x° (f5 hat in xo = (0,0) einen Sattelpunkt)
zeigen. Ist f'(x9) = 0 und gilt nicht f"(xo) > 0, dann hat f in x( kein lokales Minimum,
weil dann entweder die Situation von 20.14 b) oder die Situation von 20.14 c) vorliegt.
Entsprechend ist f'(xo) = OA f"(x0) <O (d.h. f"(x0) = Hf(xo) ist negativ semidefinit)
keine hinreichende, aber eine notwendige Bedingung fiir ein lokales oder striktes lokales
Maximum von f in xg.
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21 Mehrdimensionale Integralrechnung

Definition Jede nichtleere Menge B der Form
B = {(x1,....,x,) € R": a1 <x; < by, ar(x1) <x0 < by(xy),
az(x1,x2) <x3 <b3(x1,x2),...,an(x1,. .., X0—1) <Xy < Dp(X1,. .0 X01) }

mit a;,b; € R und stetigen Funktionen a;,b; fiir i =2,...,n heisst Normalbereich in R"
beziiglich der x;— Achse.
Analog sind Normalbereiche in R" beziiglich der anderen Koordinatenachsen definiert.

Satz 21.1 Sei B, ein Normalbereich in R", B,y ein Normalbereich in R**' mit B, =
{(x1y.. 0, %,y) ER™L: (x1,...,x,) €B,Aalxy,...,x,) <y <b(xq,...,x,)}, wobei a,b :
B, — R stetig seien, und f : B,.1 — R stetig. Dann ist auch das Parameterintegral I :
B, — R mit

I(Xl,...,xn):/ f(x17°°'7xn7y)dy

stetig.
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Satz 21.2 Sind die Voraussetzungen aus Satz 21.1 gegeben und existieren zuséatzlich
d.a, oyb € C°(B,,R) sowie d..f € C°(B,;1,R) fiir mindestens ein i € {1,...,n}, dann
existiert auch d,I € C°(B,,R) und es gilt

b(x1y---Xn)
axil(-x17°'°7xn) — a)c,'/ f(xla'“axmy)dy

-/ S (1Y) dy
+ (X1 Xy (X150, X)) Ob (X1, -, Xn)

—f(x1, . xpa(xy,. . x,)) dealxr,...,x,).
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Definition
a) Firl CR" mit I # & heift

I, xel

R" >R, x—
Al * {O,xgél

die charakteristische Funktion von 1.

b) Eine Menge der Form []._,la;,bi] C R" heiBt beschrinkter abgeschlossener n-
dimensionaler Quader und eine Menge der Form []_,la,b;/C R" heiBt beschrankter
offener n-dimensionaler Quader.

c) Sei Q :=T1\,la;,bi|]. Eine Funktion f: Q — R heiBt Treppenfunktion auf Q, falls es
eine endliche Unterteilung (Zerlegung, Partition) a; = xj9 < xi1 < ... < Xjm, = b; von
jedem Intervall |a;,b;| gibt, so dass f auf jedem beschrankten offenen Quader Q; :=
[T ) xij— 1), xij, mit j= (ji,---,Jn) €IT21{1,...,m;} konstant ist.

(Die Funktionswerte von f auf den sogenannten Réndern aller Q;, d.h. auf Q\
U Q; kénnen beliebig sein).

Die Menge aller Treppenfunktionen auf Q sei mit 7 (Q) bezeichnet.
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d) Zwei Treppenfunktionen f,g : Q — R heissen fast iiberall gleich, kurz : f = g f.i., falls
f(x) # g(x) héchstens fiir Punkte x auf den Riandern von endlich vielen beschrinkten

offenen Quadern Q; C Q.
e) Ist Q=TI laibi|, f€ T(Q) und f= Ycjxo;, *ti., wobei Q; wiein c)ist, dann

heiBt

/f X1, - dxl dxn ‘= Z CJH(xiji _xi(ji—l))

das (bestimmte) Integral von f iiber Q.
(Die Definition des Integrals ist wie im Eindimensionalen unabhdngig von der Wahl der

Zerlegung).
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Definition Sei Q ein beschrankter abgeschlossener n-dimensionaler Quader und f : Q — R
eine beschrankte Funktion.

/fxla Xp)dxy .. dxn-_SMP{/‘PXh Xp)dxy...dx,: @ € T(Q)NQ < f}
heiBBt Unterintegral von f iiber Q und

/Qf(xl,...,xn)dxl...dxn:=inf{/Qq)(xl,...,xn)dxl...dxn: e T(Q)Np > f}

heiBt Oberintegral von f liber Q.
b) f heiBt Riemann-integrierbar iiber Q, falls

/f XiyenoyXp)dxy ... dx, = /f Xiyeney X )dXy ... dx,.
In diesem Fall heift
/f XiyeneyXp)dXy ... dx, = /f X1, . n)dxl...dxn:Zf(xl,...,xn)dxl...dxn
das (bestimmte) Riemann- Integral von f iiber Q.
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Bemerkungen

1. Die Aussagen aus den Satzen bzw. Korollaren 18.1, 18.2, 18.3, 18.4, 18.6, 18.7, 18.8,
18.9 und 18.10 iibertragen sich sinngemaB auf den mehrdimensionalen Fall.

2. AuBer dem Riemann-Integral lassen sich auch das Cauchy-Integral und das Lebesgue-
Integral auf den mehrdimensionalen Fall verallgemeinern.

3. Wie im Eindimensionalen schreiben wir von nun an integrierbar fiir Riemann-intergrierbar
und Integral fiir Riemann-Integral.

Satz 21.3 (Satz von Fubini fiir stetige Funktionen auf beschr. abgeschl. Quadern)
[T lai,b:] und f : QO — R stetig. Dann gilt

Sei []
/th Xp)dx; . ..dx,

:/:1 (/2 (...(/ab"ll (/bnf(xl, )dxn) dx,_ 1) )dxz) dx:

n

bG(l) bg(z) nl
Ao (1) 4o(2)

fiir jede bijektive Abb//dung C: {1, . ,n} —{1,...,n}.
Das Integral kann also durch sukzessive eindimensionale Integration bzgl. der einzelnen Ko-
ordinaten berechnet werden, wobei die Reihenfolge der Integration egal ist.
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Bemerkung

Der Satz von Fubini ldsst sich noch auf eine groBere Menge von Funktionen als die der
auf Q stetigen Funktionen verallgemeinern. Dennoch gibt es Funktionen f: QO — R, fiir die
mindestens eines der iterierten Integrale

bc(l) bG(”)
/ / f(x17'°'7xn) dxa(n) dxd(l)
Ao (1) 4o (n)

existiert, bei Anderung der Integrationsreihenfolge sich aber der Wert des iterierten Integrals

andert und das Integral [, f(x1,...,X,)dx;...dx, nicht existiert.
Ein Beispiel hierfiir ist die Funktion f:[0,1] x [0,1] — R mit

L () # (0,0)
x,y) = @)
Je {o - (x,y) = (0,0)

ﬁ = 8xzyarctan(§) fir y # 0 kann man direkt nachrechnen, dass

/01 (/Olf(x,y)dy) dx=3+ —ngol (/Olf(x,y)dx) dy.

Dieses Phanomen ist letztendlich eine Konsequenz der Tatsache, dass fiir konvergente, aber
nicht absolut konvergente Reihen der Umordnungssatz nicht gelten muss.

Unter Ausnutzung von
gilt:
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Definition Sei M C R" eine beschriankte Menge, f : M — R eine beschriankte Funktion, Q
ein beschrankter abgeschlossener n-dimensionaler Quader mit M C Q und f : Q — R mit

fxry.x0) (X1, 0x,) EM

f(xl"”’x”):{o (X1 %) EQ\M

f heiBt integrierbar iiber M, falls f integrierbar iiber Q ist. In diesem Fall heiBt

/th n)dxy .. /th p)dxy ... dx,

das (bestimmte) Integral von f liber M.
Die Definition des Integrals von f iiber M ist unabhingig von der konkreten Wahl von
02M.
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Satz 21.4 Sei B ein Normalbereich in R" beziiglich der xi-Achse und f : B — R stetig.

Dann gilt:

/f('xla dxl d

b2 bn_l(xl ..... xn_2> ..... Xy— 1
:/ / / / fxt, ., x)dx, | dxy_y | ... | dxo | dxy

ap \ ax(xy) ap—1(X150%0—-2) \ @n(X150%0—1)
wobei ay,...,a,, b,..., b, wie in der Definition von B sind.
Ist B ein Normalbereich in R" beziiglich einer anderen Koordinatenachse, dann ergibt sich
eine analoge Aussage fiir [ f(x1,...,%,)dx| ... dx,.

Kann B als Normalbereich in R" beziiglich verschiedener Koordinatenachsen aufgefasst wer-
den, dann erhilt man unabhingig von der konkreten Wahl einer dieser Koordinatenachsen

denselben Wert fiir [ f(x1,...,X,)dx; ... dx,.
Ist g : B— R eine weitere Funktion mit f = g fast iiberall, dann gilt

/g(xl,.. n)dx .. /f X1, . 2)dxy ... dx,
B
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Definition Sei B C R" ein Normalbereich. Dann heifB3t

V,(B) ::/Idxl...dxn
B
das n-dimensionale Volumen von B.

Satz 21.5 Sei r: [a,b] — R stetig und
B= {(x,y,z) R :a<x<bAYy +7< (r(x))z}

Dann gilt

Vy(B) = 7 / " (r(x)) d.

Satz 21.6 (Transformationssatz) Sei g: R" O Q — g(Q) C R”" ein Diffeomorphismus,
d.h. g ist bijektiv und stetig differenzierbar in Q und die Umkehrfunktion g~' ist stetig
differenzierbar in g(Q). Sei M C g(Q) beschrinkt und f integrierbar iiber M. Dann gilt

/ flx,..,x,)dxy ... dx, = / fg(uy,...,u,))|det(g' (u,...,u,))|du;...du,.
M g~ (M)
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Bemerkung
Zur Berechnung des Integrals einer Funktion f iiber krummlinig berandete Mengen M st

es haufig hilfreich, eine geeignete Parametrisierung g von M zu finden, so dass

/ Fla(u, ... ) |det (g (s, .. uy)) |dus - .. du,
g~ 1(M)
einfacher zu berechnen ist als

/f(xl,--.,xn)dxl...dxn.
M

Am haufigsten verwendet werden Parametrisierungen durch Polarkoordinaten, Zylinderkoor-
dinaten oder Kugelkoordinaten und manchmal auch Parametrisierungen durch parabolische
oder hyperbolische Koordinaten. Fiir nahere Details sei auf die Literatur verwiesen.
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Teil V
Gewohnliche Differentialgleichungen

22 Elementar losbare gewohnliche Differentialgleichungen erster Ordnung

Definition
a) Sei f:R" D D — R eine Funktion. Die Gleichung
Y (x) = f,y(x),y (%), -y V(%)) (1)

heiBt (explizite) gewshnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung.
Kurzschreibweise: y = f(x,y,y',...,y" 1)

b) Jede n-mal differenzierbare Funktion y: 1 — R, wobei I C R ein Intervall ist, fiir die
{(x,y(x),y (x),...,y"" V(x)) : x €I} C D ist und die fiir alle x € I die Gleichung (1)
I6st, heiBt Lésung der gewéhnlichen Differentialgleichung (1).

Eine Lésung von (1) heiBt global, falls I = R ist, und lokal, falls I # R ist.
Die Menge aller Lésungen von (1) heifit allgemeine Lésung von (1).
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c) Sei (x0,Y0,Y15---,Yn—1) € D. Dann heiBen die Gleichungen

§
y(xo) = Yo

Y'(x0) = 1 )

ky(n_l)(xo) = Yn—1

Anfangsbedingungen fiir Lésungen von (1) und das Gleichungssystem (1),(2) ein An-
fangswertproblem fiir (1).

d) Eine Lésung von (1), die auch (2) Iést, heiBt Lésung des Anfangswertproblems (1), (2).

Bemerkungen

1) Sind in (1) die Wertebereiche von f,y,', ...,y nicht R, sondern R und ist x weiterhin
aus einer Teilmenge von IR, dann erhdlt man ein System von m gewdhnlichen Differenti-
algleichungen n-ter Ordnung. Anfangsbedingungen und Lésungen sind fiir Systeme von
gewohnlichen Differentialgleichungen analog zum Fall einer gewdhnlichen Differential-
gleichung definiert.
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2) Eine Gleichung der Form

g(x,y(x),y'(x),...,y"(x)) =0, (3)

wobei x ebenfalls aus einer Teilmenge von R ist, nennt man implizite gewohnliche Dif-

ferentialgleichung n-ter Ordnung bzw. implizites System gewdhnlicher Differentialglei-
chungen n-ter Ordnung.

3) Ersetzt man in (1) oder (3) x durch (xq,...,x;) € R* und die eindimensionalen Ableitun-
gen von y durch partielle Ableitungen, dann erhdlt man eine partielle Differentialgleichung
bzw. ein System partieller Differentialgleichungen.

Geometrische Interpretation

Sei f:R?>D D — R. Dann bestimmt die Differentialgleichung ¥ = f(x,y) ein sogenanntes
Richtungsfeld in D, d.h. in jedem Punkt (x,y) € D wird durch

y' = f(x,y) eine Steigung ¥’ und damit ein Vektor <y1> vorgegeben. Gesucht ist eine diffe-

renzierbare Funktion y, deren Graph in jedem seiner Punkte (x,y) die Steigung y" und damit
(1) als Tangentialvektor hat.

/

y
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Definition Seien I,J C R offene Intervalle und g : I — R, h:J — R stetige Funktionen.
Die Differentialgleichung

Y =g(x) h(y)
heilBt gewohnliche Differentialgleichung mit getrennten Variablen.

Satz 22.1 Seien I,J C R offene Intervalle und g : I — R, h:J — R stetige Funktionen.
AuBerdem sei xo € I und yo € J mit h(yo) # 0.
Dann existiert ein offenes Intervall I C I mit xy € I, so dass

{y' = g(x) h(y)
y(xo) =)0

auf I eine eindeutige Loésung y : [ — R besitzt.
Diese Léosung ergibt sich durch Auflésen der Gleichung

/y(X) 1 p /x (1) d
—dt= | g@t) dt
yo h(t) X0

nach y(x).
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Bemerkungen

1) Eine alternative Strategie zur Bestimmung der Losung aus Satz 22.1 ist, die Gleichung

/ﬁ dy:/g(x) dx+c

nach y aufzulésen und dann c so zu wahlen, dass y(xy) = yo gilt.

2) Die Losung aus Satz 22.1 kann man allerdings nicht in jedem Fall in geschlossener Form
angeben.

Bemerkungen

1) Die sogenannte Ahnlichkeitsdifferentialgleichung

y=1C),  x#0

kann mit Hilfe der Substitution

umgeformt werden zu einer Differentialgleichung mit getrennten Variablen der Form

o = () —u).

X
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Hat man diese Gleichung gelost, dann erhalt man durch Riicksubstitution
y(x) = xu(x)
die Losungen der Ahnlichkeitsdifferentialgleichung.
2) Ebenso kann eine Differentialgleichung der Form
y' = flax+by+c)
mit Hilfe der Substitution
u(x) :=ax+by(x)+c
zur Gleichung
W =a-+bf(u)
umgeformt werden.

3) Allgemeiner kénnen Gleichungen der Form
ax-+by+c
ox+ Bx+7y

mit Hilfe geeigneter Substitutionen zu Gleichungen mit getrennten Variablen umgeformt
werden. Fiir Details sei auf die Literatur verwiesen.

Y = f( ),0x+Bx+7y#0
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Bemerkung

Manchmal ist es sinnvoll, gewohnliche Differentialgleichungen lokal durch Einsetzen eines
Potenzreihenansatzes in die Differentialgleichung, gliedweisem Differenzieren und anschlie-
Bendem Koeffizientenvergleich zu losen.
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23 Lineare gewohnliche Differentialgleichungen

Definition Sei I C R ein offenes Intervall und a,b : I — R stetige Funktionen. Die Diffe-
rentialgleichung

y' = a(x)y+b(x)

heiBt explizite reelle lineare gewshnliche Differentialgleichung erster Ordnung.
Ist b(x) = 0 fiir alle x € I, dann nennt man die lineare Differentialgleichung homogen,
anderenfalls inhomogen.

Satz 23.1 Mit den Bezeichnungen der obigen Definition gilt:
Sei xg € I und yg € R. Dann existiert genau eine Lésung y : I — R des Anfangswertproblems

y = a(x)y,
y (Xo) — Yo,

namlich
y(x) = yoeffoa(f)df

Die allgemeine Losung der homogenen linearen Differentialgleichung y' = a(x)y ist
Viom(x) = ce0® D" e R x e 1.
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Satz 23.2 Mit den Bezeichnungen der obigen Definition gilt:
Sei xg € I und yg € R. Dann existiert genau eine Lésung y : I — R des Anfangswertproblems

{y’a<x>y+b<x>,
Y(Xo) — Yo,

namlich
y(x) = (yo N / ¢ o4 dt) a0 _ | Lattd / eI as (1) .
X0 X0

Die allgemeine Lésung der inhomogenen linearen Differentialgleichung y = a(x)y + b(x) ist

yinh(x) :yhom(x)+yp(x)7 xEI,

wobei ynom wie in Satz 23.1 ist und

V(%) = / el (1) .
X0
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Bemerkungen

1) Die Losungsformel fiir das Anfangswertproblem der inhomogenen linearen gewéhnlichen
Differentialgleichung nennt man auch Variation der Konstanten, weil der konstante Fak-

tor yo vor P04 i der Losungsformel fiir das zugehorige homogene Anfangswertpro-
blem durch einen von x abhangigen Faktor ersetzt wird.

2) Die Funktion y, aus Satz 23.2 ist eine spezielle (partikuldre) Losung der inhomogenen
linearen Differentialgleichung y' = a(x)y+ b(x), ndmlich diejenige Losung, die y(xp) =0
erfiillt. Aus Satz 23.2 folgt, dasss man y,, in der Losungsformel fiir y;,, durch jede andere
spezielle Losung von y' = a(x)y+ b(x) ersetzen kann und die Lésungsformel fiir y;,,
trotzdem giiltig bleibt.
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Bemerkungen
1) Die sogenannte Bernoulli-Differentialgleichung

Y =a(x)y+bx)y*, a#l
kann mit Hilfe der Substitution
u(x) := (y(x))'

umgeformt werden zu einer inhomogenen linearen Differentialgleichung der Form
W =(1—a)a(x)y+ (1 —o)b(x).
2) Die sogenannte Riccati-Differentialgleichung
Y = a(x)y+b(x)y* +c(x)

ist nicht in jedem Fall explizit l6sbar. Kennt man aber eine spezielle Losung y,,, dann kann
man die allgemeine Lésung berechnen. Dazu formt man die Riccati-Differentialgleichung
mit Hilfe der Substitution

1
“0) =S =5

um zu einer inhomogenen linearen Differentialgleichung der Form

u' = —(a(x) +2b(x)y,(x))u—b(x).
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Definition Sei n € N, I C R ein offenes Intervall, K =R oder K = C, a, € K\{0} und
ao, ..., a,_1,b : I — K stetige Funktionen.
Die Differentialgleichung
- 4" dn—l d B

Ly := Y +a,_1(x) e +-4a; (x)ay + ao(x)y = b(x)
heiBt explizite lineare gewdhnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung.
Sind ay, ...,a,_1 konstant, dann nennt man die Gleichung eine lineare gewéhnliche Differen-
tialgleichung n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten.
Ist b(x) = 0 fiir alle x € I, dann nennt man die lineare Differentialgleichung homogen,
anderenfalls inhomogen.

Bemerkung

Fiir jedes reelle oder komplexe Polynom P(4) = ¥ a;A* vom Grad n > 1 und jede stetige
k=0

Funktion b : I — KK, wobei I C R ein offenes Intervall ist, ist P(:2)y = b(x) mit P(£) =
1t k 0
Y ak%, wobei % = 1 sei, eine lineare gewdhnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung

k=0
mit konstanten Koeffizienten.
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Satz 23.3 Mit den Bezeichnungen der obigen Definition ist L : C"(I) — C°(I), y — Ly eine
K-lineare Abbildung und die Menge aller Lésungen der homogenen linearen Differentialglei-
chung Ly = 0 ein K-Vektorraum.

Definition

Jede Basis des K-Vektorraums aller Losungen der homogenen linearen Differentialgleichung
Ly = 0 heiBt ein Fundamentalsystem von Ly = 0.

Ist K = R, dann spricht man von reellen Fundamentalsystemen, ist K = C, dann spricht
man von komplexen Fundamentalsystemen.

Bemerkung

Jede Losung von Ly = 0 lasst sich auf genau eine Weise als Linearkombination von Elemen-
ten eines Fundamentalsystems von Ly = O darstellen.
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Hilfssatz 23.4

a) Seik € N, A € C und I C R ein offenes Intervall. Dann gilt fiir jede Funktion f :1 — C,
die k-mal differenzierbar auf I ist

d ¢ Ax dkf Ax
(E —A) (f(x)e ) = (@)
b) Fiir jedes reelle oder komplexe Polynom P und jedes A € C gilt
d
P ( ) e* = P(L)et".

dx

A

Ist insbesondere A eine Nullstelle von P, dann ist y(x) = e** eine Lésung von P (%) y=0.

c) Sei P ein reelles oder komplexes Polynom und A € C mit P(A) # 0. Fiir jedes reelle oder
komplexe Polynom g vom Grad k gilt

d

e P () (40t = e

wobei h ebenfalls ein reelles oder komplexes Polynom vom Grad k ist.
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Satz 23.5 Sei P(A) = i aiA* ein reelles oder komplexes Polynom vom Gradn>1, {;:
k=0
1 < j<r} die Menge der Nullstellen von P und k; die Vielfachheit der Nullstellen kj, d.h.,

es sei P(A) = a, f[ (A —A))%. Dann gilt:

j=1
a) Die Funktionen
Vim(x) :i=x"eM 1< j<r0<m<kj—1,
bilden ein Fundamentalsystem von der Differentialgleichung P( )y 0.

b) Ist P ein reelles Polynom. Ersetzt man fiir jedes Paar zueinander konjugierter nicht reeller
Nullstellen (L = ot +if3, [t = o« —if3) von P mit der zugehérigen Vielfachheit k; von p
(und von ) die Funktionen x"et*, x"e!*, 0 <m < ky, aus dem Fundamentalsystem aus
a) durch die Funktionen

x"e* cos(Bx), x"e*sin(Bx), 0<m<k,,
dann erhalt man ein reelles Fundamentalsystem von P( )y 0.

c) Sei xo € R und seien yy,...,y,—1 € C. Dann besitzt das Anfangswertproblem
P(5)y=0
k
ﬁy(xo) =y k=0,...,n—1
genau eine Lésung y : R — C. Ist P reell und sind yy,...,v,—1 € R, dann ist y reellwertig.
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Satz 23.6 Sei P(A) = f a;A* ein reelles oder komplexes Polynom vom Grad n > 1. Dann
gilt =
a)lst u € C und P(u) #0, dann ist

Vp(x) i= prgret

P(p)
eine spezielle Lésung der inhomogenen Differentialgleichung

P (%) y = e,
b) Ist w € C mit P(u) # 0 und f ein reelles oder komplexes Polynom vom Grad m, dann
besitzt die Differentialgleichung
P(5)y=flx)et
eine spezielle Lésung der Form
yp(x) = g(x)et,
wobei g ebenfalls ein reelles oder komplexes Polynom vom Grad m ist.
c) Ist u € C eine k-fache Nullstelle von P und f ein reelles oder komplexes Polynom vom
Grad m > 0, dann besitzt die Differentialgleichung
P(f)y = f(x)et
eine spezielle Lésung der Form
yp(x) = x*h(x)et,
wobei h ein reelles oder komplexes Polynom vom Grad m ist.
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Satz 23.7

a) Ist ynom die allgemeine Lésung der homogenen linearen gewéhnlichen Differentialgleichung
Ly =0 und y, eine spezielle Lésung der inhomogenen Gleichung Ly = b, dann ist

Yinh = Yhom +yp
die allgemeine Losung von Ly = b.

b) Sind y,., i =1,2, jeweils spezielle Lésungen von Ly = b; und ., 3 € C, dann ist oy, +
By, eine spezielle Losung von Ly = atb; + Bb;.

Bemerkung

Fiir eine lineare gewohnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung, bei der nicht alle Koeffizi-
enten konstant sind, gibt es, wenn n > 2 ist, im Allgemeinen keine explizite Losungsformel.
Ist allerdings bei einer expliziten homogenen linearen gewohnlichen Differentialgleichung

zweiter Ordnung
Y'+a(x)y +b(x)y=0

eine Losung y; bekannt (zum Beispiel durch Raten oder mit Hilfe eines Potenzreihenansatzes
gefunden), dann erhilt man auf jedem offenen Intervall, auf dem y;(x) # O gilt, eine zweite,
von y; linear unabhangige Losung y, und somit ein Fundamentalsystem.
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y, ist von der Form

y2(x) = u(x)y1(x),

wobei u eine nicht-konstante Losung der Gleichung

/
(I/t/)/—|— (zyl(x) —|—CI(X))M/ — 0
y1(x)

ist, welche mit Hilfe von Satz 23.1 bestimmt werden kann. Entsprechend erhilt man
bei Kenntnis einer Losung y; einer expliziten homogenen linearen gewdhnlichen Differen-
tialgleichung n-ter Ordnung mit n > 2 auf jedem offenen Intervall, auf dem y;(x) # 0O
ist, mittels des Ansatzes y,(x) = u(x)y;(x) eine explizite homogene lineare gewdhnliche
Differentialgleichung (n — 1)-ter Ordnung fiir u’. Fiir jede Lésung u’ = 0 ist dann y, = uy;
eine von y; linear unabhingige Losung der Gleichung n-ter Ordnung.
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Definition Sei I C R ein offenes Intervall n € N, K =R oder K = C und

(bl(x)\

AT — K™ x—A(x) = (a;j(x))ij=1..n sowieb: I — K", x— b(x) =

\bn .(x) )

stetig (d.h., alle Funktionen a;;,b; seien stetig). Dann heift
Y =A(x)y+b(x)

ein System expliziter linearer gewdhnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung.
Sind alle a;; konstant, dann nennt man das System ein System mit konstanten Koeffizienten.
Sind alle bj = 0 auf I, dann nennt man das System homogen, anderenfalls inhomogen.

Bemerkung

Satz 23.3 und die Definition eines Fundamentalsystems iibertragen sich sinngemaB auf den
Fall von linearen Systemen.
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(3 0 ... 0)

Satz 23.8 a) Sei A = O _%2 O mit Ay, ..., A, € K. Dann bilden die
\0 ... 0 2/
vektorwertigen Funktionen

oy o) (o)

0 M 5

) 0 ) S

s s 0
\o/) \o) (&)

ein Fundamentalsystem von y' = Ay.

b) SeiA € K"" und § € GL(n,K). Dann ist y: R — K" genau dann eine Lésung von

Y = Ay
wenn die Funktion S~y : R — K" eine Lésung von
¥ =(STAS)y

Ist.
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Korollar 23.9 a) Existiert eine Basis ay,...,a, von K" aus Eigenvektoren der Matrix A €

K™ zu den jeweiligen Eigenwerten A;,i = 1,....n, dann bilden die (vektorwertigen)
Funktionen

A

yi:R—=>K"  yi(x) =e"a;, i=1,...n,

ein Fundamentalsystem von
Y =Ay
und fiir alle xo € R und yy € K" besitzt das Anfangswertproblem
{ Y =4y,
y(X0) = Yo,

genau eine Loésung y : R — K”.
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b) Ist die Matrix A aus a) reellwertig und ersetzt man fiir jedes Paar u = ax +iff, t =
o —if3) nicht reeller Eigenwerte von A mit der zugehdrigen Vielfachheit &, von p (und
von 1) die Funktionen

eay,;, e"ag,, i=1,..ky,
aus dem Fundamentalsystem aus a) durch die Funktionen
Re(e"*ay i), Im(e*ay,), i=1,...ky,
dann erhalt man ein reelles Fundamentalsystem von
Y = Ay
und fiir alle xp € R und yo € R" ist die Lésung des Anfangswertproblems
{ Y =Ay,
y(x0) = Yo,

reellwertig.
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Satz 23.10 Sei E, die Einheitsmatrix in K"*" und N, € K"*" mit

(01 0 ...0)
O 0 1 --.:
N,=1|: . . . 0| und L €K,

\O ... o 0/

Dann bilden

1\ (x\ (%) [t

1 n—?2
1 X =
: 0 1
elx 7 elx 7 elx A elx

o/ \oJ  \o \
ein Fundamentalsystem von

Y = (AE,+N,)y
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und fiir alle xo € R und yy € K" besitzt das Anfangswertproblem
{ Y = (AE,+No)y,
y(X0) = Yo,

genau eine Losung y : R — K",

Bemerkung
Da AE,+ N, ein Jordan-Block ist und nach Satz 12.22 jede Matrix A € K™*" 3hnlich zu

einer Matrix ist, die aus Jordan-Blocken aufgebaut ist, kann man mit Hilfe von Satz 23.10
und Satz 23.8 a), b) ein Fundamentalsystem von
y' = Ay

konstruieren und fiir das Anfangswertproblem

{ Y = Ay,

y(X0) = Yo,

mit xo € R, yo € K™ die eindeutige Lésung bestimmen.

Ist A reell, dann kann man auf analoge Weise wie in Korollar 23.9 aus einem komplexen
Fundamentalsystem ein reelles konstruieren.

Ist A reell und yo € R™, dann ist die Losung des obigen Anfangswertproblems ebenfalls reell.
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Bemerkung

Alternativ zu der oben vorgestellten Vorgehensweise zur Losung von Differentialgleichungs-
systemen der Form y = Ay mit A € K" kann man Folgendes machen. Man fiihrt die
sogenannte Matrixexponentialfunktion

ein, wobei A’ = E,, ist und folgender Konvergenzbegriff fiir Matrizen zugrundegelegt wird:

k—>o0 o ksoo
(Mpij)ij=1,...n =(mjj)i j=1,...n

Dann kann man durch Verallgemeinerung der Argumentationen aus den entsprechen-
den Beweisen der reellen und komplexen Exponentialfunktion zeigen, dass e? fiir alle
Matrizen A € K**" konvergiert und

y(x) =My, xeR
die eindeutige Losung von
{ Y = Ay,
y(x0) = Yo,

ist. Aus diesem Resultat kann man auBerdem samtliche Aussagen aus 23.8 —23.10 herleiten.
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Satz 23.11 Sei I C R ein offenes Intervall und seien A : I — K"*" b : I — K" stetige Abbil-
dungen. Wir bezeichnen mit Ly den Vektorraum aller Losungen @ : I — K des homogenen
Differentialgleichungssystems y' = A(x)y und mit L; die Menge aller Lésungen v : [ — K"
des inhomogenen Differentialgleichungssystems y' = A(x)y + b(x). Dann gilt fiir beliebiges

Yo € Ly:
Li=vyo+Ly.

Satz 23.12 (Variation der Konstanten) Mit den Bezeichungen von Satz 23.11 gilt: Sei
{o1(x),...,0,(x)} ein Fundamentalsystem des homogenen Differentialgleichungssystems

y' = A(x)y und
D(x) := (@1(x); -+, @alx))

eine Fundamentalmatrix. Dann erhalt man eine Lésung v : I — K" des inhomogenen Diffe-
rentialgleichungssystems y' = A(x)y+ b(x) durch den Ansatz

y(x) = P(x)u(x),
wobei u : I — K" eine differenzierbare Funktion mit ®(x)u'(x) = b(x) ist, d.h., es gilt

u(x) = / (@) 'b(1)di+C, CeK"

X0

Hierbei wird die vektorwertige Funktion ®~'b komponentenweise integriert.
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24 Existenz und Eindeutigkeit von Losungen gewdhnlicher Differentialglei-
chungen

Satz 24.1 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindel6f) Sei R x R" D
D — R, (x,y) — f(x,y) eine Funktion mit den folgenden Eigenschaften:

1. f ist stetig auf B := [xo —a,xo+a] x {y € R™: |y —yo| < b}, wobei xo € R, a,b € R*
und yo € R™ sind.

2. f ist auf B Lipschitz-stetig beziiglich y, d. h.
AL >0 V(x,y), (x,9) € B: |f(x,y) = f(x,9)| < Lly—7|.

Dann besitzt das Anfangswertproblem

Y =fxy)

y(xX0) = Yo
genau eine Lésung y € C'([xg — h,xo + h], Rm), wobei h = min{a,2,5>-} mit M =
(m?x £ (x,y)| ist (fir L=0 bzw. M =0 sei 5- = o0 bzw. 2 = o0), und es gilt
x,y)€EB

y([xo—h,xo+h]) C{yeR":|y—yo| < b}.
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Bemerkung.

Ist f:RXR"DD—R, (x,y)— f(x,y) eine Funktion, fiir welche die partiellen Ableitungen
o [0 f,.... 0, f (wobei y = (y1,...,Ym) sei) auf ganz D existieren und dort stetig sind,
dann ist f auf jeder Menge BC D mit B= [xo—a,xo+a| x {y e R": |y—yo| < b}, xo € R,
a,b € R, yo € R™ Lipschitz-stetig beziiglich y mit L < sup |d, f(x,y)|, was aus dem

(x.y)EB
i=1,....m

Mittelwertsatz der Differentialrechnung folgt.

Bemerkung.

Hat eine Funktion f alle Eigenschaften aus Satz 24.1 auBer der Lipschitz-Stetigkeit, dann
besitzt das Anfangswertproblem aus Satz 24.1 trotzdem eine Lésung y € C!([xg — h,xo +
h],R™) mit h =min{a, 2} und y([xo —h,xo+h]) C {y € R™: |y —yo| < b}. (Dies ist der
Existenzsatz von Peano.) Es kann aber in diesem Fall mehrere Lésungen geben.
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Korollar 24.2 Sei I C R ein Intervall m e N, K=R oder K=C und A : 1 — K™, b
I — K™ stetig. Dann besitzt das lineare Anfangswertproblem

Y =A(x)y+b(x)
y(x0) = Yo
fiir alle xo € I und alle yo € K™ genau eine Lésung y € C' (I, K™).

Bemerkung.
Man beachte, dass im Gegensatz zum allgemeinen Fall von Satz 24.1 im linearen Fall von
Korollar 24.2 die Losung y auf ganz I existiert.
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Korollar 24.3 Sei A : [ — K™ wie in Korollar 24.2 und Ly der K-Vektorraum aller
Losungen der homogenen linearen Differentialgleichung

Y =A(x)y.

Dann ist dim Ly = m und fiir jede m-elementige Menge

( )

Y11 Yml1
Y1 = : yeees Y1l — : >gLH

\ Yml Ymm )

N\

..... m Ist dquivalent:
(i) y1,...,ym sind linear unabhingig in Ly.

(if) Ixo € I : y1(x0), - .., Ym(x0) sind linear unabhingig in K™.

(iii) ¥xo € I : y1(x0),---,Ym(x0) sind linear unabhangig in K™.

(iv) {y1,...,ym} ist ein Fundamentalsystem von y' = A(x)y.

(v) dxp € 1:W(xp) :=detP(xp) # 0.

(vi) Vxg € 1: W (xp) := det P(xg) # 0.

(vii) @ ist eine Fundamentalmatrix von y' = A(x)y.

Bezeichnung: W (xo) heiBt Wronski-Determinante.
322



Satz 24.4 y ist genau dann Lésung der gewbhnlichen Differentialgleichung n-ter Ordnung
(n) f(x7y7y/7°'°7y(n_1))

[y )

/
wenn y Lésung des Systems von n gewdhnlichen Differentialgleichungen erster Ord-
V)
nung
Yo =1
Y1 =¥
o

Vo 1= (90,15 s Yn_1)

ISt.
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Korollar 24.5 Sei f: RxR" DO D — R, (x,Y) = (x,%,y1,---,Yu1) — f(x,Y) =
fx,y,y1,-..,Yn—1) eine Funktion, die auf B := [xo —a,ap+a] x {Y e R" : |[Y — Yy| < b}
mit xo € R, a,b € R™ und Y, € R" stetig und Lipschitz-stetig beziiglich Y ist. Dann existiert
ein h > 0, so dass das Anfangswertpoblem

y(n> — f('x7y7y/7 ¢ 7y(n_1>)
y(x0) = Yo
Y (x0) = ()o

Y U (x) = ")

genau eine Lésung y € C™([xo — h,xo +h],R) fiir alle (yo, ()0, ..., (")) € R" besitzt.
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Korollar 24.6 Sei I C R ein Intervall, n € N, K=R oder K=C, a, € K\ {0} und seien

ao, . ..,a,-1,b : 1 — K stetige Funktionen. Dann besitzt das lineare Anfangswertpoblem n-ter
Ordnung
I;)ak(x)ﬁ y:b(x), WY()CO) Yk k=0,...,n—1

fir alle xo € I und alle yy,...,y,—1 € K genau eine Lésung y € C"(I,K). Fiir den K-
Vektorraum Ly aller Lésungen der homogenen Differentialgleichung

n k
<Z<>j> y=0

gilt dim Ly = n und jede n-elementige Menge { ¢, ..., @,} C Ly ist genau dann ein Funda-

mentalsystem der homogenen Gleichung wenn fiir ein und damit fiir alle x € I die Wronski-
determinante

[ o) o®) .. o)
W (x) := det ¢l b)) e

n—1 n—1 n—1
Lo @) o V) el V()
von Null verschieden ist.
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Satz 24.7 Sei f wie in 24.1 und seien y;, i = 1,2, die eindeutigen Ldsungen von
y; — f(xayi)
yi(x0) = Yio-
Dann gilt
Vx € [xo—h,xo+h] : |y1(x) = y2(x)] < €00y =y -

Bemerkung
Fiir f(x,y) = Ly gilt "=" in der Abschatzung aus Satz 24.7. Fiir manche Funktionen da-

gegen, wie zum Beispiel f(x,y) = (1 +x%)" 'y, ist die Abschitzung eher grob und kann
verfeinert werden.
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Definition Sei (X,d) ein metrischer Raum, A,M,0 C X, xy € X und € > 0.

a) Be(xg) :={x € X : d(x,x9) < €} heiBt offene e-Kugel um x. Ist X ein normierter Raum,
dann kann in dieser Definition d(x,x) durch ||x — xo|| ersetzt werden.

b) & heiBt offen, falls
Vxe 0 : 3¢ >0 : Be(x) C O
c) A heiBt abgeschlossen, falls X\A offen ist.

d) M= {xeM : e >0 : B.(x) C M} heiBt das Innere von M.

e) M := X\ (X\M) heiBt Abschluss von M.
f) OM := M\ M heiBt Rand von M.

Definition Eine Folge (x,)nen in (X,d) heiBt konvergent gegen x € X fiir n — oo (Kurz-
schreibweise: x, — x fiir n — oo oder auch lim,_...x, = x), falls

lim d(x,,x) =0,

n—-oo
also falls
Ve >0dn, e NVn > n, : d(x,,x) < €.
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Bemerkung
Der Grenzwert einer Folge (x,).cn ist eindeutig bestimmt.

Bemerkungen

1) In (R[] -|l2) gilt

Xy 5 X = Z((x”)l — X;)? S 0
i=1
— Vie{l,....m} : (x,); LN X;.
Dies ist der bereits bekannte Konvergenzbegriff in R,
2) Sei X =CY([0,1]), d(x,y) = maxg<;<; |x(t) — y(¢)|. Dann gilt
Xy 2 x <= max |x,(1) —x(t)] =0
0<r<I

< Ve>0dn, € NVn>n.: max |x,(t) —x(t)| < €

0<t<l
< Ve>03dn. e NVn>ng: Ve e |0,1]: |x,(¢) —x(2)] < €.

Dies ist genau die gleichmaBige Konvergenz.
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3) Sei X = C°([0,1]), d(x,y) = (fol x(2) —y(2)|? dt)ﬁ,l < p < oo. Dann gilt

n—soo I P n—s00
Xy ——> X <> ( X, (2) —x(t)\pdt) — 0
0

1
Ve > 0n, € NVn > n, - / (1) — x(2)[Pde < €.
0

Dies nennt man auch Konvergenz im p-ten Mittel.

Satz 24.8 Sei (X, || ||) ein normierter Raum, (x,)nen, (Vn)nen C X, (0)neny C K mit x, —
X, Y, —y und o, — & flir n — oo. Dann gilt

Ol Xy + Vi H—"% ox +y.

Satz 24.9 Sei (X,d) ein metrischer Raum, M C X. Dann gilt
M= {xeX : Ix)penCM: x, — x}.
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Definition Eine Folge (x,),en in einem metrischen Raum (X ,d) heiBt Cauchy-Folge, wenn

Ve >03dn, e NVn,m > ne : d(x,,x,) < €.

Satz 24.10 Jede konvergente Folge in einem metrischen Raum (X,d) ist eine Cauchy-
Folge.

Die Umkehrung gilt nicht immer.

Definition Ein metrischer Raum heiBt vollstandig, wenn jede Cauchy-Folge in X gegen ein

Element von X konvergiert. Ein vollstandiger metrischer Raum heiBt auch Fréchet-Raum. Ein
vollstandiger normierter Raum heiBt auch Banachraum. Ein vollstindiger Skalarproduktraum
heist auch Hilbertraum.
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Bemerkungen
1) (R",]]-||,) ist ein Banachraum und fiir p=2 auch ein Hilbertraum.

2) (Q,]-|) ist nicht vollstindig. Gegenbeispiel: (x,)y C Q mit lim,_,.. = v/2, z.B. x, = die
Dezimaldarstellung von V/2 bis zur n-ten Stelle.

3) C°([a,b]) mit ||x|| := sup,,, |x(¢)] ist ein Banachraum. Das folgt aus der Vollstindig-
keit von R und aus der Tatsache, dass der gleichmaBige Limes von stetigen Funktionen
wieder eine stetige Funktion ist.

<=

4) C%([a, b)) mit ||x|| := ( Ik |x(t)\1’dt) st nicht vollstindig. Gegenbeispiel: (x,)nery C
C°([0,1]) mit

1
_ 1
X (1) 1= 4 ’11, p=2,0<06<5

ist eine nicht konvergente Cauchy-Folge.
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Satz 24.11 Sei (X,d) ein vollstindiger metrischer Raum und A eine nichtleere Teilmenge
von X. Dann ist dquivalent:

(i) (A,d) ist ein vollstandiger metrischer Raum.

(ii) A ist eine abgeschlossene Teilmenge von X .

Definition Seien (X,dx),(Y,dy) metrische Riume. Eine Abbildung T : X — Y heiBt
stetig in xo € X, wenn V€ > 030 = 6(&,x0) > 0, sodass dy (T (x),T (x0)) < € fiir allex € X
mit dyx (x,x9) < O gilt. T heiBt stetig in M C X, falls T stetig in jedem x € M ist.

Satz 24.12 Fiir T : (X,dx) — (Y,dy) sind dquivalent:
(i) T ist stetig fiir alle x € X .

(ii) T ist folgenstetig fiir alle x € X, d.h., x, — x impliziert T (x,) — T (x).
Bemerkung

Mit Hilfe des Konvergenzbegriffes in metrischen Raumen kann man auch die Begriffe der
Differenzierbarkeit und der Integrierbarkeit fiir Banachraum-wertige Abbildungen verallge-
meinern. Fiir Details sei auf die Literatur iiber Funktionalanalysis verwiesen.
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Satz 24.13 (Banachscher Fixpunktsatz) Sei (X,d) ein vollstandiger metrischer Raum
und F : X — X eine Kontraktion, d.h.

dxk € (0,)Vx,ye X : d(F(x),F(y)) < xd(x,y).
Dann besitzt F einen eindeutigen Fixpunkt x*, d.h. x* = F(x*).

Mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes konnen wir den Satz von Picard-Lindelof bewei-
sen.
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Bemerkungen
1) Die Picard-lteration kann nicht nur abstrakt fiir Beweise genutzt werden, sondern auch

konkret verwendet werden zur naherungsweisen Berechnung von Losungen gewohnlicher
Differentialgleichungen, sowohl mit als auch ohne Einsatz von Computern. In der Praxis
sind allerdings haufig andere Verfahren besser geeignet. Das einfachste Beispiel fiir ein
solches Verfahren ist das sogenannte explizite Euler-Verfahren (Polygonzugverfahren).
Bei diesem Verfahren wahlt man zur naherungsweisen Berechnung von

) =0+ [ Flex(s)ds

eine Zerlegung xo < x1 < ... < x, = X9+ h von [xo,xo -+ h| und berechnet

y(x0) == Yo,
y(x1) = y(xo) + (x1 —x0).f (x0,¥(x0)) ;
y(x2) = y(x1) + (2 = x1) f(x1,y(x1)),

y(xo+h) = y(x,—1) + (xo+h—x—1) f(Xn—1,Y(Xn—1))

und dann

Yo+ O (1 —x)) = () + (1) — y(x))

fir ¥ €]0,1[und k=0, ...,n— 1. Entsprechendes macht man fiir das Intervall [xo— &, xq.
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Das explizite Euler-Verfahren kann auch abstrakt fiir Beweise genutzt werden, beispiels-
weise fiir den Beweis des Existenzsatzes von Peano.

Fiir weitere Naherungsverfahren, zum Beispiel das implizite Eulerverfahren, das Runge-
Kutta-Verfahren oder das Crank-Nicolson-Verfahren, deren Genauigkeit, deren Vor- und
Nachteile sowie deren Verwendungsmoglichkeiten sei auf die Literatur iiber numerische
Mathematik verwiesen.

2) In manchen Fallen ist es sinnvoller, anstelle einer expliziten oder einer ndherungsweisen
Berechnung von Losungen gewohnlicher Differentialgleichungen lieber Aussagen iiber
qualitative Eigenschaften der Losungen (zum Beispiel Konvergenzverhalten, Periodizitit,
...) herzuleiten. Fiir ndhere Details sei auf die Literatur iiber dynamische Systeme ver-
wiesen.

3) Die in diesem Abschnitt diskutierten Resultate und Methoden lassen sich zum Teil auch
auf partielle Differentialgleichungen iibertragen. Fiir ndhere Details sei auf die Literatur
liber partielle Differentialgleichungen verwiesen.
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