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1 Was ist und was soll dieses Arbeitsmaterial?

Hier soll das Lésen von Aufgaben und insbesondere das Darstellen von Ldsungen thematisiert werden. Unser
Ziel ist dabei also zweifach zu sehen. Einerseits interessieren wir uns flir Strategien mit denen wir Losungen
problembehafteter Aufgaben finden kénnen. Dies allein reicht aber nicht, um andere von der eigenen Ldsung zu
tiberzeugen. Hier bedarf es einer Darstellungsform, die neben den Ergebnissen insbesondere einen Ldsungsweg
und seine logische Struktur wiedergibt.

1.1 Aufgaben, theoretisch betrachtet

Jede Aufgabe enthilt Informationen {iber ihre StartgroRen und ihre ZielgrélRe. Eine Aufgabe zu 16sen heilt, auf
irgendeine Weise irgendeinen (logisch konsistenten und mit bekannten Aussagen begriindbaren) Weg von ihren
Startgrolen zu ihrer ZielgroRe zu finden. Dieser Weg fiihrt oft iiber Teilziele, die mit Hilfe von Hilfsmitteln
erreicht werden.

Losungen einer Aufgabe kdnnen damit (zumindes prinzipiell) in Form eines Losungsgraphen festgehalten
werden. Dargestellt sind dabei die StartgroBen S;, die Teilziele T; und die ZielgroBe Z als Knoten, die genutzten
Hilfsmittel und logischen Argumente als Kanten und Verkniinpfungen. Schematisch kdnnte das also wie folgt

aussehen:

Hilfsmittel 1 Teilziel 1

Hilfsmittel 4

Hilfsmittel 3
Teilziel 5

Hilfsmittel 3

Teilziel o

Hilfsmittel 2

Allerdings wird das fiir praktische Losungsdarstellungen relativ schnell unhandlich. Es stellt sich die Frage, wie
man Losungen findet und wie man diese dann mdglichst gut darstellt. Das ist nicht nur Selbstzweck — Darstellen
dient insbesondere dem eigenen Verstehen.

1.2 Aufgabentypen

Wir unterscheiden zwischen zwei Grundtypen, den Beweisaufgaben und den Bestimmungsaufgaben. Diese
unterscheiden sich in der Art der Start- und ZielgréRBen. Bei Bestimmungsaufgaben suchen wir in der Regel nach
Zahlen oder geometrischen Figuren, die gewisse Eigenschaften besitzen. Bei Beweisaufgaben suchen wir nach
logischen Schliissen, welche gegebene Aussagen mit einer zu folgernden Aussage in Beziehung setzen.
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Startgrélien Ziel Teilziele Hilfsmittel
Bestimmungsaufgaben
Rechenaufgaben Ausdruck Zahl — Rechenregeln
Gleichungslosen Gleichungen Losungsmenge Gleichungen Rechenregeln zum
Umformen
Konstruktionsaufgaben | Punkte, Geraden | Punkte, Geraden | Punkte, Geraden | geometrische
oder Kreise oder Kreise oder Kreise Ortsaussagen
Kombinatorik Charakterisierung | Elementanzahl Anzahlen von | Umformulierungen
einer Menge Hilfsobjekten
Beweisaufgaben
Voraussetzungen Behauptung Hilfsaussagen Axiome, Sitze

Beweisaufgaben wirken dabei auf den ersten Blick abstrakter, sind aber bei genauem Nachdenken einfacher als
Bestimmungsaufgaben. Bestimmungsaufgaben enthalten oft mehrere zu fiilhrende Beweise. Das wollen wir uns
im Weiteren genauer anschauen.

1.3 Was zeichnet eine gute Aufgabe aus?

Das ist sicher individuell, aber einige allgemeine Eigenschaften haben gute Aufgaben gemeinsam. Gute Aufgaben
sollten Lust auf mehr machen. Aber wie geht das? Und, sie sollten anregen, Anderen von der eigenen Lésung zu
erzahlen. Hier ein Beispiel, die Aufgabe ist alt und stammt aus der Antike:

Da Josephus auch in der bedrangtesten Lage seine Geistesgegenwart nie verlor, so wollte er jetzt im Vertrauen
auf den Schutz Gottes im eigentlichen Sinne ein Spiel um sein Leben wagen und machte folgenden Vorschlag:
,Weil es nun einmal beschlossene Sache ist, dass wir jetzt sterben, wohlan, so werden wir das Los entscheiden
lassen, wer jedesmal Opfer und Henker sein soll. Derjenige ndmlich, welcher zuerst vom Lose betroffen wird,
soll immer von dem, der nach ihm herausgelost wird, niedergestoBen werden. So werden dann alle und zwar
nur nach des Schicksals Fiigung an die Reihe kommen, und wird niemand die Gewalt (liber sein Leben in der
eigenen Hand haben, da es nicht in der Ordnung wére, wenn ein und der andere nach dem Hingang seiner
Gefahrten am Ende seinen Entschluss wieder bereuen und am Leben bleiben wiirde.” Diese Worte fanden das
vollste Vertrauen und die vollste Zustimmung bei den Genossen, mit denen nun auch Josephus losen musste.
Der erste, den jeweilig das Los traf, stellte sich immer willig dem Schwerte des nach ihm herausgelosten
Gefihrten: wusste er ja doch, dass auch sein Feldherr gleich darauf sterben werde, mit dem zu sterben ihm
siiBer war, als begnadigt zu werden. So blieb nur mehr Josephus mit einem zweiten iibrig — ob man es nun
als Zufall oder als Fiigung Gottes zu bezeichnen hat. Da Josephus aber ebensowenig Lust spiirte, ein Opfer
des Todesloses zu werden, als, im Falle er das letzte Los z6ge, seine Hand in das Blut eines Volksgenossen zu
tauchen, so brachte er, um beides zu verhindern, den letzteren dahin, dass er die zugesicherte Gnade wirklich
annahm. (Josephus Flavius: Der jiidische Krieg. Buch Il Kapitel 8.7)

Um die Aufgabe zu prizisieren und klarzustellen: Wir lassen Josephus und die weiteren 39 Personen
sich im Kreis aufstellen. Dabei ist eine erste Position und Richtung festgelegt. Reihum wird jeder
Dritte sterben, dies wird fortgesetzt bis nur die letzten beiden am Leben bleiben. Die Frage ist nun,
an welche Stelle muss sich Josephus stellen um vorletzter zu sein, an welche sein Komplize?

Aus der Sicht des Aufgabenstellers sollten gute Aufgaben beim Lernen helfen. Hier ist einfacher zu erklaren,
wie das funktioniert. Der Trick beim Aufgabenlésen besteht nicht im Finden der richtigen Antwort. Er besteht im
Finden eines Lésungsweges. Da es dazu keine Kochrezepte oder besser keine zwingend zielfiihrenden Algorithmen
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gibt und das Warten auf Eingebung mitunter lang dauert, miissen wir dazu unsere Intuition trainieren und
moglichst viele Losungsansatze ausprobieren. Dabei hilft es, wenn man schnell sieht, was ein Irrweg ist und was zum
Ziel fiihren kdnnte. Aufgabenldsen trainiert also Fahigkeiten. Es hilft ebenso, sich statt dem Ziel vorerst kleinere
Teilziele zu suchen. Kreativitat ist dabei gefragt, ebenso aber logisches Denken und korrektes Argumentieren.

2 Heuristische Prinzipien

Zum Losen (problemhafter) Aufgaben gibt es Strategien. Wir werden diese hier nur kurz zusammentragen; das
Anwenden heuristischer Prinzipien liefert nicht zwingend eine Ldsung sondern bestenfalls Ideen, welche zur Er-
stellung einer Lésung nutzbar sind. Die nachfolgende Liste ist nicht vollstindig, wir werden spater bei einzelnen
Aufgabentypen auf Strategien zuriickkommen und diese auch erweitern.

2.1 Man muss Aufgaben verstehen, um sie zu l6sen

Auch wenn es eine Selbstverstindlichkeit sein sollte: das erste der heuristischen Prinzipien ist, die Aufgabe zu
verstehen. Die folgenden Fragen sollten dabei helfen:

e Sind alle vorkommenden Begriffe klar?

Ist eine Veranschaulichung mdglich? (Skizze, Tabelle, .. .)

Was sind Start- und ZielgroRen der Aufgabe?

Kann man Bezeichnungen einfiihren, um Start- und ZielgroBen iibersichtlicher festhalten zu kénnen?

Wurden dhnliche Aufgaben schon vorher erfolgreich gelést?

2.2 Vorwartsarbeiten

Beginne bei den StartgroRen und iiberlege, welche potentiellen Teilziele davon erreicht werden kdnnen. Gibt es
Hilfsmittel (Formeln, Satze, ...), in denen die StartgroRen vorkommen?

2.3 Riuckwartsarbeiten

Finde HilfsgroRBen, welche es erlauben die ZielgroBe zu bestimmen. Gibt es Hilfsmittel, in denen die ZielgrolRen
vorkommen?

2.4 Spezialisieren

Gerade bei Beweisaufgaben ist es oft sinnvoll, statt der Aussage selbst zuerst einige Spezialfille der Aussage
zu betrachten. Diese haben oft einfachere Beweise, dabei genutzte Beweisstrategien kénnen eventuell auf die
allgemeine Situation {ibertragen werden.

2.5 Fallunterscheidungen

Kann man Spezialfille besser behandeln, so bietet sich oft eine Fallunterscheidung an. Decken alle behandelbaren
Spezialfille die Gesamtsituation ab, so haben wir das Problem geldst. Bei Fallunterscheidungen ist deutlich zu
machen, dass wirklich alle Fille abgedeckt sind. Dies bedarf mitunter eines Beweises.
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2.6 Verallgemeinern und Abstrahieren

Kann man die Aufgabe in ein allgemeineres Problem einbetten und das allgemeinere Problem |6sen? Das mag
nach einem Umweg klingen, allerdings liefert Abstraktion mit der damit verbundenen Vereinfachung der Sprache
oft Hinweise auf effektive Losungswege. Durch Abstrahieren kann man iiberfliissige Informationen und ablenkende
Details aus der Aufgabe entfernen.

2.7 Kenntnisse erweitern

Sind Aufgaben trotz aller Anstrengungen nicht I6sbar, so fehlen mitunter Kenntnisse und damit notwendige
Hilfsmittel. Anregungen findet man in einschlagiger Literatur.

3 Bestimmungsaufgaben

Wir werden anhand verschiedener Aufgabentypen herausarbeiten, wie Losungen gefunden und wie diese dann
dargestellt werden. Finden und Darstellen sind zwei verschiedene Aspekte des Aufgabenldsens.

3.1 Logikratsel

Aussagenlogische Knobelaufgaben sind wohl die einzigen Aufgaben, deren Lésung man in Form eines Losungsgra-
phen iibersichtlich darstellen kann. Wir schreiben dazu die gegebenen Aussagen als StartgréBen, die abgeleiteten
Hilfsaussagen als Teilziele und erhalten dadurch eine Ubersicht iiber die logische Struktur. Als Beispiel betrachten
wird die folgende Aufgabe

Aufgabe: Der Kommissar hat drei Tatverdichtige: Paula, Quentin und Ralf. Er weiR:
1. Wenn sich Quentin oder Ralf als Tater herausstellen, ist Paula unschuldig.
2. Ist aber Paula oder Ralf unschuldig, dann muss Quentin ein Tater sein.

3. Ist Ralf schuldig, so ist Paula Mittaterin.

Wer ist schuldig? Wer ist unschuldig?

Eine mogliche Argumentationskette zur Losung der Aufgabe ist in folgendem L&sungsgraphen festgehalten.
Wir haben die Argumentationsschritte nicht explizit aufgefiihrt; hier wurden logische Schlussregeln angewandst.

Wir verwenden die Abkiirzungen P, Q und R jeweils fiir die Aussagen “Paula ist schuldig”, “Quentin ist schuldig”
und “Ralf ist schuldig”.

-
@ -
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Wir kénnen dies direkt in eine formal aufgeschriebene Lésung iibersetzen.

) QVR — —-P
) -PV-R—Q
) R—P

(7i1) = (iv) -P — -R
) QVR — R
) -R
) Q

Losungen miissen nicht komplett in Symbolen geschrieben werden, um formal korrekt zu sein.

Losung:
Wir vereimbaren fotgende Abkirzungen
P Taula ist schutdig
Q CQuentin ot schutdig
R Ratf ist schuldig
(i) QVR — -P, (ii) —-PV-R—Q, (iii) R—P
gelton. Aucsage (iii) ot dquivatent zu —P — —R wnd lefert mit (i) damit Q VR — —R. Damit kann
aber R nidht gelten, oo folgt atoo (iv:) ~R. Mit (i) ergibt sich daraus Q. Also ist Quentin der Later.

Das ist nicht die einzige korrekt dargestellte Lésung. Alternativ kann man die Aufgabe auch durch eine vollstandige
Fallunterscheidung |6sen. Wir betrachten wieder die Aussagen P, Q und R und untersuchen alle Wahrheitswert-
kombinationen separat.

&&MﬂP QWRG&M@MZM@WWWW me%iwm OJLMLMMMW

(4) (47) (441)
PQR|IQVR—--P|-PV-R—-Q|R—P
w| w | w f
wlw| f f
w| flw f
w| f|f f
flwlw f
flwl|f w w w
flflw /

Flrrlr f
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3.2 Losen von Gleichungen oder Gleichungssystemen

Die tibliche Strategie zum Losen von Gleichungen besteht darin, die Gleichung umzuformen bis entweder die
Losungen ablesbar oder bekannte Lésungsformeln anwendbar sind. Hier ist zu beachten, dass nicht alle Umfor-
mungen Aquivalenzumformungen sein miissen (und, gerade bei Wurzelgleichungen, auch nicht sein werden). Oft
helfen hier auch Fallunterscheidungen. Wir betrachten zwei Aufgaben. Zuerst sei

‘Lﬁgabe: Finde alle reellen Zahlen z, fiir die V22 +2 — z = V22 + 22 + 2 gilt. ‘

zu losen.

%mmmmwmmmmmmmmwxmm
mon, fir oim reobles © gilt die Gleichung. Damn folgi

Va2 +2 -2 = /222 + 42 +2

2% +2—22V/22 + 2+ 2% =227 + 4z + 2

— 2022 +2 =4

V2 12=-2 VvV z=0

224+2=4 Vv x=0

r=vV2 V z=—V2 Vv 2=0

qilt
V2=v0+240=v0+0+2=1+2,

r e

2$\/§=\/2+2$\/§#\/4i4\/§+2:\/6i4\/§
{xeR : Vaz+2—x=+222+4z+ 2} ={0}.

Es lohnt sich, die Lésung einmal genauer anzuschauen. Zuerst nehmen wir an, x sei Lésung und folgern daraus
weitere Eigenschaften von x bis hin zu moglichen Werten. Die Doppfelpfeile sind dabei egal, da einige der Pfeile
nur in eine Richtung gehen folgern wir nur aus “z ist Lésung”, dass “z = 0 oder z = ++/2" gilt. Die Probe ist die
fehlende umgekehrte Beweisrichtung. Aus der Annahme, = = 0 beziehungsweise x = 4+/2 wird gefolgert, dass
die Gleichung gilt (beziehungsweise nicht gilt).

Man hatte auch im vorvorletzten Umformschritt feststellen konnen, dass Wurzeln nichtnegativ sind und damit
keine weiteren Losungen auftreten konnen. Das héatte einen Fall der Probe erspart. Ebenso ist die erste Umformung
streng genommen eine Aquivalenz, da beide Seiten der Ausgangsgleichung im Losungsfall nichtnegativ waren.
Schreibt man dies als Begriindung zum ersten Schritt und ersetzt = durch <, so kann die nun liberfliissige
Probe entfallen und wir sind direkt nach Schritt drei fertig.

Als zweites Beispiel betrachten wir die Aufgabe:

Aufgabe: Finde alle reellen Zahlen z mit |z — 3|+ 1 = |2z + 1.
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Hier hilft eine Fallunterscheidung, um die stiickweise definierte Betragsfunktion
T, x>0,
|z =
—, z <0,

in einfachere Ausdriicke umzuformen. Wir geben nur eine mogliche korrekte Lésung an.

Losumng:
Wirr- wntorschoidon die $atle x < —1/2, =1/2 <z <3 wnd = > 3.
Zall 1: x < —1/2. In discern Zalf ist

3—x+1=-20x-1
zu tosen, also dquivatent dazu x +4 = —1 und damit x = —5. Da bebreffendes x £losimer als —1/2 i,
ol 2. —1/2 < x < 3. In dissem Zall iot

3—ax+1=2x+1

zu tisen, aloo aquivatent dazu 3 = 3z und damit x = 1. Wiederwm handelt oo sich wm eime Lisung.
Zall 3. x > 3. In dicsern Fall iot

r—3+1=2x+1
zu thsen, atso dquivalent dazu x — 2 =2z + 1 wnd damit © = —=3. Da dieo nicht die Voraussetzungen des

{zeR : |z —-3|+1=2z+1|} = {-5,1}.

3.3 Losungsmengen von Ungleichungen

Ungleichungen werden meist wie Gleichungen geldst, hier ist jedoch besondere Vorsicht bei Umformungen geboten.
Auf beiden Seiten einer Ungleichung kann zum Beispiel dieselbe monoton wachsende Funktion angewandt werden.
Um Monotonie zu garantieren, bedarf es mitunter einer Fallunterscheidung. Monoton fallende Funktionen kehren
Relationszeichen um.

Als Beispiel betrachten wir die Aufgabe

| Aufgabe: Finde alle = € R mit va? +2 — 2 > V22 + 4z 1 2. |

Losung:
V242 —x>/222 +42 + 2
& 22422022+ 2+ 22> 227 + 420+ 2
o —2x\/x?2 +2> 4
Zall 1: x > 0. In diesom Zalf fotgt —2vx? + 2 > 4, was aber nicht sein kann. Moo exictiort kein x > 0
Zatl 2. x < 0. In diecem Zall folgt —2v/x? + 2 < 4, was fir jedes x erfillt iot.

{zeR : Va?2+2-2>V222+40+2}={z R : 2 <0} =(—00,0].
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Zusammen mit der Stetigkeit der Wurzelfunktionen kann man auch anders argumentieren. Wir haben im vorigen
Abschnitt schon die Gleichung V22 +2 — 2 = /222 + 42 + 2 geldst und = 0 als einzige Lésung bestimmt.
Die Lésungsmenge einer Ungleichung f(x) < g(z) fiir stetige Funktionen besteht aus Intervallen, die entweder
keine Endpunkte haben (und damit durch ganz R gegeben sind), oder deren Endpunkte durch Ldsungen der
Gleichung f(x) = g(x) bestimmt sind. Es bleibt also nur zu schauen, welche der Intervalle (—oo, 0] und [0, c0)
in der Losungsmenge enthalten sind.

Man beachte, dass man fiir diese Lésung mehr Wissen besitzen (Stetigkeit, ...) und damit eventuell auch
mehr argumentieren muss.

3.4 Geometrische Konstruktionsaufgaben

Hierbei handelt es sich um eine Sonderform der Bestimmungsaufgabe. In klassischen Konstruktionsaufgaben ist
nicht ein geometrisches Objekt als Lésung gesucht, sondern eine Konstruktionsbeschreibung, also ein Algorithmus
wie man das gesuchte Objekt mit Zirkel und Lineal aus gegebenen GroRen konstruieren kann. Neben der Angabe
der Konstruktionsbeschreibung sind dabei zwei Beweise zu fiihren. Zum Einen ist zu zeigen, dass jedes durch die
Konstruktion gelieferte Objekt eine Losung des Problems ist. Dariiberhinaus ist zu zeigen, dass auch jede Lésung
durch die Konstruktion gefunden wird.

Um dies zu verdeutlichen, betrachten wir ein Beispiel. Wir nutzen dazu eine klassische Konstruktionsaufgabe.

Aufgabe: Zu konstruieren sind alle Dreiecke zu gegebener Grundseite ¢, Hohe h und Winkel ~ (gegen-
iiberliegend der Seite c).

Die Argumentationen in Konstruktionsaufgaben sind dazu eher speziell und basieren auf der Kenntnis geometri-
scher Satze und geometrischer Orte. Wir nehmen der Einfachheit halber an, dass das Zeichnen von Parallelen in
gegebenem Abstand und das Ubertragen von Winkeln elementare Konstruktionsschritte sind. Eine reine Zirkel-
und-Lineal-Konstruktion enthalt wesentlich mehr Schritte.

%f-MAABCMMMWeMWMMC:E.,@ahdm%ﬁﬁdgoﬂfm{m@zw
Grundesite c ist, liogt somit C auf einer Taratlefen zu AB mit Alstand h. Da ebenoo v = L(BAC) gitt,
tiegt C auf simem FKreio mit Sefime AB und Zembriwimkod 27y (auf der C gegeniberfiegenden Seite). Aoo
tiogt C' im dor Schnittmenge aus Taratlele und Foreio,

Konetruktionsbeschreibung. Wir konstruieren die Schnittmenge aus Tarallete und Kreio,

1. Konatruiore eimo Tarallole p zu AB im Afstand h
2. MMWM@QMM&mZ{LEMWW[, webohe m m Schnittpunkt mit der
Geradon AB im Winkedl v schneidet.

3. Konotruiore eime Tarallote zu | durch den Lunkt A und bestimmme den Schnittpunkt M mit m.

4. Zoichme dem Foreio k wm M durch don Punkt A.

5. Bestimme die Schnittnunkte C; von k mit p.
Teitborweis 2: Jedes so konstruierte Dreivck NABC; {ist die Konstruktionsaufgate. Dazu beobackien wir,
daco der Mittelpunkt M aufgrund der Wahd deo Wimkels gegeniber von der Tarablelon p liegt und der

Zonbriwinkol deo Foreisos somit 2y betrigl. Ao simd gegenmibertiogende Terinhoriowinked steto v grof und
Luntkte auf dem Schnitt von k mit p tosen die Aufgabenstotiung.

3.5 Kombinatorische Aufgaben

Kombinatorische Aufgaben sind Zahlaufgaben, es sind also Anzahlen von Objekten zu bestimmen. Haufig bendtigt
man dazu Abzihlformeln oder die Fahigkeit, Strukturen in den zu zihlenden Mengen zu erkennen. Elementare
Stochastikaufgaben sind oft kombinatorischer Natur.
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Aufgabe: In einer Schublade befinden sich n > 1 schwarze und drei weille Kugeln. Die Kugeln unterschei-
den sich nur in ihrer Farbe. Mit verbundenen Augen werden vier Kugeln aus der Schublade genommen.
Wie grol} ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass mindestens zwei davon weil} sind?

Die zu bestimmende Wahrscheinlichkeit ist bei gleichverteilten Ereignissen der Quotient aus der Zahl der giinstigen
Ereignisse und der Zahl der mdoglichen Ereignisse. Beim Aufgabenldsen ist also wirklich zu zahlen.

%+3%WMWQMW(HIS) verschlodene Weisem vier ofime Beachtung der Reihenfolge aueo-
Fall 1. &mewwmdmmmwﬁm Dann sind alle weiffen dabei und oo
bleibt nur eime der schwarzen awszuwwifdon. Dafir gilt eo n Moglichkeiton.

Zatl 2: Es simd genau zwei weifle Kugebtn ausgewahtt. Dazu miosen zwei aus den drei ausgewdhlt werdon,
wao()73ﬂéog/&o/’7//é@(m&ﬂ,ﬁwi Weitortin simd zwei der schwarzen Kugebn zu waklen, dwo(}oﬁ(")

Z{Wmmmfamt&@{@r%m

., n+3\  (m+3)(n+2)(n+1)n L ny n(n—1) 2n+3n(n—1)
moéglich. < A >— 2 glmotiyg: n+3<2> n+3 5 = 5
24(2n + 3n(n — 1)) 12(3n — 1)

2(n+3)(n+2)n+1)n  (n+3)(n+2)(n+1)

Wenn man beim Z3hlen Fille unterscheidet, so ist darauf zu achten, dass entweder die Fille disjunkt sind oder
dass die Formel von Vereinigung und Durchschnitt
#(AUB)=#A+#B —#(ANB)

fiir die Anzahl #(AU B) der Elemente der Vereinigung AU B angewandt wird. Der Schnitt #(AN B) wird sonst
doppelt gezahlt. Fiir Vereinigungen aus mehr als zwei Mengen wird die Formel entsprechend komplizierter, fiir
drei Mengen ergibt sich

#(AUBUQC)=#A+#B+#C —#(ANB)—#(BNC)—#(ANC)+#(ANBN(O).

Schnitte sind also jeweils separat nochmals zu z3hlen.
Oft fiihren kombinatorische Probleme auf Rekursionsformeln, eine Uberfiihrung in eine explizite Losung bendtigt
dann mitunter einen zusitzlichen Induktionsbeweis. Dazu auch ein Beispiel.

Aufgabe: Jede Gerade teilt die Ebene in zwei Teile. Zeichnet man n Geraden, welche sich paarweise
derart schneiden, dass nie drei Geraden durch einen Punkt gehen, so entstehen T'(n) Teile. Bestimme die
Anzahl T'(n) fiir alle n € N.

7 K
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Tn+1)=T(n)+n+1. *)

nn+1) n*+n+2

2 B 2 (%)

folgt.
I4- T(1) =2 =1+ it bormebt

J5. Angenommon, T(n) =1+ 28 0itt Lir oin n. Dann impliziort die Rokursionsformol (*)

n(n;l) +n+1:1+n(n+1)42r2(n+1) 14 (n+1)2(n+2)

T(n+1)=1+

wnd die Tormol fir T(n+1) folgt
Nach dom Induktionsprinzip ist damit die Sormel (**) fin able n € N gezeigh

4 Beweisaufgaben

Wir wollen noch einmal kurz auf Beweisaufgaben eingehen. Vom Problemldsestandpunkt sind Beweisaufgaben
einfacher, da man klar gesagt bekommt, was die zu beweisende Aussage ist. Friiher iiblicher als heute ist, das
Beweisende mit der Abkiirzung q.e.d. zu versehen, was fiir quod erat demonstrantum steht und damit was zu
Beweisen war bedeutet.

Beweisen will gelernt sein. Eine erste Ubung im Beweisen stellen oft Bestimmungsaufgaben mit den darin
enthaltenen Beweiselementen dar. Bei diesen ist die logische Notwendigkeit der Beweise am einfachsten nachvoll-
ziehbar. Die Mathematik als Wissenschaft lebt von der Beweisbarkeit ihrer Aussagen, also der damit verbundenen
endgiiltigen und nach Akzeptanz auch unanfechtbaren Entscheidung iiber die Korrektheit von Aussagen. Dies
tritt in dieser Form nur in der Mathematik auf. Beweise, die in der Antike gefiihrt und als korrekt erkannt wurden,
haben bis heute nichts an ihrer Giiltigkeit eingebiiRt.

Einer der klassischen Beweise betrifft die Aussage, dass es unendlich viele Primzahlen gibt. Primzahlen sind
Zahlen groBer Eins, welche nur sich selbst und Eins als Teiler haben. Damit kann man Zahlen solange in Faktoren
zerlegen, bis diese selbst unzerlegbar und damit prim sind. Kennt man letztere Aussage (oder besser, darf man
sie im Beweis verwenden), so ist der Beweis der Unendlichkeit der Menge der Primzahlen wie folgt fiihrbar:

Angenommen, e gibe nur endlich viele Primzafden pi,. .., pm. Betrachted man nun die Zahl

m

q:p1P2"'Pm+1 =1+ Hpk:a
k=1

50 ot q zu jedor dor Zafdon p, . .., pm telertremd. Damit kann keine der Zaflen py bis py, ein Primfakior

VoL q seim, Lo mus atso- mefur LPrimvzatlen geben. Widerspruch! g.ed.

!Das ist natiirlich etwas iibertrieben, Euklids Elemente galten fiir zwei Jahrtausende als Modell fiir den Aufbau der Mathematik.
Trotz allem wurde lange die Notwendigkeit des Parallelenaxioms diskutiert und erst im ausgehenden 19. Jahrhundert wurde mit
dem Gottinger Programm Bernhard Riemanns und der axiomatischen Begriindung verschiedener Geometrien durch David Hilbert
ein logisch konsistenteres Geometrieverstandnis geschaffen. Nichtsdestotrotz sind die meisten der Euklidischen Beweise bis heute
Unterrichtsgegenstand bei der Vermittlung elementarer (Schul-) Geometrie.
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Das verwendete Beweisverfahren des indirekten Beweises ist von einem philosophisch-logischen Standpunkt aus
umstritten. Es bedarf eines logischen Grundprinzips, tertium non datur, welches besagt, dass es neben den
Wahrheitswerten wahr und falsch keine dritte Option gibt. Fiihren wir eine dritte Option nicht direkt beweisbar
ein, so kann ein solcher Beweis nicht gefiihrt werden.

Bei den meisten Mathematikern ist der indirekte Beweis nicht umstritten und das oben zitierte tertium non
datur Bestandteil der Aussagenlogik. Es besteht jedoch die Grundiiberzeugung, dass ein kurzer direkter Beweis
stets einem indirekten vorzuziehen ist. Ein Spezialfall des indirekten Beweises ist der Beweis durch Kontraposition.
Hier wird direkt bewiesen und aus der negierten Behauptung die negierte Voraussetzung gefolgert.

4.1 Direkte Beweise

Direkte Beweise bestehen aus einer logischen Argumentationskette, welche aus den Voraussetzungen mit Hilfe von
Axiomen und Sitzen der Mathematik die zu zeigende Behauptung ableitet. Um direkte Beweise zu finden, nutzt
man die am Anfang dieses Materials diskutierten heuristischen Prinzipien des Vorwarts- und Riickwartsarbeitens.

4.2 Indirekte Beweise

Indirekte Beweise zeigen, dass aus den Voraussetzung und der negierten Behauptung ein Widerspruch folgt.
Wir haben also formal mehr Voraussetzungen und das Ziel besteht in einer widerspriichlichen Aussage der Form
A A=A fiir einen logischen Ausdruck A. Da man A nicht kennt, hilft hier Riickwartsarbeiten nicht. Es ist schwer,
einen eleganten indirekten Beweis selbst zu finden. Allerdings kann man versuchen, einmal gefundene Beweise zu
modifizieren bis sie schén werden.

Ein klassisches Beispiel betrifft die Irrationalitdt von v/2. Die zu zeigende Aussage ist also: Es existiert keine
rationale Zahl p/q mit p?/q? = 2. Wir kénnen Briiche kiirzen, es geniigt also nach gekiirzten Briichen zu suchen.

Beoweis:

Angenommen, o gale teilorfremde natirtiche Zablon p und q mit p* = 2¢*. Dann kommi die Primzabl
tot aber 4 Teilor von p? und somit 2 Teiler von ¢* und wiederum nach obiger Argumentation 2 Teiler von
q. Das widerspricht aber der Annatvme, dass p und q teilerfremd sind. g.ed.

4.3 Beweise durch Bilder

Auch durch Bilder kann man beweisen. Allerdings ist dies schwieriger und bedarf einiger Erklarungen: Es ist zu
beweisen, dass die gezeichneten Bilder etwas beweisen. Da dieser Aufwand das Aufgabenlésungen in der Regel
tibersteigt, werden Beweise durch Bilder nur selten thematisiert und oft als unmathematisch abgetan. Dem ist
aber nicht so.

Typische Bildbeweise sind zum Beispiel Farbungsverfahren. Wir stellen die Frage, ob ein quadratisches 10 x 10
Spielfeld mit abgeschnittenen gegeniiberliegenden Ecken durch 1 x 2 Dominosteine iiberdeckt werden kann. Die
Antwort ist nein: Farbt man die Spielfelder wie auf einem Schachbrett, so sind zwei weille Felder entfernt worden.
Jedoch iiberdeckt ein Domino stets ein weilles und ein schwarzes Feld.
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Man kann einen solchen Beweis formalisieren, aber die Idee wird dabei weniger prasent sein als durch eine
graphische Beweisfiihrung oder wie hier durch den Verweis auf die bildhafte Vorstellung eines Schachbretts.

Beweise durch Bilder sind strikt vom Uberzeugen durch optische (Selbst-) Tauschung zu unterscheiden. Gerade
bei geometrischen Beweisaufgaben sollte man stets versuchen mehrere generische Bilder der zu beweisenden
Situation zu zeichnen (oder besser: zu konstruieren), um sich nicht selbst iiber die Lage von Punkten oder das
eventuelle Zusammenfallen von Punkten zu tauschen. Ein typischer Beweis durch Selbsttduschung ist nachfolgend
angegeben. Es wird bewiesen, dass jedes Dreieck gleichschenklig ist. Worin besteht der Fehler?

Wir bezeichmon das Drelock mit AABC . Und bebrachten (wiec in
nebenstehondor Skizze) die Mittelsentferechite m auf dor Strecke
AB, die Winketbhalbiorende w deo Winkels L BCA. Vom Schnitl-
runtkt D dor Geraden m und w werden die Lote auf die Seiten
E und F bezeichmnot.

(i) Die Dreiecke ADFC und ADEC stimvmen im drei Win-
kotn dbereim. Da dor Dunkt D auf w tisgt, simd zudem
Dreiscke ADFC und ADEC kongruent. Aso sind CF

(ii) Der Lunkt D tiegt auf m. ﬂwﬁaxﬂ(}wt@gmwlﬁa/mg
wie BD. Atso-simd AADF und ABDE kongruent (da sie

4.4 Beweise durch vollstindige Induktion

Beweise durch vollstandige Induktion sind ein spezielles Beweisverfahren fiir Aussagen iiber natiirliche Zahlen.
Eine Aussage A(n) gilt fiir alle natiirlichen Zahlen (ab einem Startwert ng), falls sie fiir die kleinste(n) natiirlichen
Zahlen gilt und aus der Aussage A(n) die Aussage A(n+1) gefolgert werden kann. Dies implizierte eine in gewisser
Hinsicht standardisierte Darstellungsweise von Induktionsbeweisen und eine Gliederung in Induktionsanfang und
Induktionsschritt. Der Induktionsschritt ist selbst ein direkter Beweis und besitzt damit Voraussetzungen und
eine Behauptung. Es hilft, beide explizit hinzuschreiben, die Induktionsvoraussetzung wird fiir ein (beliebiges aber
festes) n angenommen.

Achtung! Nicht jede Aussage, die fiir alle natiirliche Zahlen zu zeigen ist, ist auch per Induktion beweisbar. Ty-
pische Hinweise auf die Niitzlichkeit eines Induktionsbeweises sind Rekursionsformeln oder Konstruktionsschritte,
die fiir jedes n gleich ablaufen. Wir geben zwei Beispiele fiir Induktionsbeweise, die besonders sind. Im ersten
stimmt die Aussage fiir n = 1,2 und n > 4, der Induktionsschritt kann allerdings fiir n > 3 gefiihrt werden.

Aufgabe: Beweise n? < 2" fiir alle n € N, fiir welche diese Ungleichung gilt.
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TA: € gilt fir
n=1: 12=1<2=2"
n=2: 22 =92
n=3: 32=9¢£8=2%
n=4: 42=16=2%

L5 Angenommaen, WMnEZSMWSQ".@MmW
(n+1)2=n?+2n+1<2" +n% <2 420 =2nFL
dan?—2n—1=mn-1-vV2)(n—1++v2)>0frn>3>1+2 gl g.ed.

Der Beweis ist so nicht optimiert, der Induktionsschritt ist natiirlich fiir n > 4 zu fiihren und der Fall n = 3 hat
nichts im Induktionsanfang zu suchen! Ebenso fehlt ein Antwortsatz, fiir welche n die Ungleichung denn nun gilt
und fiir welche nicht. Besser ware:

Losumng:
Wegen 12 =1 < 2 = 2! und 22 = 22 gill die Aucsage fir n =1 und n=2. Tir n =3 ist sie falsch, da
32=9¢8=23 Zurallen >4 bowesen wir sic nun durch vollstandige Induktion.

JA: Die Aussage gl ir n =4, da 4> =16 =24,
EMWWM,ﬁ]’/r,@'ynnzélg%tn?SZ".,@aﬁl/rn24>1—|—\/§>1—\/§o/tm

n*—2n—-1=m-1-v2)(n-14+v2)>0

gilt, folgt
(n+1)2=n*+2n+1<2" +n? <2" 42" =27+
atso fir atle n € N\ {3},

In einem zweiten Induktionsbeweis geht es vordergriindig gar nicht um natiirliche Zahlen, sie messen nur die
Komplexitat der Situation.

Aufgabe: In einer Ebene seien n Geraden eingezeichnet. Zeige, dass zwei Farben geniigen, um die
dadurch entstehenden Teilflichen einzufdrben ohne dass zwei Teile gleicher Farbe in einer gemeinsamen
Kante aneinanderstofen.

Losung:

Mg@%a//{#
aammmn—kl@wada/n quﬁfwnwdw‘@wadmwmdmm@mwm

g@g@{)ma/nn—i—l WWW%WMW
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5 Bepunktung und Riickmeldung

Wenn die Aufgabe darin besteht, einen Ldsungsweg zu finden, die gesuchte Losung also gar nicht eindeutig
bestimmt sein wird, ist es umso schwerer, Lsungen sinnvoll mit Punkten zu bewerten. Alle korrekten Lésungen
sind gleich richtig. Manche Lésungen sind origineller, andere kiirzer und einige vielleicht iiberraschender. Was zu
bewerten und zu bepunkten ist, ist dass Lésungen vollstandig aufgeschrieben und die verwendete Argumentation
nachvollziehbar dargestellt wird.

Kleine Rechenfehler sind dabei weniger gravierend als grobe logische Inkonsistenzen oder gar Fehler in der
Argumentation!
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