12

Erganzungen

12.1
Di Cerknzierbarkeit

Es gibt Funktionen auf R, die stetig, aber nirgends di Cerénzierbar sind.
Ebenso gibt es Funktionen, deren Taylorreihe zwar Uberall konvergiert, aber nicht
die Funktion darstellt. Hierzu die klassischen Beispiele.

= Stetig, aber nirgends di Cerenzierbar

Sei @p die mit der Periode 1 fortgesetzte Betragsfunktion auf [—1/2,1/2]
wie in Abbildung 1. Es ist also

®o: R-R, @o(t)=[t—[t+1/2]],

wobei [-] die GauRklammer bezeichnet. Diese Funktion ist stetig, stiickweise
a [nauf Intervallen der Ladnge 1/2 mit Steigung 1 oder —1, und periodisch mit
Periode 1. Fur n [Tlsei dann

©n: R-R, ©n(t) =47 "@u(4™).

Auch diese Funktionen sind stetig, periodisch mit Periode 47", und stiickweise
a Cnauf Intervallen der Lange 47 "/2 mit Steigungen 1 oder —1.

1 Satz Die Funktion

1
®: R-R, @)= n()
n 11

ist Uberall stetig, aber in keinem Punkt di Lerknzierbar. [ 1

12.1



322 12 — Ergadnzungen

Abb 1 Die Funktion o

1/2 ®o
1/2
[l Es ist
T |;| [Il I 1 -4 _
H o ] foklRi= 5 470 <a™
k=n R k=n k[N

Also konvergiert die Reihe gleichmafig auf R, und somit ist ¢ stetig 733.

Sei jetzt a ein beliebiger Punkt auf R und n [I]Die Funktionen @1, .., ®@n
haben konstante Steigung auf Intervallen der Lange 47 "/2. Wahlen wir also
hn =47"/4 oder h, = —47"/4 entsprechend, so gilt dies insbesondere auf dem
Intervall zwischen a und a+ h,. Es ist dann

[ -e@H, .,

n

B o
Dagegen gilt

pk(a+hp) = px(a), k>n,

da alle @k mit k > n periodisch mit Periode h, sind. Es gilt somit

®@+h) —@ _ F—dk@+hn) - @)
hn hn '

1 [kl
und jeder Summand ist vom Betrag 1. Entlang h, - O bilden die Di [erknzen-
quotienten von ¢ zum Punkt a somit keine Cauchyfolge. Also ist ¢ im Punkt a
auch nicht di Cerenzierbar. mmm

Abb 2 Zum Beweis von Satz 1
(‘pl'l
\/\/\/\/\/\/\/ Pn+1
a a+hp
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121 — Differenzierbarkeit

= Glatt, aber nicht analytisch
Das Beispiel von Cauchy Die Funktion
Leti/® t=0
®: R-R, o= Col

ist unendlich oft di [erenzierbar, und es gilt @ (0) = 0 fiir alle n Tl
Insbesondere gilt Toqp =0 # ¢ auf R—RN{0}. [ 1

Die Taylorreihe dieser Funktion bei O verschwindet also identisch und
konvergiert trivialerweise auf ganz R. Aber naturlich ist die Funktion ¢ selbst
nicht die Nullfunktion, wird also nicht von ihrer Taylorreihe dargestellt. Somit ist
¢ auch nicht reell analytisch.

mm Auf Rt ¢ beliebig oft di [erknzierbar. Genauer zeigt man mit In-
duktion fiur alle n O] dass
o™ (t) = pa(1/t) e V¥ t#0,
mit einem Polynom p, vom Grad [3h. Wegen tMe™t - 0 fir t -~ oo fur alle
m [Qlfolgt hieraus
|ing<p(”)(t) = lim pr()e ¥ =0, n COI
t- — 00

Daraus folgt induktiv, dass @™ in 0 stetig ist, dort auch di [erknzierbar ist, und
dass *1(0) = 0 gilt. mm

Eine Variante dieses Beispiels ist die Funktion

1

Cedt?/(-t%) [t] < 1,
W:R-R W)=

o] It] L)
die ebenfalls unendlich oft di Cerknzierbar ist. Dartiber hinaus verschwindet sie
auBerhalb von [—1,1] identisch. Ihr Trager suppy 1 [CRL P(t) #0} st
also kompakt.

Der Raum aller C*-Funktionen auf R mit kompakten Trager wird mit C5(R)

bezeichnet und spielt in der Analysis eine wichtige Rolle. Wie die Funktion @
zeigt, ist er nicht leer.

Abb 3

Das Beispiel von Cauchy 1 0]
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12 — Erganzungen

Abb 4

Eine C*-Funktion mit
kompakten Trager

12.2
Faltungen

Wir betrachten stetige Funktionen auf der reellen Geraden, die beschrankt
oder sogar absolut integrierbar sind. Fir Erstere haben wir bereits den Raum

1 ]
Co(R) [ CCIR) : Ol ]<oo
eingefuhrt, wobei

0T, bup |[f(t)]

—oo<t<oo

die Supremums- oder L*°-Norm von f bezeichnet. Fir Letztere definieren wir den
Raum

1 1
Cs(R) 1 [CIR): O Koo
wobei

J
ELIC 1 [f()]dt

als die L*-Norm von f bezeichnet wird.

Fur eine beliebige stetige Funktion kdnnen beide Normfunktionen den Wert
oo annehmen. Auch ist nicht jede stetige beschrankte Funktion integrierbar, und
nicht jede stetige integrierbare Funktion ist beschrénkt. Es gilt somit

Cs(R) LCy(R),  Cp(R) LTUR).

Bemerkung In Abschnitt 7.6 haben wir gezeigt, dass Cp(R) mit der Supre-
mumsnhorm [TIlein vollstdandiger normierter Raum ist. Der Raum Cs(R) mit
der L'-Norm [=ILlist zwar ebenfalls normiert, aber nicht vollstdndig. Denn es
gibt Folgen in Cs(R), die punktweise und bezuglich [=Tilgegen nichtstetige
Funktionen konvergieren g.1022. [

= Die Faltungsoperation

Die Faltungsoperation erzeugt mithilfe eines uneigentlichen Integrals aus
zwei Funktionen eine neue Funktion.
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12.2 — Faltungen

Definition Sei f CC}(R) und g CCJ(R) oder umgekehrt. Dann ist die Faltung
oder Konvolution von f und g erklart als die Funktion

f gt R-R

mit
J
(f Cg)(%) Ii_l f(x —t)g(t)dt. I

i Wir mussen zeigen, dass das uneigentliche Integral fur jedes x konver-
giert. Ist zum Beispiel f CC}(R) und g CCI(R), sogiltfaraller >0

= -
L Ifc=Dg®]dt T gl dt CIILIGE)

Daraus folgt die Konvergenz des Integrals fur r - oo 1920 . Gleiches gilt fur das
Integral tber [—r,0]. Fir den umgekehrten Fall argumentiert man entsprechend.
Somit ist f [Cglwohldefiniert.

Die Formulierung >Faltung von f und g« ist symmetrisch in den Funktionen
f und g, die Definition jedoch scheinbar nicht. Dies tduscht jedoch.

Lemma Unter den Voraussetzungen der Faltungsoperation 3 gilt

J J
f(x—t)g(t)dt = f(t)g(x —t) dt, x [R]

und somit f Cgk=g CT1 [

[ Die Substitution t = x — s ergibt fur jedes r >0

. - Cekr
~ f(x—t)gt)dt =— f(s)g(x—s)ds = f(s)g(x—s)ds.

X+

Da die uneigentlichen Integrale fir r - o auf beiden Seiten existieren, folgt
hieraus durch Grenzibergang die Behauptung. [T

= Der Faltungsoperator

Fixieren wir ein ¢ [CJ(R), so kédnnen wir jeder Funktion f CC}(R) durch
Faltung mit ¢ eine neue Funktion f [l zuordnen. Die Funktion ¢ definiert
somit einen Operator

Te: f CTYf =F Ll

Dieser Operator hat viele interessante und nutzliche Eigenschaften, von denen
wir hier einige wenige erwéahnen.

12.5
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Satz Jede Funktion ¢ [CJ(R) definiert einen linearen Faltungsoperator
T¢Z Cb(R) - Cb(R), T¢.f D’:"j(ﬁl
Dieser ist beschrankt, genauer gilt

OHf L CIPLIFLL [ ]

i Wir zeigen zuerst, dass T f wieder stetig ist. Fixiere ein beliebiges X,
und betrachte

-
%‘,f(x+ h) —Rﬁ(x)% [f(x+h—t) —f(x—t)] |d(t)]dt.

Das rechts stehende Integral zerlegen wir in drei Teilintegrale Gber (—oo, —r],
[—r,r] und [r,), wobei r noch geeignet zu wahlen ist.
Das linke und rechte Teilintegrale kdnnen wir durch

mmil J 1
il w|¢(t)ldt+ i ()| dt

abschatzen. Da ¢ integrierbar ist, konvergiert der Ausdruck in Klammern fur
r - oo gegen Null. Zu jedem gegebenen € > 0O existiert daher ein r > 0 so, dass
{- -} < € gilt. Der gesamte Ausdruck ist dann beschrankt durch € [F1]1.

Bleibt noch das Integral

]
[F(x+h—1) —f(x— )] |[d()] dt.

Fur |h| CIwird f nur innerhalb eines kompakten Intervalls um x ausgewertet.
Dort ist f aber gleichmaRig stetig 732 . Zu dem bereits gegebenen € > 0 existiert
daher ein 0 < & [Tlso, dass

%x+h—t)—f(x—t)%s, |h] <o, |t]|

Das letzte Integral ist dann durch & [l [ Ibeschrankt.
Beide Abschatzungen zusammen ergeben

%of(x +h) —Tef(X) %(Jm+ [ e, |h| < &.

Da fur jedes € und solches & existiert, ist T¢f im Punkt x stetig.
Wir zeigen nun, dass T¢f auch beschrankt ist. Fur jedes x [RIlgilt

.J
%f(X) %_lw Ifx=DP@dt LHL.]  [p®)]dt = FIIGL]
Also gilt auch

[THf L 1= ilé%%,f(x)%ﬂ];l@@

Da dies fur jedes f CC)(R) gilt, ist Tef auch beschrankt. — Die Linearitat von
T¢ schlieBlich ist o Cedsichtlich.
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12.2 — Faltungen

Das Interessante am Operator T4 ist, dass sich viele Eigenschaften von
der Funktion ¢ auf die gefaltete Funktion T¢f vererben, unabhéangig von den
Eigenschaften von f selbst. Ist zum Beispiel ¢ stetig di Lerknzierbar und die
Ableitung ¢ ebenfalls auf ganz R integrierbar, so darf man in der folgenden
Rechnung Di Cerknziation und Integration vertauschen — was wir allerdings erst
spater beweisen werden- und erhalt

(TeF)= (F Ch) = o icb(x—t)f(t)dt
= Ii dx (x — t)f (t) dt
=f L
= Tef,

wobei 0y« die Ableitung nach x bezeichnet. Die Ableitung 0x operiert also auf ¢
und nicht auf f.
Entsprechendes gilt per Induktion auch fir héhere Ableitungen. Sei dafiir

Cy(R) CD<I> [CI(R) : O ECJMR)E-I
Satz  Sei ¢ CTI(R) mit ¢ [CTI(R). Dann gilt
Te : Co(R) - CL(R),
und es ist
MTof = TokgT, k=0,..,r. [

Die Voraussetzung dieses Satzes ist zum Beispiel fur jedes ¢ LCC§(R) fur
alle r [Qlerfullt. Denn jede Ableitung von ¢ ist stetig, hat kompakten Trager
wie ¢ und ist somit integrierbar. Wir erhalten damit folgendes

Korollar Ist & CCE(R), so gilt
Te: Cb(R) - CX(R). [ 1

Wir werden diese beiden Satze im Folgenden nicht bendtigen — und daher
auch nicht beweisen —, da wir mit dem WeierstraRschen Approximationssatz g
eine noch starkere Aussage beweisen werden.

12.7
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12.3
Diracfolgen

Mithilfe von Faltungen lasst sich die Aufgabe elegant I6sen, stetige Funk-
tionen durch glatte, das heif3t, unendlich oft di Cerknzierbare Funktionen zu
approximieren. Benotigt werden dazu Funktionen, die die Faltungsoperation auf
immer kleinere Umgebungen eines Punktes konzentrieren.

Definition Eine Folge (¢n) von Funktionen in Cs(R) heif3t Diracfolge, wenn sie
folgende Bedingungen erfulit.
(d-1) ¢, O far alle n,

(d-2) _,Pn()dt=1 fiuralle n,und
(d-3) %5 $n(t)dt - 1 firjedes d>0. [ 1
Die ersten beiden Bedingungen bewirken, dass die Faltung mit jedem ¢
eine Mittelwertbildung darstellt. Die dritte Bedingung bringt zum Ausdruck, dass
diese Mittelwertbildungen gegen eine Punktauswertung konvergieren. Denn aus
(d-2) und (d-3) folgt fur jedes & > 0 auch

o I
+ s ¢n(t)dt4>0, n - oo,

—oo

Alles auBBerhalb von [—9d, 8] wird somit asymptotisch mit O gewichtet.
Diracfolgen sind leicht zu bescha [en:

Lemma Ist Y eine stetige, nichtnegative Funktion mit kompaktem Trager
und L =1, so wird durch

¢én(t) Coip(nt), n CT)

eine Diracfolge (¢n) definiert. Ist Y eine glatte Funktion, so sind auch
alle ¢, glatt. 1

i O Cedsichtlich ist ¢, O] und mit der Substitution t = ns erhélt man
LJd LJ LJd
dn(t)dt =n Y(nt)dt = Y(s)ds = 1.

Ist supp P CJFr,r], soist supp ¢n CI[Fr/n,r/n] und deshalb

Ll (.
L On@dt= gndt=1, n CFS.

Die letzte Behauptung ist o Cedsichtlich richtig. mmm
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12.3 — Diracfolgen

Abb 5

Eine Diracfolge mit
einer Startfunktion Y
mit Trager [—1, 3]

b=y

= Ein allgemeiner Approximationssatz

Faltungen einer gleichméagig stetigen Funktion f mit den Funktionen einer
beliebigen Diracfolge fuhren zu stetigen Funktionen f,, die gleichmaRig gegen
die Ausgangsfunktion f konvergieren.

Approximationssatz Ist f G, (R) gleichméagig stetig und (¢dn) eine
Diracfolge, so gilt

f Cph CF1 [

mmm Sei f, = f [Pl . Wegen (d-2) ist
LJ LJ

fO=1C)  dn()dt= fOPn(t)dt.
Mit (d-1) ist dann
Jd
[T =0l L1 [TO) = T(x=1)] n(t)dt. @

Dieses Integral zerlegen wir in einen Anteil Uber ein kleines Mittelstiuck [, 8]
und den Rest.

Sei € > 0. Wegen der gleichmaRigen Stetigkeit von f existiert ein & > 0, so
dass fur alle x gleichmaRig

[F(x—t)—fO)| <e,  |t] <3.

Fur das Mittelstiick des Integrals erhalten wir damit

L L]
GTOO =T =Dl n(dt < dn(t)dt <e, 2

denn es wird ja nur Uber |t| [C&lintegriert.

12.9
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Wegen (d-2) kénnen wir den Integralanteil Giber das Komplement von [, 3]
beschranken durch

Iy [ 1 1 5 1
2 FI_] +  Gp()dt =2@FI0 1—  ¢n(t)dt
) -3

—oo

Der letzte Ausdruck konvergiert wegen (d-3) fur n — o gegen 0. Es gibt somit
ein N [T]so dass

5 o
+ IO —f(x—0l dp(dt<e, n [N 3)

—oo

Die Abschatzungen (1), (2) und (3) ergeben zusammen [FJ— f [J< 2¢ fur n [N
Das war zu zeigen. [

= Approximation durch Polynome

Von den Funktionen einer Diracfolge wird nur verlangt, dass sie stetig sind.
Sind sie aber glatt, so sind auch die Faltungen f [¢l, glatt. Eine gleichméRig
stetige Funktionen f ist daher auch gleichmaRiger Limes glatter Funktionen. Die
glattesten Funktionen sind die analytischen Funktionen, und unter diesen sind
die Polynome die einfachsten. Dies fuhrt zu der Frage, ob man eine beliebige
stetige Funktion gleichmaRig durch Polynome approximieren kann. Auf einem un-
beschrénkten Intervall ist dies sicher nicht méglich, da dort jedes nicht konstante
Polynom unbeschrankt ist. Fir kompakte Intervalle dagegen gilt der

Approximationssatz von Weierstral3 Sei | ein kompaktes Intervall. Dann
ist jede stetige Funktion auf | gleichmafiger Limes von Polynomen. [ ]

mm Zunéchst bemerken wir, dass wir uns auf den Fall
I =[0,1], f(0O)=0=f() 4)
zurtckziehen kdnnen. Denn ist f stetig auf | = [a,b], soist g =f o u mit
u)=(@—-t)a+tb
stetig auf [0, 1], und die Funktion h =g —v mit
v(t) = (1 -1t)g(0) +tg(1)

verschwindet bei O und 1. Existieren nun Polynome gy, die auf [0, 1] gleichméRig
gegen h konvergieren, so sind pn = (gn + V) = u™! ebenfalls Polynome, die auf
I gleichméRig gegen (h+v) o u™! = f konvergieren. Somit kénnen wir von (4)
ausgehen.
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12.3 — Diracfolgen

Durch
1
Cfl auf [0, 1],

auf R []Q, 1],

setzen wir zuerst f zu einer gleichmaRig stetigen Funktion F auf R fort. Als
Diracfolge wahlen wir geeignete Polynome auf [—1, 1], ndmlich

F

Gn =A@ -, |t £ (5)

Diese setzen wir ebenfalls durch 0 auf die restliche reelle Gerade stetig fort und
bezeichnen sie dort mit ®,. Wahlen wir

]
An 1 (1—tH"dt >0,
-1

so sind die Eigenschaften (d-1) und (d-2) o Censichtlich erfullt. Eigenschaft (d-3)
zeigen wir im anschlieBenden Lemma g.
Betrachte nun die Funktionen

pn =F LO).

Diese konvergieren gleichméRig gegen F 7. Also konvergieren sie auf [0,1]
gleichmaRig gegen f. Fur x [[Q,1] gilt auRerdem
CJ

F Lo = FOP(x—1)dt
7
=  f)Pn(x—t)dt
° o
=t . f()(@ - (x—1)?)"dt,

denn im Integral in der zweiten Zeile ist |[x —t| 1] und dort ist ®, durch (5)
gegeben. Aufgrund der binomischen Formel 334 ist (1 — (x —t)?)" ein Polynom
in X mit Koe [ziehten, die von t abhangen. Nach Integration bezuglich t bleibt
somit ein polynomialer Ausdruck in x. Mit anderen Worten, die p, sind Polynome,
und der Satz bis auf das folgende Lemma damit bewiesen. — Man beachte, dass
der Beweis keinen Gebrauch macht von Satz 5.

Lemma Fur die Polynome (5) gilt

L
¢n(H)dt -1, n - oo,
-5

far jedes & [(0,1). [1
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