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Analysis 2 (SS 2019) — Blatt 15

Don’t panic.
Douglas Adams (1952-2001)

Das folgende Aufgabenblatt dient zur Vorbereitung auf die Modulpriifung

15.1. (a) Bestimmen Sie im Falle ihrer Existenz die folgenden uneigentlichen Integrale.
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(b) Gegeben sei
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Berechnen Sie F’(3).
(c) Sei f:(0,00) — R eine stetige Funktion mit
oo
lim f(z)=7v€¢R und / de<oo
x—07t r x

fiir jedes r > 0. Zeigen Sie, dass fiir beliebige a;, 3 > 0
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gilt.

15.2. (a) Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz.
>, tan () | = (1 1+n
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(b) Man bestimme alle € R, so dass die Reihen

=1 (z—2\" > 1
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konvergieren.

(c) Sei (an)nen eine Folge reeller Zahlen mit a,, > 0 fiir alle n € N. Zeigen Sie, dass

o0
nz_:lan<oo <~ nz_:linan<oo

gilt.
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15.3. (a)

(b)

(c)

15.4. (a)

(b)

(c)

15.5. (a)

(b)

Bestimmen Sie die Lénge der Kurve

v :[0,27] = R?, (1) := <f : z;r;((i)))

Bestimmen Sie die Bogenlédngendarstellung der Kurve

v:10,1] = R?, ~(t) :== <Z?I?((§77::))>

Untersuchen Sie, ob die Kurve

v [=1,1] = R2, y(t) == <\;>

rektifizierbar ist.

Untersuchen Sie die Funktionenfolgen

(i) fn:[0,00) = R, fu(z) :=n"te™m, (ii) fo:R = R, fu(z):=sin (%) ,

auf punktweise und gleichméflige Konvergenz.

Sei (gn)nen eine auf einer Menge A C R definierte Funktionenfolge mit Werten in einer
kompakten Menge B C R, die gleichméfig gegen eine Funktion g : A — B konvergiert. Sei
weiterhin f : B — R eine stetige Funktion. Zeigen Sie, dass die Funktionenfolge (hy,)nen,
definiert durch

hpn: A— B, hy(z):= f(gn(x)),
gleichméfig gegen die Funktion h := f o g konvergiert.
Sei f: R — R eine stetige Funtkion mit

|f ()] < alz]

fiir ein @ € (0,1) und alle x € R. Sei weiterhin die Funktionenfolge f,, := fo...o f fiir
n € N die n-fache Iteration dieser Abbildung. Zeigen Sie:

(i) Es gilt
[fn(2)] < a”f].

(ii) Die Funktionenfolge (g, )nen, gegeben durch g, (x) := >}, fi(x) konvergiert gleichméssig
auf jeder kompakten Menge von R.

Zeigen Sie, dass es sich bei

3
Il C0,3) = R, [flls = / ()] da

um eine Norm handelt.

Zeigen Sie, dass der Raum C/([0, 3], - ||1) nicht vollstandig ist.
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(c) Zeigen Sie, dass die Abbildung

T:C([0,3]) = R, Tf := f(3)

linear ist.
(d) Untersuchen Sie die Abbildung T aus Aufgabenteil (c) beziiglich der Norm | - ||; aus
Aufgabenteil (a) und der Supremumsnorm || - || auf Stetigkeit.

15.6. (a) Sei die Funktion f:R? — R gegeben durch

3
2 (ny) £ (0,0)
0, (z,y) = (0,0)
Zeigen Sie, dass die Funktion f im Punkt (0,0) partiell differenzierbar ist. Ist f dort
Gateaux-differenzierbar? Ist f dort Fréchet-differenzierbar?

(b) Sei die Funktion f : R? — R gegeben durch

flay)=@B—2> -y eV

(i) Geben Sie die Richtungsableitung von f im Punkt p = (1, —1) in Richtung v = (2,1)
an.
(ii) Geben Sie Art und Lage aller Extrema der Funktion f an.

(iii) Bestimmen Sie das Taylorpolynom zweiten Grades von f im Entwicklungspunkt (0, —1).

f(z,y) = {
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