PD Dr. Wolf-Patrick Dull

Universitat Stuttgart Insitut fiir Analysis, Dynamik
und Modellierung

Analysis 3
Vorlesung im Wintersemester 2017/2018

Vortragsiibungsblatt 5

Aufgabe 5.1 Sei F = F(B) C R? eine parametrisierte 2-dimensionale immergierte C*-
Flache und F' injektiv. Zeigen Sie, dass die Gramsche Determinante in diesem Fall
geschrieben werden kann als

OF (x,y) " OF(:U,y)HQ7

det (F/(a:,y)TF/(:c,y)> = H éx oy (z,y) € B.

wobei x das Kreuzprodukt zwischen zwei Vektoren im R? beschreibt.

Aufgabe 5.2 (a) Sei f:R? — R gegeben durch f(z,y, z) = /1 + 422 + 4y2, und
M = {(q:,y,z) ERY: z=a?+¢% 0< 22 +4° < 1} C R3.

Man berechne das Fliachenintegral A = [, f(z,y, z)do(z,y, 2).
(b) Die Menge

W= {(rcosgp,rsinw,a«p) eR?: (r,¢) € (0,R) x (0,00),} CcR?

beschreibt die sogenannte Wendelfliche mit Radius R > 0 und Ganghohe 27wa > 0.
Skizzieren Sie die Menge W und berechnen Sie den Fliacheninhalt der Wendelflache
nach einer Umdrehung.
(c) Die Menge
o 3. oy 2 _ 3

E = {(m,y,z)ER .$+b—2+c—2—1}cﬂ%
beschreibt die Oberflache eines Ellipsoiden mit den Halbachsen a, b, ¢ > 0. Berech-
nen Sie das Flichenintegral der Funktion f : R3 = R, f(z,y, 2) = 1/ % + % + %
iiber E.
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Aufgabe 5.3 (Gramsche Determinante von Graphen) Sei I'(f) = {(z, f(x)) € R*™! : z €
R™} der Graph einer C'-Abbildung f : M — R mit M C R" offen und quadrierbar.

(a)

Zeigen Sie, dass fur n = 2 der Flécheninhalt von I'(f) gegeben ist durch

[ do= [ Jlustw.s)  vy(a.y)] dod, (1)
I'(f) M

wobei
1 0
Ug;($,y) = 0 9 Uy(wvy) = 1
of (z,y) of(z.,y)
ox dy

Berechnen Sie ausgehend hiervon den Flacheninhalt desjenigen Teils des Parabo-
loids z = 22 + 92, der zwischen den Ebenen z = 0 und z = 4 liegt.

Zeigen Sie, dass fiir n > 1 der Flacheninhalt von I'( f) gegeben ist durch

/ do:/ V14|V f(2)||?de...dzy, (2)
1N6)) M

wobei V hier den Gradienten im R™ bezeichnet, d.h. ||V f(x)||*> = > 1L, (%72:))2-
Hinweis: Um den allgemeinen Fall (n > 1) zu beweisen, iiberlegt man sich die
Aussage zuniichst fiir die Abbildung f(z) = b''z mit b € R™, b # 0. Hierfiir rechnet
man leicht nach, dass mithilfe der Parametrisierung F(x) = (=, f(z))?, die Gram-
sche Determinante ausgedriickt werden kann als det(E,, + bbT), wobei E, € R™*"
die Einheitsmatrix bezeichnet und bb? € R™*™ durch (bb?);; = b;b; definiert ist.
Fiir die symmetrische Matrix E,, + bb? iiberlegt man sich als nichstes die dazu-
gehorigen Eigenwerte (dazu betrachte man u.a. Vektoren z € R™ mit b7z = 0),
um damit die Gramsche Determinante zu berechnen. Das Ergebnis liefert (2) fiir
den Fall f(x) = b"x. Mit derselben Herangehensweise kann man die Aussage auch
fiir allgemeinere Abbilfungen f — wie oben angegeben — nachweisen.

Alle Aufgaben auf diesem Blatt werden am
Dienstag, den 28.11.2017
in der Vortragsiibung besprochen.



