
Ana-3 1
Ws 2018/19 12.10.18

Votieraufgaben

1 Sind ’ : 
 ! 
0 und  : 
0 ! 
00 Diffeomorphismen, so sind

’�1 : 
0 ! 
;  �’ : 
 ! 
00

ebenfalls Diffeomorphismen.

2 Ist ’ : Rn ,! Rn von der Klasse Cr, r Æ 1 , und lokal um x0 stetig

differenzierbar umkehrbar, so ist auch die lokale Umkehrfunktion ’�1 von der

Klasse Cr.

3 Sei 
 � Rn beliebig, aber nicht leer, sei x0 2 
 , und für f : 
 ! Rn sei

�f �
 � sup
u�v
u;v2


jf�u�� f�v�j
ju� vj :

Dann gilt:

a. L ˝
�
f 2 C�
;Rn� : f�x0� � 0; �f �
 <1

	
ist ein reeller Vektorraum.

b. ���
 definiert auf L eine Norm.

c. Mit dieser Norm ist L vollständig.

d. Unter welchen Umständen sind alle Funktionen in L beschränkt?

4 Sei ’ : Rn ,! Rn C1 mit ’�0� � 0 und D’�0� � 0 . Sei ’" definiert durch

’"�x� � "�1’�"x�:

Dann ist

k’"kC1�B1� ˝ k’"kB1 � kD’"kB1 � O�"�;

wobei k�kB1 die Supremumsnorm über die Einheitskugel (in einer beliebigen

Norm) bezeichnet.
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Ana-3 2
Ws 2018/19 19.10.18

Votieraufgaben

5 Sei 
 � Rn offen und nicht leer, und ’ : 
 ! Rn sei stetig differenzierbar.

a. Ist ’ regulär, so ist ’ eine offene Abbildung. Das heißt, das Bild jeder

offenen Menge unter ’ ist ebenfalls offen.

b. Geben Sie ein Beispiel, dass die Regularität von ’ hinreichend, aber nicht

notwendig ist.

6 a. Untersuchen sie die Abbildung

’ : �x;y�, �ex cosy; ex siny�

auf Regulärität und Umkehrbarkeit. Geben Sie gegebenfalls auch die

Umkehrabbildung an.

b. Welche Abbildung erhält man, wenn man ’ im Komplexen schreibt?

7 Untersuchen sie die Abbildung

 : �u;v�, �coshu cosv; sinhu sinv�

auf Regulärität und Umkehrbarkeit.

Schriftaufgabe

8 Sei 
 � Rn offen und konvex und ’ : 
 ! Rn stetig differenzierbar. Ist ’
regulär und D’ �D’> > 0 auf 
 , so ist ’ ein Diffeomorphismus von 
 auf

’�
� .
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Ana-3 3
Ws 2018/19 26.10.18

Votieraufgaben

9 Zeigen sie, dass es eine Funktion ’ 2 C1�I� mit I � ��"; "� und ’�0� � 0 gibt,

die die Gleichung

x’2�x�� 2x2e’�x� �’�x�

erfüllt. Bestimmen sie außerdem ’0�0� .

10 Sei ’ : Rn ,! Rn stetig differenzierbar mit detDf�x0� � 0 . Beweisen sie den

Umkehrsatz mithilfe des Satzes über implizite Funktionen, indem sie die

Hilfsfunktion

’�x;y� � f�x��y

betrachten.

11 Beweisen sie für die Abbildung ’�1 von Proposition C die Lipschitzabschätzung�
’�1 � id

�
V à

�
1� �; � � �’ � id�A :

12 a. Sei 
 � Rn offen und konvex und u : 
 ! R C2. Gilt

Hu > 0

auf ganz 
 , so definiert f � ru einen Diffeomorphismus von 
 auf f�
� .
b. Gilt außerdem

Hu Æ �E

auf ganz 
 mit einem � > 0 , so gilt außerdem

jf�x�� f�y�j Æ � jx �yj ; x;y 2 
:

Schriftaufgabe

13 Sei 
 � Rn offen und f : 
 ! Rn stetig differenzierbar. Gilt

jf�x�� f�y�j Æ � jx �yj ; x;y 2 
; (†)

mit einem � > 0 , so ist f ein Diffeomorphismus auf f�
� .
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Ana-3 4
Ws 2018/19 02.11.18

Votieraufgaben

14 a. Z ist eine Mannigfaltigkeit in R .

b. Ebenso die Menge M � f1=n :n Æ 1g .

c. Nicht aber M0 � M [ f0g .

15 Zeichnen sie eine Auswahl typischer Niveaumengen zu

a. x4 � 4x2 �y2 b. x2e�x �y2 .

Welche davon sind Mannigfaltigkeiten? Welches sind die kritischen Werte?

16 Gegeben ist

f : R2 ! R; f �x;y� � �x2 �y2�2 � 2x2 � 2y2 � 1:

Für welche c 2 R ist f�1�c� eine Mannigfaltigkeit in R2 ?

17 a. Sind M und N Mannigfaltigkeiten in Rp respektive Rq , so ist M �N eine

Mannigfaltigkeit in Rp �Rq .

b. Was ist die Dimension und Kodimension von M �N ?

18 Die spezielle orthogonale Gruppe

SO�n� � fM 2 Rn�n : M>M � I ^ detM � 1g

ist eine wegzusammenhängende Mannigfaltigkeit.

Schriftaufgabe

19 Sei M eine Mannigfaltigkeit im Rn der Kodimension m . Dann existiert zu jedem

p 2 M eine Umgebung W und ein lokaler Diffeomorphismus

’ : W ! Rn�m �Rm , so dass

’�M \W� � Rn�m � f0g :

Man sagt, der Diffeomorphismus ’ trivialisiert die Mannigfaltigkeit, da ein

Ausschnitt diffeomorph auf einen Ausschnitt des Rn�m abgebildet wird.
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Ana-3 5
Ws 2018/19 09.11.18

Votieraufgaben

20 Bestimmen sie die Extrema der Funktion

f : R3 ! R; f �x;y; z� � xyz

unter den Nebenbedingungen

a. x2 �y2 � z2 � 3 ,

b. x �y � z � 5 und xy �yz � zx � 8 .

21 Bestimmen sie die Maxima der Funktion

f�x;y; z� � xy2z3; x;y; z > 0;

unter der Nebenbedingung x � 2y � 3z � 6 .

22 Welche Punkte auf der Fläche z � 2xy � 1 liegen dem Nullpunkt am nächsten?

23 Zeigen Sie, dass von allen Vierecken mit gegebenen Seitenlängen diejenigen den

größten Flächeninhalt haben, deren gegenüberliegende Winkel sich zu �
addieren. Anmerkung: In diesem Fall liegen die Ecken eines Vierecks auf einem

Kreis – es handelt sich um ein sogenanntes Sehnenviereck.

Schriftaufgabe

24 Unter den Dreiecken, deren Ecken auf dem Einheitskreis liegen, haben die

gleichseitigen Dreiecke den größten Fläncheninhalt.
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Ana-3 6
Ws 2018/19 16.11.18

Votieraufgaben

25 Für eine Menge � � Rn sind folgende Aussagen äquivalent.

a. � ist diskret, also abgeschlossen ohne Häufungspunkte.

b. � ist abgeschlossen, und jeder Punkt in � ist ein isolierter Punkt.

c. Für jede kompakte Menge K � Rn ist K \� endlich.

26 Eine durch eine diskrete Masseverteilung m gegebene Intervallfunktion ist

regulär.

27 Beweisen sie folgende Behauptungen:

a. Jede endliche, oder abzählbare Menge ist eine �-Nullmenge.

b. Insbesondere ist Q eine �-Nullmenge in R .

c. Jedes entartete Intervall ist eine �-Nullmenge.

d. Jede Hyperebene ist eine �-Nullmenge.

e. Der Graph einer stetigen Funktion Rn ! R ist eine �-Nullmenge in Rn�1 .

28 Jede offene Teilmenge des Rn ist die disjunkte Vereinigung abzählbar vieler

beschränkter Intervalle.

29 Sei � ein Maß und N eine �-Nullmenge. Dann existiert zu jedem " > 0 auch eine

Überdeckung von N durch offene Intervalle I1; I2; .. so, dassX
kÆ1
��Ik� < ":

Schriftaufgabe

30 Eine nichtnegative stetige Funktion f : �a;b�! R ist der gleichmäßige Limes

einer steigenden Folge von nichtnegativen Treppenfunktionen.
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Ana-3 7
Ws 2018/19 23.11.18

Votieraufgaben

31 Seien �fk�; �gk� zwei monoton steigende Folgen beliebiger Funktionen auf Rn .

Dann sind auch

uk �min�fk; gk�; vk �max�fk; gk�

monoton steigende Funktionenfolgen.

32 Sei f �� u� v eine zulässige Darstellung. Gilt f Æ� 0 und I��v� <1 , so

existiert zu jedem " > 0 auch eine zulässige Darstellung

f � ũ� ṽ; I��ṽ� < ":

33 Ist f 2 C�R� nichtnegativ, so ist f �-monoton approximierbar.

34 Man konstruiere eine Familie offener Intervalle �Ik�kÆ1 in �0;1� derart, dass

I �
S
kÆ1 Ik dicht in �0;1� ist undX

kÆ1
jIkj < 1:

Dann ist die charakteristische Funktion von �0;1� Ø I nicht �-monoton

approximierbar.

35 Sei f ; g 2 Un��� . Gilt sup�I��f �; I��g�� <1 , so gilt auch I��sup�f ; g�� <1 .

Schriftaufgabe

36 Sei u : R! R stetig und nichtnegativ. Dann gilt

I��u� �
Z1
�1
u�t�dt;

wobei auf der rechten Seite das uneigentliche Cauchyintegral gemeint ist. Das

gilt auch für den Wert 1 .
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Ana-3 8
Ws 2018/19 30.11.18

Votieraufgaben

37 Allgemeines Lemma von Fatou Sei �fk� eine beliebige Folge integrierbarer

Funktionen. Existiert eine integrierbare Funktion g , so dass fk à g für alle k , so

ist auch ’ � supfk integrierbar, und es giltZ
Rn
’d� Æ lim sup

Z
Rn
fk d�:

Existiert eine integrierbare Funktion h , so dass fk Æ h für alle k , so ist auch

 � inffk integrierbar, und es giltZ
Rn
 d� à lim inf

Z
Rn
fk d�:

38 Tschebyscheffsche Ungleichung Für f 2Mn
s ��� mit f Æ 0 gilt

��ff Æ �g� à 1
�

Z
Rn
f d�; � > 0:

39 Es seien f ; g 2Mn��� . Ist f beschränkt und g integrierbar, so ist auch fg
integrierbar, und es gilt����Z

Rn
fg d�

���� à sup
Rn
jf j

Z
Rn
jgjd�:

40 Elementare Transformationsformeln Sei f 2 Ln��� . Dann giltZ
Rn
f�u� h�du �

Z
Rn
f�u�du

für alle h 2 Rn sowieZ
Rn
f�Au�du � jdetAj�1

Z
Rn
f�u�du

für A � diag�a1; .. ; an� regulär. Hinweis: Betrachte zuerst charakteristische

Funktionen von Intervallen.

Schriftaufgabe

41 Sei f 2 Ln��� mit f > 0 �-fast überall. Dann giltZ
A
f d� > 0

für jede messbare Menge A mit ��A� > 0 .
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Ana-3 9
Ws 2018/19 07.12.18

Votieraufgaben

42 Sei f : R2 ! R gegeben durch

f�u;v� � uv
u2 � v2 ; �u;v� � �0;0�;

und f�0;0� � 0 . Dann istZ
R

Z
R
f�u;v�dudv � 0 �

Z
R

Z
R
f�u;v�dv du:

Trotzdem ist f nicht integrierbar.

43 Ist f : �a;b�2 ! R stetig, so giltZ b
a

Z b
u
f�u;v�dv du �

Z b
a

Z v
a
f�u;v�dudv:

44 Sei f : R2 ! R eine C2-Funktion. Beweisen sie das Lemma von Schwarz,

�fx�y � �fy�x ;

mithilfe des Satzes von Fubini.

45 Sind I; J n-Intervalle, so ist � mit ��u;v� � �I�u� v��J�v� die

charakteristische Funktionen eines messbaren Menge A in Rn�n .

46 Sei T eine Zerlegung der Eins auf einer Menge M in Rn .

a. Ist M die Vereinigung abzählbar vieler kompakter Mengen, so ist T

höchstens abzählbar, wenn man Null-Funktionen nicht mitzählt.

b. Ist M offen und T der trivialen Überdeckung O � fMg untergeordnet, so ist

T abzählbar unendlich – also nicht endlich.

47 Sei f : �a;b�! �0;1� stetig und

Af � f�x;y� : a à x à b; 0 à y à f�x�g:

Dann ist Af messbar und ��Af � �
R b
a f .

Schriftaufgabe

48 a. Sei � � diag��1;1.. ;1� die Reflexion in der ersten Koordinate. Mit den

Voraussetzungen der Transformationformel a-?? gilt dannZ


�f �’� jdetD’jd� � �

Z
��
�

�f �’ ��� jdetD’jd�:

b. Gilt detD’ < 0 auf 
 , so folgtZ


�f �’� jdetD’jd�

�
Z
��
�

�f � �’ � ��detD�’ ���d� �
Z
’�
�

f d�

mit der bereits bewiesenen Transformationsformel für positive Determinanten.
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Ana-3 10
Ws 2018/19 14.12.18

Votieraufgaben

49 Für messbare Mengen M1 und M2 gilt

��M1�� ��M2� � ��M1 [M2�� ��M1 \M2�:

50 Bestimmen Sie das Volumen des durch Rotation von

f�x;y� : x2=a2 �y2=b2 à 1g um die x-Achse entstehenden Ellipsoids.

51 Man bestimme das Volumen des Vivianischen Körpers, der als Schnittmenge der

Einheitskugel mit dem Zylinder Z � f�x;y; z� : x2 �y2 à xg entsteht.

52 Erste Guldinsche Regel Der Körper RM entstehe durch Rotation einer

abgeschlossenen, in der rechten Halbebene liegenden abgeschlossenen Menge M
um die y-Achse. Dann gilt für sein Volumen

jRM j � 2�
Z
M
x d�2 � 2�r jMj

mit

r � 1
jMj

Z
M
x d�2;

dem Abstand des Schwerpunktes von M von der y-Achse.

Das Volumen eines Rotationskörpers ist also das Produkt aus dem Flächeninhalt

eines Meridianschnitts und der Weglänge, den sein Schwerpunkt bei einer

Umdrehung zurücklegt.

Schriftaufgabe

53 Sei f 2 Ln���� . Sind A und B �-messbare Teilmengen des Rn , so gilt����Z
A
f d� �

Z
B
f d�

���� à Z
A[B

jf jd�:
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Ana-3 11
Ws 2018/19 21.12.18

Votieraufgaben

54 Seien ! und � Differenzialformen von geradem Grad, � von beliebigem Grad.

Man berechne die äußeren Ableitungen von

a. d!^ ��!^ d� ,

b. d!^ �^ � �!^ d�^ � �!^ �^ d� .

55 Auf dem R4 seien

! � dx1 � x2 dx2; � � sinx2 dx1 ^ dx3 � cosx3 dx2 ^ dx4:

Außerdem sei ’�x1; x2; x3; x4� � �x1; x2; x3x4; x4� . Man bestimme

a. d! und d� b. � �!^ � c. ’�� d. d� und d�’��� .

56 Für ! �
P
k<l akl dxk ^ dxl ist

d! �
X

k<l<m
�akl;m � alm;k � amk;l�dxk ^ dxl ^ dxm:

57 Jedem Vektorfeld v � �v1; v2; v3� : R3 ,! R3 seien die beiden Formen

!1
v ˝ v1 dx � v2 dy � v3 dz;

!2
v ˝ v1 dy ^ dz � v2 dz ^ dx � v3 dx ^ dy

zugeordnet. Außerdem sei f : R3 ,! R eine skalare Funktion.

a. Zeigen sie, dass

df �!1
rf ;

d!1
v �!2

r�v ;

d!2
v � �r� v�dx ^ dy ^ dz:

b. Folgern sie, dass

r� �rf� � 0; r� �r� v� � 0:

c. Falls r� v � 0 auf einem sternförmigen Gebiet A , so ist v � rf mit einer

skalaren Funktion f auf A .

d. Falls r� v � 0 auf einem sternförmigen Gebiet A , so ist v � r�w mit

einem Vektorfeld w auf A .

Schriftaufgabe

58 Mit der Kugelkoordinatenabbildung ’ : �r ;’;��, �x;y; z� berechne man

a. ’� dx , ’� dy , ’� dz b. ’��dy ^ dz� c. ’� dx ^’��dy ^ dz� .
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Ana-3 12
Ws 2018/19 11.01.19

Votieraufgaben

59 a. Zeigen sie, dass es zu jeder n-Form ! � 0 eine n-Kette c gibt, so dassZ
c
! � 0:

b. Benutzen sie dies, den Satz von Stokes und @ � @ � 0 , um d�d� 0 zu zeigen.

60 Sei ’ : �0;1�n ! �0;1�n eine stetig differenzierbare Bijektion mit detD’ Æ 0
überall. Für jeden n-Würfel c und jede n-Form ! gilt dannZ

c
! �

Z
c�’
!:

61 Formulieren und beweisen sie auf elementare Weise den Satz von Stokes für

folgende Integrale.

a.
Z
@I2
f�x;y�dx b.

Z
@I3
f�x;y; z�dy ^dz c.

Z
I2
�gx � fy�dx^dy

Schriftaufgabe

62 Seien g;h : �a;b�! R stetig differenzierbar mit g à h und

N � f�u;v� : a à u à v ^ g�u� à v à h�u�g :

Für eine C1-Funktion f : N ! R verifiziere man auf elementare Weise, dassZ
@N
f du � �

Z
N
fv dudv:
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Ana-3 13
Ws 2018/19 18.01.19

Votieraufgaben

63 a. Sei M2 eine kompakte zweidimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand im R2 .

Sind die Funktionen u und v in einer Umgebung von M2 differenzierbar, so giltZ
M2
�vx �uy�d� �

Z
@M2
�udx � v dy�:

b. Ist A ein regulär berandetes Gebiet, so ist dessen Flächeninhalt

jAj � 1
2

Z
@A
�x dy �y dx�:

64 Zeigen sie, dass auf jeder orientierten 2-Mannigfaltigkeit im R3 in

differenzierbarer Weise eine äußere Normale definiert werden kann.

65 Besitzt eine Hyperfläche M im R3 eine stetige Normalenfunktion, so ist M
orientierbar.

66 Gibt es auf einer n-Mannigfaltigkeit M eine nirgends verschwindende n-Form,

so ist M orientierbar.
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Ana-3 14
Ws 2018/19 25.01.19

Votieraufgaben

67 a. Für eine n�1-Form ! auf einer kompakten n-Mannigfaltigkeit M gilt immerZ
M

d! � 0:

b. Geben sie ein nicht-kompaktes Beispiel, wo dies nicht zutrifft.

Lösung

a. Der Rand der Mannigfaltigkeit M ist leer. Mit dem Satz von Stokes gilt daherZ
M

d! �
Z
@M
! �

Z
;
! � 0:

b. Mit M � R und ! � f eine 0-Form kannZ
M

df � lim
r!1

f
���r
�r

bei geeigneter Wahl von f jeden beliebigen Wert annehmen.

68 Verallgemeinern sie den Divergenzsatz auf eine berandete n-Mannigfaltigkeit

im Rn , indem sie einem Vektorfeld F : Rn ! Rn eine geeignete n� 1-Form !F
zuordnen. Drücken sie damit den Inhalt von Sn�1 � fx 2 Rn : kxk � 1g durch

den Inhalt von Bn � fx 2 Rn : kxk à 1g aus.

Lösung

a. Einem Vektorfeld v � �v1; .. ; vn� ordne man die n� 1-Form

!n�1
v ˝

nX
i�1
��1�i�1vi dx1 ^ � � � ^ dx̂i ^ � � � ^ dxn

zu. Für n � 3 stimmt dies mit unseren früheren Definition von !3
v überein.

Dann gilt

d!n�1
v �

X
��1�i�1 @vi

@xi
dxi ^ dx1 ^ � � � ^ dx̂i ^ � � � ^ dxn

�
X
i
��1�i�1��1�i�1 @vi

@xi
dx1 ^ � � � ^ dxn

� �divv�dx1 ^ � � � ^ dxn:

Also giltZ
M

divv dV �
Z
@M
!n�1
v :

b. Das Flächenelement auf der n-Sphäre ist

dA � x1 dx2 ^ � � � ^ dxn
� ��1�1x2 dx1 ^ dx̂2 ^ � � � ^ dxn � ..

�!n�1
x ;
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denn dies ist genau die Entwicklung der n-dimensionalen Determinante nach

dem Spaltenvektor x , der im Punkt x die Normale an Sn�1 bildet. Also gilt

jSn�1j �
Z

Sn�1
!n�1
x �

Z
@Bn
!n�1
x

�
Z

Bn
d!n�1

x � n
Z

Bn
dV � n jBnj :

69 Seien M1 und M2 berandete n-Mannigfaltigkeiten im Rn mit der üblichen

Orientierung, wobei

M2 � M1 Ø @M1

und M1 ØM2 beschränkt ist. Dann giltZ
@M1

! �
Z
@M2

!

für jede geschlossene n� 1-Form ! auf M1 .

Lösung Entfernen wir aus M1 das Innere von M2 , so erhalten wir eine

kompakte Mannigfaltigkeit M mit Rand @M � @M1 � @M2 . Der Satz von Stokes

für M ergibt dannZ
@M1

!�
Z
@M2

! �
Z
@M
!

�
Z
M

d! � 0:

Das ist die Behauptung. Bemerkung: Bei diesem Argument ist es nicht nötig,

dass M1 oder M2 kompakt sind.

Schriftaufgaben

70 Man verifiziere den Divergenzsatz von Gauss für ein 3-dimensionales kompaktes

Intervall I :Z
I
divF dV �

Z
@I
hF ;nidA:

Hinweis: Man kann jeden Term @iFi dV für sich betrachten.

Ana-3 Ws 18/19 Pöschel Blatt 14 vom 25.01.19 Seite 2 von 3



Ana-3 14.3
Ws 2018/19 25.01.19

71 Zeigen sie, dass jede geschlossene Differenzialform auf S2 exakt ist.
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Votieraufgaben

72 Approximieren sie einen Zylindermantel endlichen Maßes gleichmäßig durch

Dreiecke mit Ecken auf diesem Mantel derart, dass der Gesamtflächeninhalt

dieser Dreiecke gegen unendlich strebt.

73 Sei K eine kompakte, berandete Untermannigfaltigkeit von M und ’ : @K ! N
eine differenzierbare Abbildung in eine n-Mannigfaltigkeit N .

a. Gibt es eine differenzierbare Abbildung � : K ! N mit �
��@K �’ , so giltZ

@K
’�! � 0

für jede geschlossene n� 1-Form ! auf N .

b. Sei M � Rm und N � @K . Dann gibt es keine differenzierbare Abbildung

� : K ! @K mit �
��@K � id . Man sagt, es gibt keine glatte Retraktion von K

auf @K .

74 Zweite Guldinsche Regel Der Oberflächeninhalt einer Rotationsfläche beträgt

2�rl , wobei l die Länge eines Meridianschnitts und r den Abstand seines

Schwerpunkts von der Rotationsachse bezeichnet. Hinweis: Vergleiche erste

Guldinsche Regel.

75 Für f ; g 2 Lp��� und 0 < p < 1 gilt

kf � gkpp à kfk
p
p � kgkpp ;

aber für k�kp gilt nicht die Dreiecksungleichung.

76 Minkowskische Ungleichung in Integralform Für 1 à p <1 gilt�Z ����Z f�x;y�dx
����p dy

�1=p

à
Z �Z

jf�x;y�jp dy
�1=p

dx:

Hinweis: Schätzen sie die p-te Potenz auf der linken Seite ab durch�Z
jf�x;y�jdx

�p�1 �Z
jf�x;y�jdx�

�
und höldern sie.
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