Votieraufgaben
Sind >: ¢ %uynd : °1 % pjreamorphismen, so sind

= 1. 09 . - . y 0

ebenfalls Di Ledmorphismen.

Ist *: R™," R" von der Klasse C", r £ 1, und lokal um Xxq stetig
di Cerenzierbar umkehrbar, so ist auch die lokale Umkehrfunktion = 1 von der
Klasse C'.

Sei R" beliebig, aber nicht leer, sei xg 2 , und fur f: T R" sei
- fyi
T sup JU—VJ
u v Ju vj
u;v2
Dann gilt:

a L7 f2C ;R" :f Xxg 0; f <1 isteinreeller Vektorraum.
b. definiert auf L eine Norm.

c. Mit dieser Norm ist L vollstandig.

d. Unter welchen Umstanden sind alle Funktionen in L beschrankt?

Sei :R" IR"Clmit = 0 Ound D O 0. Sei ”- definiert durch
Tex o omlToex
Dann ist

k’"kcl B1 ',k,"kBl kD,"kB1 O " ,

wobei k kg, die Supremumsnorm uber die Einheitskugel (in einer beliebigen
Norm) bezeichnet.



“So, then. ...Would that be ‘us the people’
or ‘we the people?”



Votieraufgaben

Sei R" o [ed und nicht leer, und ~ : T R" sei stetig di Lerknzierbar.
a. Ist * regulédr, soist * eine o[ede Abbildung. Das heif3t, das Bild jeder

o Ceden Menge unter ~ ist ebenfalls o [en.

b. Geben Sie ein Beispiel, dass die Regularitat von * hinreichend, aber nicht
notwendig ist.

a. Untersuchen sie die Abbildung

X;y , eXcosy;e*siny

auf Regularitat und Umkehrbarkeit. Geben Sie gegebenfalls auch die
Umkehrabbildung an.
b. Welche Abbildung erhalt man, wenn man * im Komplexen schreibt?

Untersuchen sie die Abbildung

u;v , coshucosv;sinhusinv

auf Regularitat und Umkehrbarkeit.

Schriftaufgabe

Sei R" o [en und konvex und ~ : I R" stetig di Cerknzierbar. Ist ~
regularund D* D>~ >0 auf ,soist * ein Diledmorphismusvon auf



“Seven days at sea...but thank God
no one’s seen usl”



10

11

12

13

Votieraufgaben

Zeigen sie, dass es eine Funktion = 2C1 | mit | " und * O 0 gibt,
die die Gleichung

x*2x 2x%e"* 7 x

erfullt. Bestimmen sie auRerdem =% 0 .

Sei 7 : R" ., R" stetig di Cerknzierbar mit detDf Xxg 0. Beweisen sie den
Umkehrsatz mithilfe des Satzes tber implizite Funktionen, indem sie die
Hilfsfunktion

xy fx vy
betrachten.

Beweisen sie furr die Abbildung * * von Proposition C die Lipschitzabschatzung

> 1 H . Ed H .
id —_—; id a:
\ 1 A
a. Sei R" olendund konvex und u: ¥ R C2 Gilt
Hu=>0

auf ganz , so definiert ¥ ru einen Di [edmorphismus von  auf f
b. Gilt auRerdem

Hu /£ E
aufganz miteinem > 0, so gilt auRerdem

ifx TFTyjE jx vyij; X,y 2

Schriftaufgabe
Sei R" oledund f: ¥ R" stetig di Cerknzierbar. Gilt
ifx FTyjif jx vi; xXy2 ; M

mit einem >0, so ist ¥ ein Di Cedmorphismus auf f
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“Well, that's an Interesting bit of trivia —
1 guess | do only dream in black and white”
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Votieraufgaben

a. Zisteine Mannigfaltigkeit in R.

b. Ebenso die Menge M fl=n:n £ 1g.

c. Nichtaber M® M [ fOg.

Zeichnen sie eine Auswahl typischer Niveaumengen zu
a. x* 4x? y? b. x%e X yZ2.

Welche davon sind Mannigfaltigkeiten? Welches sind die kritischen Werte?

Gegeben ist
f:RPIR fXxy x? y?2?2 2x? 2y? 1
Fir welche c 2 R ist ¥ 1 ¢ eine Mannigfaltigkeit in R??

a. Sind M und N Mannigfaltigkeiten in RP respektive R%,soist M N eine
Mannigfaltigkeit in RP RY,
b. Was ist die Dimension und Kodimensionvon M N?

Die spezielle orthogonale Gruppe
sOn fM2R"": MM I~detM 1g
ist eine wegzusammenhéngende Mannigfaltigkeit.

Schriftaufgabe

Sei M eine Mannigfaltigkeit im R" der Kodimension m. Dann existiert zu jedem
p 2 M eine Umgebung W und ein lokaler Di Cedmorphismus
W XIRM™™M RM g0 dass

= M\W R"™ f0g:

Man sagt, der Di Ledmorphismus ~ trivialisiert die Mannigfaltigkeit, da ein
Ausschnitt di Cedmorph auf einen Ausschnitt des R™ ™ abgebildet wird.



“See how the vegetation has been trampled fiat
here, Jimmy? That tells me where deer bedded down
for the night. After a while, you'll develop an eye for
these things yourself.”
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Votieraufgaben

Bestimmen sie die Extrema der Funktion
f:REIR fXxyz xyz

unter den Nebenbedingungen

a. x? y? z?2 3,

b. x y z 5undxy yz zx 8.

Bestimmen sie die Maxima der Funktion
f xy;z xy?z% X;y;z>0;
unter der Nebenbedingung x 2y 3z 6.

Welche Punkte auf der Flache z 2xy 1 liegen dem Nullpunkt am nachsten?

Zeigen Sie, dass von allen Vierecken mit gegebenen Seitenldéngen diejenigen den
grofiiten Flacheninhalt haben, deren gegenuberliegende Winkel sich zu
addieren. Anmerkung: In diesem Fall liegen die Ecken eines Vierecks auf einem
Kreis — es handelt sich um ein sogenanntes Sehnenviereck.

Schriftaufgabe

Unter den Dreiecken, deren Ecken auf dem Einheitskreis liegen, haben die
gleichseitigen Dreiecke den gréf3ten Flancheninhalt.



\V/- -

Zorg dupes the entire tribe in an incident later
known in prehistory books as “firegate.”
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Votieraufgaben

Far eine Menge R" sind folgende Aussagen aquivalent.
a. ist diskret, also abgeschlossen ohne Haufungspunkte.
b. ist abgeschlossen, und jeder Punkt in  ist ein isolierter Punkt.

c. Fur jede kompakte Menge K R" ist K\ endlich.

Eine durch eine diskrete Masseverteilung m gegebene Intervallfunktion ist
regulér.

Beweisen sie folgende Behauptungen:

Jede endliche, oder abzahlbare Menge ist eine -Nullmenge.
Insbesondere ist Q eine -Nullmenge in R.

Jedes entartete Intervall ist eine -Nullmenge.

Jede Hyperebene ist eine -Nullmenge.

Der Graph einer stetigen Funktion R™ I R ist eine -Nullmenge in R™ 1.

® a0 oop

Jede o [ene Teilmenge des R" ist die disjunkte Vereinigung abzahlbar vieler
beschrankter Intervalle.

Sei ein MalR und N eine -Nullmenge. Dann existiert zu jedem " > 0 auch eine

Uberdeckung von N durch o [efe Intervalle I1;15;.. so, dass

x
e <™
kE1L

Schriftaufgabe

Eine nichtnegative stetige Funktion f: a;b ¥ R ist der gleichmagige Limes
einer steigenden Folge von nichtnegativen Treppenfunktionen.



Everything was starting to come into focus
for Farmer MacDougal — his missing sheep,
his missing beer, and his collie, Shep, who was

getting just a little too sociable for his own good.
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Votieraufgaben
Seien fy ; gk zwei monoton steigende Folgen beliebiger Funktionen auf R".
Dann sind auch

ug min fi; gk ; Vi max Ti; gk

monoton steigende Funktionenfolgen.

Sei u Vv eine zulassige Darstellung. Gilt f £ Ound |l v <1,s0
existiert zu jedem " > 0 auch eine zulé&ssige Darstellung

f O v, 1 vV <™
Ist f 2 C R nichtnegativ, so ist ¥ -monoton approximierbar.

Manémnstruiere eine Familie o Ceder Intervalle Iy kg1 in 0;1 derart, dass
| ke Ik dichtin 0;1 istund
X
jlkj < 1:
kAL
Dann ist die charakteristische Funktion von 0;1 I nicht -monoton

approximierbar.

Sei f;g2U" .Giltsup!l f ;I g <1,sogiltauchl sup f;g <1.

Schriftaufgabe

Sei u: R T R stetig und nichtnegativ. Dann gilt
Z1
| u ut dt;
a1

wobei auf der rechten Seite das uneigentliche Cauchyintegral gemeint ist. Das
gilt auch fir den Wert 1.



Vera looked around the room. Not another
chicken anywhere. And then it struck her —
this was a hay bar.
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Votieraufgaben

Allgemeines Lemma von Fatou Sei fx eine beliebige Folge integrierbarer

Funktionen. Existiert eine integrierbare Funktion g, so dass fx g fir alle k, so

istauch = sup fi integrierbar, und es gilt
Z Z

d Elimsup ficd
RN RN

Existiert eine integrierbare Funktion h, so dass fix £ h fur alle k, so ist auch

inf fi integrierbar, und es gilt
z z

d liminf fi.d

RN RN
Tschebysche [sche Ungleichung  Fur £ 2 M7 mit £ £ 0 gilt
Z
ffFE ¢ E fd ; > 0:
Rh
Es seien f;g 2 M"™ . Ist ¥ beschrankt und g integrierbar, so ist auch fg

integrierbar, und es gilt
z Z

fgd sup jfj  jaijd
RN RN

Rn
Elementare Transformationsformeln Sei £ 2 L™ . Dann gilt
Z A
fu hdu f u du
RN R"
far alle h 2 R™ sowie
Z Z
f Au du jdetAj ' f u du
R" RN

fur A diag ai;..;an reguldr. Hinweis: Betrachte zuerst charakteristische
Funktionen von Intervallen.

Schriftaufgabe
Sei £ 20" mit £ >0 -fast Uberall. Dann gilt
Z

fd =0
A

fur jede messbare Menge A mit A >0.



“And now we'll see if it attacks its own reflection
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Votieraufgaben

Sei ¥: R? 1 R gegeben durch
uv

f u;v W; u; v 0;0 ;
und ¥ 0;0 0. Dann ist
Z 7 ZZ
f u;v dudv 0 f u;v dvdu:
R R R R

Trotzdem ist ¥ nicht integrierbar.

Ist f: a;b 21R stetig, so gilt
ZpZy ZyZ,

f u;v dvdu f u;v dudv:
a u a a

Sei f: R2 1 R eine C2Funktion. Beweisen sie das Lemma von Schwarz,
x y fy X1

mithilfe des Satzes von Fubini.

Sind I;J n-Intervalle, soist mit u;v pu v 3 v die
charakteristische Funktionen eines messbaren Menge A in R™ 7,

Sei T eine Zerlegung der Eins auf einer Menge M in R".

a. Ist M die Vereinigung abzahlbar vieler kompakter Mengen, so ist T
héchstens abzahlbar, wenn man Null-Funktionen nicht mitzahlt.

b. Ist M o[edund T der trivialen Uberdeckung O Mg untergeordnet, so ist
T abzé&hlbar unendlich - also nicht endlich.

Sei f: ajb ¥ 0;1 stetigund
Ar TXx;y ta x b0 y Fxag
R
Dann ist Af messbar und Agf ;f.

Schriftaufgabe

a. Sei diag 1;1..;1 die Reflexion in der ersten Koordinate. Mit den
Vorauss%tzungen der Transformatignformel a-2? gilt dann

f * jdetD~jd f jdetD 7 jd :
b. Gilt detD~ <0 auf |, so folgt
Z
f * jdetD”jd
Z Z
L z detD ~ d fd

mit der bereits bewiesenen Transformationsformel fir positive Determinanten.



Lassie! Go
get help! Get
help,LaSSief

My name's *
not “Lassie.

—
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Votieraufgaben

FUr messbare Mengen M; und M3 gilt
M My M1 [ My M1 \ My

Bestimmen Sie das Volumen des durch Rotation von
f x;y :x?=a’® y?=b? 1g um die x-Achse entstehenden Ellipsoids.

Man bestimme das Volumen des Vivianischen Koérpers, der als Schnittmenge der
Einheitskugel mit dem Zylinder Z f x;y;z :x? y? xg entsteht.

Erste Guldinsche Regel Der Kérper Ry entstehe durch Rotation einer
abgeschlossenen, in der rechten Halbebene liegenden abgeschlossenen Menge M
um die y-Achse. Dann gilt fur sein Volumen
z
jRMj 2 xd » 2 rij
M
mit
z

P xd o;

iMi w2
dem Abstand des Schwerpunktes von M von der y-Achse.
Das Volumen eines Rotationskdrpers ist also das Produkt aus dem Flacheninhalt
eines Meridianschnitts und der Weglange, den sein Schwerpunkt bei einer
Umdrehung zurtcklegt.

Schriftaufgabe
Sei £2L" .Sind A und B -messbare Teilmengen des R", so gilt
z z Z
fd fd jfid
A B ALB



cteﬁ&mﬁaﬁﬁ
NETLE LR
B RRAS

When the monster came, Lolq, like the
peppered moth and the arctic hare,
remained motionless and undetected
Harold, of course, was immediately devoured
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Votieraufgaben

Seien ¥ und DiLlerknzialformen von geradem Grad, von beliebigem Grad.
Man berechne die duReren Ableitungen von

a din 1 ~nd

b. dt ~ ~ EAnd ~ 1A ~d

Auf dem R* seien

T dx; Xodxo; sinXy dX; Ndxz cosXzdXs; N dxXa:
Aullerdem sei 7 Xj;Xp2;X3;X4 X1;X2; X3X4; X4 . Man bestimme
a. d¥ undd b. A~ c. ~ d d undd ~
P .
Far 1 k<] @kl dXx N dx ist
X
dn akim  A@Imk  amkil dXk N dX N dXm:
k<l<m

Jedem Vektorfeld v V1:V2:vs : R® 1 R3 seien die beiden Formen

L~vidx wvady wvzdz;
12 7vydy ~dz vpdz~Ndx  vadx N dy
zugeordnet. AuRerdem sei F: R®,! R eine skalare Funktion.
a. Zeigen sie, dass

df 1l
dej 2%
d12 r v dx~dy~dz:

b. Folgern sie, dass
r rf 0; r r Vv 0:

c. Falls r v 0 aufeinem sternférmigen Gebiet A, soist v rf miteiner
skalaren Funktion ¥ auf A.

d. Falls r v 0 auf einem sternférmigen Gebiet A,soistv r w mit
einem Vektorfeld w auf A.

Schriftaufgabe

Mit der Kugelkoordinatenabbildung ~: r; 7; . X;¥Y;z berechne man
a ~ dx, * dy, 7 dz b. = dy~™dz c. 7 dx~~* dy~"Ndz .



Koo

The livestock would gather every morning,
hoping for one of Farmer Dan'’s popular
“airplane” rides.
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Votieraufgaben
a. Zeigen sie, dass es zu jeder n-Form ¥ 0 eine n-Kette c gibt, so dass
z
r O

C

b. Benutzen sie dies, den Satz von Stokesund @ @ O,um d d O zu zeigen.

Sei 7: 0;1 "1 0;1" eine stetig di [erknzierbare Bijektion mit detD > £0

Uberall. FUr jeden n-Wuirfel ¢ und jede n-Form ¥ gilt dann
A Z

Cc Cc

Formulieren und beweisen sie auf elementare Weise den Satz von Stokes fir

folgfnde Integrale. 7 7

a. f X;y dx b. f X;y;z dy ~dz C. gx Ty dx~dy
012 013 12

Schriftaufgabe

Seien g;h: a;b ¥ R stetig di Cerknzierbar mit g h und

N fuv :a u v~gu v hug:

FUr eine C1-Funktion ¥: N ¥ R verifiziere man auf elementare Weise, dass
Z Z

fdu fydudv:
@N N



“OK, Williams, we'll vote . . . how many here say
the heart has four chambers?”
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Votieraufgaben

a. Sei M2 eine kompakte zweidimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand im RZ.
Sind die Funktionen u und v in einer Umgebung von M? di [erenzierbar, so gilt

Z Z
Vx uy d udx vdy :
M2 M2
b. Ist A ein regulér berandetes Gebiet, so ist dessen Flacheninhalt
1 Z
Al S xdy ydx:
2 @A

Zeigen sie, dass auf jeder orientierten 2-Mannigfaltigkeit im R® in
di Cerknzierbarer Weise eine &ufere Normale definiert werden kann.

Besitzt eine Hyperflache M im R2 eine stetige Normalenfunktion, so ist M
orientierbar.

Gibt es auf einer n-Mannigfaltigkeit M eine nirgends verschwindende n-Form,
so ist M orientierbar.



“Sandwiches!”
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Votieraufgaben

a. Fureinen 1-Form ¥ auf einer kompakten n-Mannigfaltigkeit M gilt immer
z
dr O
M
b. Geben sie ein nicht-kompaktes Beispiel, wo dies nicht zutri (1

a. Der Rand der Mannigfaltigkeit M ist leer. Mit dem Satz von Stokes gilt daher
z z z

dr 1 0
M om s
b. MitM Rund ' Ff eine O-Form kann
Z
df limf
rvil

M r

bei geeigneter Wahl von T jeden beliebigen Wert annehmen.

Verallgemeinern sie den Divergenzsatz auf eine berandete n-Mannigfaltigkeit
im R", indem sie einem Vektorfeld F: R™ ¥ R" eine geeignete n 1-Form ¥
zuordnen. Driicken sie damit den Inhalt von S" 1 fx 2 R": kxk 1g durch
den Inhalt von B" fx 2 R": kxk 1g aus.

a. Einem Vektorfeld v V1i;..;Vn ordne mandien 1-Form

X .
il 17 lvidx A MR N NdXxn
il
zu. Fir n 3 stimmt dies mit unseren friheren Definition von 13 {berein.
Dann gilt

dapt 101 g ndxg A AR A Adxn
i
x 17t 1tV A Aax,
; @x;
divv dx; ™ NdXn:
Also gilt
Z Z
divv dv oL
M (ELY]

b. Das Flachenelement auf der n-Sphére ist
dA Xx;dx; ™ NdXn

1 1X2dX1Ad)’(\2A ’\an

1.

gn
= x ’
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denn dies ist genau die Entwicklung der n-dimensionalen Determinante nach
dem Spaltenvektor x, der im Punkt x die Normale an S™ 1 bildet. Also gilt
z z
st i L
sn 1 Z@Bn Z

di?l n dv njB"j:
Bn Bn

1 |n1
=X

Seien M1 und My berandete n-Mannigfaltigkeiten im R™ mit der Ublichen
Orientierung, wobei

Mz M1 @Mg

und M1 M3 beschrénkt ist. Dann gilt
Z Z

@My @Mz
fur jede geschlossene n 1-Form ¥ auf M;.

Entfernen wir aus M1 das Innere von My, so erhalten wir eine
kompakte Mannigfaltigkeit M mit Rand @M @M; @M. Der Satz von Stokes

fur M ergibt dann
Z Z Z

@My @Mz Z@M

Das ist die Behauptung. Bemerkung: Bei diesem Argument ist es nicht nétig,
dass M; oder M» kompakt sind.

Schriftaufgaben

Man verifiziere den Divergenzsatz von Gauss fur ein 3-dimensionales kompaktes

Intervall I:
Z Z

divF dVv hF;ni dA:
| ol

Hinweis: Man kann jeden Term @;F; dV fir sich betrachten.



71 Zeigen sie, dass jede geschlossene Di [erenzialform auf S? exakt ist.

Lo

JTAMIAG
edIquTe

N

JENT T

“For crying out loud, gentlemen! That's
us! Someone’s installed the one-way
mirror in backward!”
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Votieraufgaben

Approximieren sie einen Zylindermantel endlichen MaRes gleichmaRig durch
Dreiecke mit Ecken auf diesem Mantel derart, dass der Gesamtflacheninhalt
dieser Dreiecke gegen unendlich strebt.

Sei K eine kompakte, berandete Untermannigfaltigkeit von M und ”: @K ¥ N
eine di Lerkénzierbare Abbildung in eine n-Mannigfaltigkeit N .

a. Gibt es eine di Cerknzierbare Abbildung : K I N mit @K 7 ,sogilt
Z

1 0
oK

fur jede geschlossene n 1-Form ¥ auf N.

b. SeiM R™und N @K. Dann gibt es keine di Lerknzierbare Abbildung
K T @K mit @K id. Man sagt, es gibt keine glatte Retraktion von K

auf K.

Zweite Guldinsche Regel Der Oberflacheninhalt einer Rotationsflache betragt
2 rl, wobei I die Lange eines Meridianschnitts und r den Abstand seines
Schwerpunkts von der Rotationsachse bezeichnet. Hinweis: Vergleiche erste
Guldinsche Regel.

Fur f;g 2 LP und 0 <p <1 gilt
kF gkg kfkg kgkb ;
aber fur k kp gilt nicht die Dreiecksungleichung.
Minkowskische Ungleichung in Integralform Fur 1 p < 1 gilt

Z Z p 1:p Z Z 1:p

f x;y dx dy if x;y jPdy dx:
Hinweis: Schéatzen sie die p-te Potenz auf der linken Seite ab durch
Z b1 Z
T Xjy jdx T xjy jdx

und holdern sie.



“‘You have a small capacity for reason, some
basic tool-making skills, and the use of a few
simple words.’ . . . Yep. That's you.”



