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– In allen Aufgaben sind alle Schritte zu begründen.
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h4i Aufgabe 1
Untersuchen Sie, welche der folgenden 1-Formen geschlossen, welche exakt sind.
Geben Sie im zweiten Fall eine Stammfunktion an.

a. x dx + y dy . b. y dx � x dy .
c. y dx + x dy . d. yz dx + xz dy + xy dz .

Ò.Ò a. Geschlossen, Stammfunktion (x2 + y2)/2 .
b. Nicht geschlossen, denn d(y dx � x dy) = �2 dx ^ dy î 0 .
c. Geschlossen, Stammfunktion xy .
d. Geschlossen, Stammfunktion xyz . /

h5i Aufgabe 2
Sei v = (v1, v2, v3) : R3 ! R3 ein differenzierbares Vektorfeld.
a. Definieren Sie r • v und r ⇥ v .
b. Geben Sie eine notwendige und hinreichende Bedingung an das Vektorfeld v
dafür an, dass

! = v1 dx1 + v2 dx2 + v3 dx3

geschlossen ist.
c. Zeigen Sie, dass unter dieser Bedingung v ein Gradientenfeld ist — dass es
also eine stetig differenzierbare Funktion ' : R3 ! R gibt, so dass

v = r�.

Ò.Ò a. Es ist r • v = @1v1 + @2v2 + @3v3 und

r ⇥ v = (@2v3 � @3v2, @3v1 � @1v3, @1v2 � @2v1)>.

b. Notwendig ist, dass ! geschlossen ist, also d! = 0 gilt. Mit den
Rechenregeln für die äußere Ableitung ist dies gleichbedeutend mit r ⇥ v = 0 .
Hinreichend ist die Bedingung, dass d! geschlossen auf einem einfach
zusammenhängenden Gebiet ist.
c. Der R3 ist einfach zusammenhängend. Ist also ! geschlossen, so gibt es
also eine 0-Form ↵ auf R3 derart, dass d↵ = ! . Eine 0-Form ist aber eine
Funktion. Es gibt also eine differenzierbare Funktion ' : R3 ! R , so dass

d' = @1' dx1 + @2' dx2 + @3' dx3 = ! = v1 dx1 + v2 dx2 + v3 dx3.

Somit ist

r' = v. /
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h4i Aufgabe 3
Zeigen Sie, dass es ein " > 0 und eine C1-Funktion f : (1 � ", 1 + ") ! R mit
f (1) = 1 gibt, die die Gleichung

t
f (t)

+ log f (t)
t

= f (t) (†)

erfüllt. Bestimmen Sie außerdem f 0(1) .

Ò.Ò Die Funktion

F(t, x) = t
x

+ log x
t

� x

ist stetig differenzierbar in einer Umgebung des Punktes (1, 1) 2 R2 , und es gilt

F(1, 1) = 0, Fx(1, 1) =
✓

� t
x2 + 1

xt
� 1

◆����
(1,1)

= �1 î 0.

Also ist der Satz über implizite Funktionen anwendbar, und es gibt ein " > 0
und eine Funktion f : (1 � ", 1 + ") ! R mit f (1) = 1 und

F(t, f (t)) = 0, (‡)

was der Gleichung (†) entspricht. Die Ableitung erhält man durch Differenzieren
von (‡):

0 = Ft(1, 1) + Fx(1, 1)f 0(1) = 1 � f 0(1)

ergibt f 0(1) = 1 . /

h4i Aufgabe 4
Die Folge (fk) konvergiere schwach in L2(Rn, µ) gegen f – das heißt, es gilt

Z
fkg dµ !

Z
f g dµ, g 2 L2.

Außerdem gelte

kfkk2 ! kf k2 .

Dann konvergiert (fk) auch in L2 gegen f . Zeigen Sie durch ein Gegenbeispiel,
dass die zweite Bedingung hierfür notwendig ist.

Ò.Ò Es ist

kfk � f k2
2 =

Z
(fk � f )2 = kfkk2

2 � 2
Z

ffk + kf k2 .

Aufgrund der schwachen Konvergenz gilt
R

ffk !
R

f 2 = kf k2
2 . Zusammen mit

kfkk2
2 ! kf k2

2 erhalten wir

kfk � f k2
2 ! kf k2

2 � 2 kf k2
2 + kf k2

2 = 0.
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Die Normbedinung ist hierbei notwendig. Denn im Raum `2(N) konvergieren die
Einheitsvektoren en schwach gegen 0 , da für jede Folge x 2 `2(N)

hx,eni = xn ! 0.

Wegen kenk = 1 für alle n konvergieren sie aber nicht stark gegen 0 . /

h4i Aufgabe 5
Sei A ⇢ Rn messbar mit µ(A) = 1 . Ferner seien f und g positive messbare
Funktionen auf A mit f g · 1 . Dann gilt

Z

A
f dµ

Z

A
g dµ · 1.

Ò.Ò Mit f g · 1 ist auch
q

f g · 1 , und für nichtnegative Funktionen h giltp
h2 = h . Mit µ(A) = 1 und Hölder folgt daher

1 =
Z

A
1 dµ ‡

Z

A

q
f g dµ ‡

✓Z

A
f dµ

◆1/2 ✓Z

A
g dµ

◆1/2
.

Dies gilt auch für den Fall, dass eines dieser Integrale unbeschränkt ist.
Quadrieren ergibt die Behauptung. /

h4i Aufgabe 6
Gegeben ist

f : R2 ! R, f (x, y) = (x2 + y2)2 � 2x2 + 2y2 + 1.

Für welche c · 0 ist f �1(c) eine
a. 1-dimensionale,
b. 2-dimensionale Mannigfaltigkeit in R2 ?
Natürlich mit Begründung.

Ò.Ò a. Es ist

f (x, y) = (x2 + y2 � 1)2 + 4y2,

somit nimmt f alle Werte in [0,1) an. Kritische Punkte sind (�1, 0) , (0, 0) und
(1, 0) , die zugehörigen kritischen Werte sind 0 und 1 . Allerdings besteht
f �1(0) aus zwei isolierten absoluten Minimalstellen, bildet also eine
Mannigfaltigkeit der Dimension 0 , und nur f �1(1) ist keine Mannigfaltigkeit.
Somit ist f �1(c) für c 2 [0,1) [ (1,1) eine Mannigfaltigkeit. /
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h4i Aufgabe 7
a. Bestimmen sie mittels der Parametrisierung

� :

0
BB@

r
'
✓

1
CCA ,

0
BB@

r cos ' sin ✓
r sin ' sin ✓

r cos ✓

1
CCA

das Volumen der Kugel Ba =
�

x 2 R3 : kxk ‡ a
 

.
Hinweis: Die Jacobideterminante von � ist r 2 sin ✓ .
b. Bestimmen sie mittels einer geeigneten linearen Transformation hiermit auch
das Volumen des Ellipsoids

E :
x2

a2 + y2

b2 + z2

c2 ‡ 1, a, b, c > 0.

Ò.Ò a. Aufgrund der Transformationsformel ist

|Ba| =
Z

Ba
dV =

Z

[0,a]⇥[0,2⇡]⇥[�⇡/2,⇡/2]
r 2 sin ✓ d✓ d' dr

= 2⇡
Z a

0
r 2 dr

Z ⇡/2

�⇡/2
sin ✓ d✓

= 2⇡ · a3

3
·2 = 4⇡a3/3.

b. Die lineare Abbildung T : (x, y, z) , (ax, by, cz) bildetdie Kugel B1

diffeomorph auf E ab. Also gilt

|E| =
Z

E
dV =

Z

B1
|det T | dV = abc

Z

B1
dV = 4⇡

3
abc. /

h5i Aufgabe 8
Gegeben sind die Funktion

f : R3 ! R, f (x, y, z) = x + y � z

und die Menge

M =
�

(x, y, z) 2 R3 : 2x2 + 4y2 = 11 ^ 4x = 3z
 

.

a. Zeigen sie, dass M abgeschlossen und beschränkt ist, also kompakt.
b. Begründen sie, warum f auf M ein Minimum und ein Maximum besitzt.
c. Bestimmen sie diese Extremalstellen mit der Methode der
Lagrangemultiplikatoren.
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Ò.Ò a. Aufgrund der ersten Bedingung ist zum Beispiel |x| ‡ 3 und |y| ‡ 2 .
Aus der zweiten Bedingung folgt dann auch noch |z| ‡ 4 |x| /3 ‡ 4 . Also ist M
beschränkt. Die Menge M ist abgeschlossen, da sie der Durchschnitt der
Niveaumengen zweier stetiger Funktionen ist.
b. Jede stetige reelle Funktion nimmt aufeiner kompakten Menge ihr Minimum
und ihr Maximum an.
c. Schreiben wir die Nebenbedingungen in der Form 2x2 + 4y2 � 11 = 0 und
4x � 3z = 0 , so ist aufgrund der Lagrangeschen Multiplikatormethode folgendes
Gleichungssystem zu lösen:

1 = 4�x + 4µ,

1 = 8�y,

�1 = �3µ

11 = 2x2 + 4y2,

4x = 3z.

Etwas Rechnen liefert für (x, y, z) die zwei Lösungen p1 = (1, � 3
2 , 4

3 ) und
p2 = �p1 . Wegen

f (p1) = �11
6

, f (p2) = 11
6

liegt bei p1 das Minimum, bei p2 das Maximum. /
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