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— Es gibt 8 Aufgaben. Die jeweilige Punktzahl steht am linken Rand.

— Die Maximalpunktzahl ist 34. Zum Bestehen der Klausur sind 14 Punkte
hinreichend.

— Die Bearbeitungszeit betragt 120 Minuten.

— Es sind keine Hilfsmittel zugelassen.

— In allen Aufgaben sind alle Schritte zu begriinden.

— Verwenden Sie pro Aufgabe jeweils ein neues Blatt.

— Abgaben mit Bleistift oder Rotstift sind nicht zulassig.

— Tragen Sie bitte Namen, Matrikelnummer sowie Namen lhres Tutors ein.

Name M-Nr Tutor




@z Aufgabe 1
Untersuchen Sie, welche der folgenden 1-Formen geschlossen, welche exakt sind.
Geben Sie im zweiten Fall eine Stammfunktion an.
a. xdx+ydy. b. ydx—xdy.
c. ydx+xdy. d. yzdx+xzdy +xydz.
a. Geschlossen, Stammfunktion (x? +y?2)/2.
b. Nicht geschlossen, denn d(y dx —xdy) = —2dx [d¥ #0.
Geschlossen, Stammfunktion Xy .
Geschlossen, Stammfunktion xXyz.

w0 Aufgabe 2
Sei v = (v1,V2,Vv3): R® = R® ein di [erknzierbares Vektorfeld.
a. Definieren Sie =¥ und XV .
b. Geben Sie eine notwendige und hinreichende Bedingung an das Vektorfeld v
daflr an, dass

W =Vv;dX; +VvodxX; +Vvszdxsz

geschlossen ist.
c. Zeigen Sie, dass unter dieser Bedingung v ein Gradientenfeld ist — dass es
also eine stetig di [erenzierbare Funktion ¢ : R® - R gibt, so dass

v = Lol
a. Esist =¥ =0;1Vv; + 0,2V, +03Vv3 und
= (62V3 - 63V2, 63V1 - 61V3, 61V2 - 02V1) :I

b. Notwendig ist, dass w geschlossen ist, also dw = 0 gilt. Mit den
Rechenregeln fur die duRere Ableitung ist dies gleichbedeutend mit =0.
Hinreichend ist die Bedingung, dass dw geschlossen auf einem einfach
zusammenhangenden Gebiet ist.

c. Der R® ist einfach zusammenhé&ngend. Ist also w geschlossen, so gibt es
also eine O-Form a auf R® derart, dass da = w. Eine 0-Form ist aber eine
Funktion. Es gibt also eine di [erenzierbare Funktion ¢: R® - R, so dass

d¢0 = 61¢ dxq, + 62(‘) dx, + 63(1) dx3z = w =v;dx; +VvodXs + vz dXs.
Somit ist

ChpEvV.
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Aufgabe 3
Zeigen Sie, dass es ein € > 0 und eine C!-Funktion f: (1 —¢,1+¢) -~ R mit
(1) =1 gibt, die die Gleichung

t . log F(t)

— =f(t
o ® (1)
erfillt. Bestimmen Sie auBerdem F(1).
Die Funktion
t logx
Ft,x)=—+ —— —
t.x) =2 t
ist stetig di [erénzierbar in einer Umgebung des Punktes (1,1) CRF, und es gilt
1
t 1
F(1,1) =0, Fx(1,1)= ——+—-1 =—-1#0.
@1 W= —pr T B

Also ist der Satz Uber implizite Funktionen anwendbar, und es gibt ein € >0
und eine Funktion f: (1—¢,1+¢) - R mit f(1) =1 und

F(t,f(t)) =0, c)

was der Gleichung (1) entspricht. Die Ableitung erhalt man durch Di Lerknzieren
von (%):

0="Fe(1,1) +Fy(1,1)F1) =1 - F1)
ergibt 1) =1.

Aufgabe 4
Die FOIgeE(Ifk) konveE]Iiere schwach in L2(R™, n) gegen F — das heiRt, es gilt

fkgdp - fgdp, g [CI4.
AulRerdem gelte

(Fi 1 [(FI,]
Dann konvergiert (fx) auch in L2 gegen f. Zeigen Sie durch ein Gegenbeispiel,
dass die zweite Bedingung hierfur notwendig ist.

Es ist - I

M-fhE (f—F)2=MBE2 R+ F]

. . .
Aufgrund der schwachen Konvergenz gilt ff, -~ 2= I]]Ezzil Zusammen mit
T} @H Ijilligz__lerhalten wir

OFl — f 1. [FIG+ 2 (FIa# (Fiak= 0.
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Die Normbedinung ist hierbei notwendig. Denn im Raum [2{N) konvergieren die
Einheitsvektoren e, schwach gegen 0, da fiir jede Folge x [T4(N)

X,en[F xn - 0.

Wegen [ej} [Z 1 fur alle n konvergieren sie aber nicht stark gegen O.

Aufgabe 5
Sei A [CRI" messbar mit p(A) = 1. Ferner seien ¥ und g positive messbare

Funktionen auf A mit fg [I1Dann gilt
(- 1

fdyu gdp CII
A A

1
Mit fg [Listauch fg [IJund fir nichtnegative Funktionen h gilt

'h2 = h. Mit u(A) = 1 und Holder folgt daher
- Cr [N Ny P07 3 I W L R P
1= 1dp 1 fgdp C1 fdp gdp .
A A A A

Dies gilt auch fiur den Fall, dass eines dieser Integrale unbeschrankt ist.
Quadrieren ergibt die Behauptung.

Aufgabe 6
Gegeben ist

f: RP.OR, F(X,y)=(x?+y??2—2x2+2y?+1.

Fir welche ¢ [Cist £71(c) eine

a. l-dimensionale,

b. 2-dimensionale Mannigfaltigkeit in R??
Nattrlich mit Begriindung.

a. Esist
f(x,y)=X*+y?—1)? +4y?

somit nimmt f alle Werte in [0, ) an. Kritische Punkte sind (—1,0), (0,0) und
(1,0), die zugehdrigen kritischen Werte sind 0 und 1. Allerdings besteht
£71(0) aus zwei isolierten absoluten Minimalstellen, bildet also eine
Mannigfaltigkeit der Dimension 0, und nur £1(1) ist keine Mannigfaltigkeit.
Somit ist ¥~1(c) fur ¢ [J0,1) [, ) eine Mannigfaltigkeit.



1 Aufgabe 7

a. Bestimmen sie mittels der Parametrisierung
1101

oscbsme
o Fallrbingno
r coso

1 1
das Volumen der Kugel B, = x [RP: XICILal.

Hinweis: Die Jacobideterminante von & ist r2sin®.
b. Bestimmen sie mittels einer geeigneten linearen Transformation hiermit auch
das Volumen des Ellipsoids

x2 y? 22

E¥+§+C72I:L—J a,b,c>0.

a. Aufgrund der Transformationsformel ist
1

Bal= dv = r’sin6dedgdr
Ba [0,a]x[0,21]<[-Tt/2,11/2]

Ll Lol

=2n r2dr sin®de
0 —n/2

a3
=27m- 3-2 = 4mad/3.

b. Die lineare Abbildung T: (X,y,z) [(ax,by,cz) bildetdie Kugel B;

di Cedmorph auf E ab. Also gilt
(I 1 (I an

|IE|= dV = |detT|dV = abc dVv = —abec.
E B 3

1 B1

=1 Aufgabe 8
Gegeben sind die Funktion

f: RE.R, f(x,V,z)=x+y—z
und die Menge
1 1
M= (X,y,z) [RF: 2x? +4y? =11 [4% = 3z

a. Zeigen sie, dass M abgeschlossen und beschrankt ist, also kompakt.

b. Begrunden sie, warum f auf M ein Minimum und ein Maximum besitzt.
c. Bestimmen sie diese Extremalstellen mit der Methode der
Lagrangemultiplikatoren.



a. Aufgrund der ersten Bedingung ist zum Beispiel |[x| Z3Jund |y | 21
Aus der zweiten Bedingung folgt dann auch noch |z| C4]x|/3 [C41Also ist M
beschrankt. Die Menge M ist abgeschlossen, da sie der Durchschnitt der
Niveaumengen zweier stetiger Funktionen ist.

b. Jede stetige reelle Funktion nimmt aufeiner kompakten Menge ihr Minimum
und ihr Maximum an.

c. Schreiben wir die Nebenbedingungen in der Form 2x? + 4y? — 11 = 0 und
4x — 3z = 0, so ist aufgrund der Lagrangeschen Multiplikatormethode folgendes
Gleichungssystem zu l6sen:

1 =4AX + 4y,
1=38Ay,
—1=-3u
11 = 2x2 + 4y/?,
4x = 3z.

Etwas Rechnen liefert fir (x,y, z) die zwei Lésungen p; = (1, —%, %) und
p2 = —p1. Wegen

11 11
f(pl)z—g. f(pz)zg

liegt bei p1 das Minimum, bei p, das Maximum.



“Always keep label up, Dag



