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1.1. Wir betrachten die Funktion f : R? — R? : (u,v) — (u? — v%, 2uv).

Ist f lokal injektiv?

Ist flr2{(0,0)} lokal injektiv?

Ist flr2.{(0,0)} €in Diffeomorphismus auf sein Bild?

Sei @ ={(u,v) €ER?: u,v >0, 1 <u?+0v2<4}.
Skizzieren Sie €.

Berechnen und skizzieren Sie die Teilmenge f(Q2) C R2.

(e) Ist f|q ein Diffeomorphismus auf sein Bild? Kann man die Umkehrfunktion angeben?

(f) Kann man nach Identifikation R? = C die Funktion f als holomorphe Funktion auffassen?

1.2. (a) Gibtesein n > 1 und eine bijektive C!-Abbildung f : R® — R", die kein Diffeomorphismus
ist?

(b) Gibt es ein solches f, fiir welches die Umkehrabbildung f~! stetig ist?

1.3. Sei p : R2 = R? : (2,y) — (v — 9%,y — 22).
Wir schreiben ¢ = ¢ —id.
(a) Bestimmen Sie Dy und Dg. Ist Dp(0) = Id?
(b) Bestimmen Sie ein r > 0 mit [Q]g, () < 1. Hinweis: Lemma 19.7.

(c) Wir schreiben B = B,(0) und B’ = B, /5(0).
Fiir eine stetige Abbildung w : B' — B mit w(0) = 0 und [w]p < 1/2 schreiben wir

Tw = —¢o (id+w) .

Sei wg = 0. Sei wi11 = Twy fiir k= 0.
Bestimmen Sie wy, we und ws .
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2.1. Sei K :={(2,y) eR? : P +y=a3 -z}

(a) Fiir welche (xg,yo) € K gibt es eine Umgebung U von z , eine Umgebung V' von yp und
eine C!-Abbildung v : U — V mit

KnUxV) = {(u,v(u) :ueclU}?

(b) Fiir welche (zg,y0) € K gibt es eine Umgebung U von zg, eine Umgebung V' von yo und
eine C'-Abbildung v : V — U mit

KnUxV) = {(u(v),v) :veV}?

(c) Man bestimme die Tangenten an K in (—1,0), in (0,0) und in (1,0).

(d) Fiir zp < 0 bestimme man ein ¢ > 0, fiir welches der Schnitt von K und der Strecke von
(z0, o) nach (xg — €, xo + €) nicht leer ist.

(e) Skizzieren Sie K, soweit dies anhand von (c¢) und (d) moglich ist.

2.2. Gibt es eine Umgebung U von (1,1) in R2, eine Umgebung W von (1,1) in R? und eine
Cl-Abbildung f : U — W, fiir welche

{((u,v), (w,x)) €e U x W : wowz =1, uvw + 2uvzr + uvwz +vwz =5}
= {((u,v), f(u,v)) : (u,v) €U}

ist?

2.3. Sei k > 0. Fiir eine C2-Abbildung 2 : R — R?, ¢ + z(t) = (z(t),y(t)) gelte folgende Differential-
gleichung fiir t € R.

St p(6) = k0 + y(t7) P w(e), y(1)

Diese beschreibt die Bewegung eines Massepunktes in einem Gravitationsfeld mit festem Zen-
trum im Ursprung.

(a) Man schreibe diese Differentialgleichung in Polarkoordinaten.

(b) Man verwende (a), um kreisformige Losungen der Differentialgleichung zu bestimmen.

2.4. Man verallgemeinere Kugelkoordinaten auf R* und diskutiere die resultierende Abbildung
K :[0,00) x R® — R* auf Surjektivitit und lokale Injektivitit.
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3.1. (a) Seien m, n > 1. Sei f:R™ x R® — R": (u,v) — f(u,v) eine C'-Funktion.
Sei (ug,vp) € R™ x R™ gegeben mit f(ug,vg) = 0 und det f,(ug, vg) # 0.
Seien ug € U € R™ und vy € V C R™ Umgebungen und ¢ : U — V eine C'-Funktion mit
det fy(u,v) # 0 fir (u,v) € U x V und

{(u,v) eU XV : fu,v) =0} ={(u,p(u) :ueclU}.

Man bestimme die Jacobimatrix von ¢ unter Verwendung der Jacobimatrix von f.

(b) Seinun f:R3 = R: (z,y,2) > exp(z +y +2) + 22 +y? + 22 — exp(2) — 2.
Man verifiziere die Existenz von Umgebungen (1,1) € U C R? und 0 € V C R und einer
C!-Funktion ¢ : U — V mit

M = {(z,y,2) €U XV : f(2,y,2) =0} = {(2,9,0(z,y)) : (z,y) €U}.

Man bestimme den Gradienten V. Man bestimme die Tangentialebene an M in (1,1,0).

3.2. Wir betrachten die Kurve
K = {(z,y) eR* : 2® +ay +¢y*> =4}.

(a) Skizzieren Sie K. Ist K eine Mannigfaltigkeit?

(b) Sei (zg,y0) = (2,—2). Man verifiziere die Existenz von Umgebungen xy € U C R und
yo € V C R und einer C*-Funktion ¢ : U — V mit KN (U x V) ={(z,¢(z)) : 2 €U }.

(c) Bestimmen Sie /(). Ist ¢ eine C2-Funktion?
d) Bestimmen Sie den Kriimmungsradius |(1 + ¢/ (2)2)3/2/¢" (z)] fiir = 2.
14

(e) Ergénzen Sie den Kriimmungskreis an der Stelle (2, —2) in der Skizze.

3.3. Sei V:R — R : z + 10cos(x). Man bestimme im Phasenportrait von & = —V’(z) zeichnerisch
Kurven K;, K5 und K3 unter Beachtung der folgenden Bedingungen.

Es ist K7 eine geschlossene Kurve.

(a
(b

)
) Es durchlduft Ky einen kritischen Punkt der Gesamtenergie.
c) BEsist K3 unbeschrankt und durchlauft keinen kritischen Punkt der Gesamtenergie.
Es ist K beschrinkt und durchlauft kei kritischen Punkt der G i
)

(d) Man zeichne auch die Spiegelbilder von K, Ko und K3 an der z-Achse in das Phasen-
portrait mit ein.
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4.1. Sei f:R? = R: (z,y) — zy>.
Sei g:R? 5 R: (z,y) = 2%+ y*> — 1. Sei K = g~ 1(0).
(a) Skizzieren Sie den Graphen von f|x .
(b) Bestimmen Sie die kritischen Punkte von f|x mittels Lagrange.
(c) Bestimmen Sie die globalen Extremstellen von f|x mittels Lagrange.
(d) Bestimmen Sie die lokalen Extremstellen von f|x mitttels Lagrange.
)

(e) Man lsse (b), (c), (d) mittels Parametrisierung von K.

4.2. Wir betrachten eine quaderférmige Kiste ohne Deckel mit den Grundseitenldngen a und b und
der Hohe ¢, wobei (a,b,c) € R>g X Ry X Rxg .

Das Volumen der Kiste ist V(a, b, c) = abc.
Die Oberfléche der Kiste ist F'(a,b,c) = ab + 2bc + 2ac.

Unter der Nebenbedingung F'(a,b,c) = 1 maximiere man das Volumen der Kiste.

4.3. Sei g C R? die Gerade durch die Punkte (0,0,0) und (1,1,1).
Sei h C R3 die Gerade durch die Punkte (0, 1,0) und (0,0, 1).

(a) Man bestimme den minimalen Abstand zweier Punkte P, Q € R3 unter den Nebenbedin-
gungen P € g und ) € h mittels Lagrange.
Hinweis: Quadrat des Abstandes minimieren.

(b) Man bestimme den minimalen Abstand zweier Punkte P € g und @) € h mittels Parame-
trisierungen von g und h.

(c¢) Seien Pupin € g und Qumin € h die Punkte, bei denen der Abstand von Ppi, und Qmin
minimal wird. Sei k die Gerade durch Py, und Qumin.
Man iiberpriife, ob k orthogonal ist zu g und h.
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5.1. Fiir ein Intervall I C R sei (1) := card(Z=o N I).

Fiir eine Folge a = (ay)n>0 reeller Zahlen sei

a, falls x € Z>g

farR=>R:x — { 0 sonst.

(a) Sei ap >0 fiir n > 0. Man zeige f, € ML(u) und

/fad,u = Zan.

n=0

(b) Man finde eine Folge reeller Zahlen (an)n>0 mit fo € M*(pn) ~ Mi(p) und mit Y-, - an,
konvergent.

5.2. Sei
712 -1 falls z € (0,1]
fiR=>RU{0}:z—~ < oo falls 2 = 0
0 sonst.

(a) Esist f € U'(\1), i.e. es ist f monoton approximierbar.
(b) Esist Iy, (f) < oc.

5.3. Der Graph der Funktion
f:Rso— R:z—sin(l/x)

ist eine Ao-Nullmenge.

5.4. Man finde eine Intervallfunktion, die additiv, monoton, aber nicht regulér ist.
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6.1. Sein > 1. Sei p ein Mafl auf J".

Sei I C R ein offenes nichtleeres Intervall. Sei f : I x R" — R : (t,z) — f(¢,x) eine Funktion,
fiir welche f; : R"™ = R:z+— fi(x) := f(t,x) in M™(u) liegt fiir ¢t € I.

(a) Sei I — R:t+— f(t,z) stetig fiir x € R™ bis auf eine p-Nullmenge.
Sei g : R™ — R existent mit g € £"(p) und | f;| <, g fiir t € 1.
Dann ist f; integrierbar fiir ¢ € I. Ferner ist

F:I—->R:tw— F(t):= fedu
Rn
stetig.
(b) Gebe es ein a € I, fiir welches f, € L£"(n) liegt.
Sei f{(z) := (0sf(s,x))|s=t existent fiir t € I und = € R™.
Sei g : R™ — R existent mit g € £™(p) und |f{]| <, g fir t € I.
Dann ist f; integrierbar fiir ¢ € I. Ferner ist
F:I—-R:t— F(t):= fedp
RTL
differenzierbar, wobei

F) = [ fldp
Rn

firt e 1.

6.2. (a) Wir kénnen I': (1,00) = R: ¢t = [z~ 'e "dz definieren.
Es ist I' differenzierbar mit I"(¢) = [;° In(z)z' te *da.
(b) Seig:R — R in £Y(A!). Sei v : R — R: 2+ v(z) := zg(x) auch in L1(A\1).
Die Fouriertransformierte von g sei

Gg:R=>C:t—g(t) = / g(x)e " dz .
R

Dann ist § existent und stetig differenzierbar mit
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7.1. Wir betrachten die Funktion

332 _ y2 )
f: R2 SR - (m,y) N m falls (x,y) e R~ {(0,0)}
0 falls (x,y) = (0,0)

0 x
Esist — | ——5—— | = fi R, aufler bei .
(a) Esis 5 < = +y2> f(z,y) fur y € R, auBer bei (0,0)

11
(b) Man zeige / / f(z,y)dedy = —7/4.
°
Man folgere / / flz,y)dyde = /4.
0o Jo

(c) Man zeige / | f]dA\a = 0.
[0,1]%[0,1]

(d) Sei f:=f-xou2-Ist f € L2N)?

7.2.
400 ptoo 9 o
(a) Man berechne / / e~ @Yy dy mittels Polarkoordinaten.
—0o0 —0o0

+o0o
(b) Man berechne / e~"dax unter Verwendung von (a).

—00

7.3. Firn > 1sei D" :={x e R": ||z|| < 1}.

(a) Man bestimme das Volumen von D? mittels Integral einer konstanten Funktion iiber den Bereich
D2,

(b) Man bestimme das Volumen von D? mittels Integral einer geeigneten Funktion iiber den Bereich
D? ohne Verwendung von Polarkoordinaten.

(c) Man bestimme das Volumen von D3 mittels Integral einer geeigneten Funktion iiber den Bereich
D? mit Verwendung von Polarkoordinaten.

(d) Man bestimme das Volumen von D? mittels Kugelkoordinaten.

(e) Man bestimme das Volumen von D* mittels verallgemeinerter Kugelkoordinaten; cf. Losung zu
Aufgabe 2.4.

uenzer@mathematik.uni-stuttgart.de david.mitrouskas@mathematik.uni-stuttgart.de
k Omathematik.uni-stuttgart.de david.mit kas@mathematik.uni-stuttg d
poschel@mathematik.uni-stuttgart.de



Prof. Dr. Jiirgen Poschel

Matthias Kiinzer

David Mitrouskas

FB Mathematik, Universitidt Stuttgart Woche: 18. Dezember 2018

8.1.

8.2.

8.3.

8.4.

Analysis III — Vortragsiibung 8

Sein > 1.
Seien ¢ : R™ — R™ und ¢ : R" — R" Diffeomorphismen mit det(D1) > 0 und det(D¢p) > 0.
Sei 29 € R". Man zeige det (D(p o ¥)(w0)) = det (D (¢(w0))) - det (De(zg)) auf zwei Weisen.

(a) Mittels Kettenregel.

(b) Mittels Transformationsformel.

Man finde eine stetige Abbildung C : [0,1] — R?*2 mit folgenden Eigenschaften.

(1) Esist C(0) = (,(1] %)
(2) Esist C(1) = (§9).
(3) Es ist det(C(t)) monoton fallend in ¢ € [0, 1].

Seip:R—>R:z+— x/2. Sei U =(0,2) CR.

Man finde eine stetig differenzierbare Funktion ¢ : R — R mit ¢|U = o, mit ¢(U) Np(U°) = ()
und mit ¢|I¢ = idg fiir ein hinreichend grofies Intervall I.

Man zeige.

(a) Sei ¢ : R — R? eine stetig differenzierbare Abbildung.
Dann ist ¢(R) C R? eine \o-Nullmenge.
(b) Es gibt keine surjektive stetig differenzierbare Abbildung von R nach R2,
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Sei V' ein R-Vektorraum mit Basis (v1, va,v3). Sei (¢1, @2, p3) die dazu duale Basis von V*.
Sei A = (am)m € R3%3,
Sei f: V=V v — Z?:l a;;vj die durch A gegebene lineare Abbildung, wobei 1 <14 < 3.
Sel 1 1= @2 A w3, Y2 1= @3 A1 und Y3 1= @1 A 2.
Man finde die Matrix, die die lineare Abbildung

[NV = NV

beziiglich (1)1, 19, 13) beschreibt.

Sei V' ein R-Vektorraum mit Basis (v1, va, v3, v4).
Sei (o1, @2, v3, @4) die dazu duale Basis von V*.
Wir identifizieren R und A*V via R — AV : 2 +— 201 A pa A 03 A @y

(a) Wir haben die symmetrische Bilinearform

k: NV x NV — AV =R

(w , @) = wA.

(b) Man bestimme eine Grammatrix von k.

(c¢) Es ist k nichtausgeartet. Es ist x nicht positiv definit.

Sei U :=R?~ {(0,0)} C R2.

T2 il 1
——dry — s———5dxo € Q' (U).
i T grg et

Sei w :=

(a) Es ist w geschlossen.

(b) Es ist w nicht exakt.

9.4. Sei f: R — R?: ¢+ (cos(t),sin(t)).

Sei w = u(z1, xo)dzy + v(21, 2)das € QH(R?).
Man bestimme f*w € Q!(R!), i.e. man bestimme (f*w)(t) € AIR fiir ¢t € R.
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10.1. Seien m, n = 1. Seien U C R™ und V C R” Gebiete.
Bezeichne (dz1,...,dz,) die zur Standardbasis von R"” duale Basis.
Bezeichne (dty,...,dt,,) die zur Standardbasis von R duale Basis.
Seic:U—V:(ty,...,tm) = c(t1,...,tm) eine glatte Funktion.

Sei f:V — R eine glatte Funktion. Sei k > 0. Sei 1 < i1 < ig < ... < 1 < n. Wir betrachten
w € QF(V) mit
w(@t,...,zn) = f(z1,...,zp)dzy Ao Aday, .

Wir wollen c¢*w € QF(U) berechnen.
(a) Fir p:= (t1,...,tm) € U zeige man

(Fw)(p) = flei(p),. .. cn(p)) > > sgn(0)d),ci, o, () 05,60, (P) dtj A Adt,

1<j1 <. < <m oE€Sg
Hierbei ist der Faktor }_ o, sgn(c)0;, ¢, (p)-- .. 0j.¢i,, (p) die Determinante der k x k-
Teilmatrix von (Dc)(p) aus den Zeilen 4y, ..., i und den Spalten ji, ..., ji.
(b) Man spezialisiere zu m =1, k=1, n =3 und i; = 2.
(c) Man spezialisiere zu m =2, k=1, n =3 und i; = 2.

(d) Man spezialisiere zu m =2, k =2, n =3, 4; = 1 und iy = 3.

10.2. Sei c: [0,1] — R2: ¢+ (cos(nt),sin(7t)).

Sei w € QY(R?) mit w(z1,x2) = 2122 + 21 . Man verifiziere [ dw = [, w.

10.3. Sei c: [0,1)2 — R2: (t1,t2) = (cos(wty), sin(mt1 )t2).

Sei w € Q'(R?) mit w(x1, x2) = w2 dwy . Man verifiziere [, dw = [, w.

10.4. Die 1-Form w € QY(U) aus Aufgabe 9.3 ist nicht exakt.
Man verfahre dazu nun wie folgt.
Man berechne [, w fiir ¢ : [0,1] — R? : ¢ — (cos(2nt), sin(27t)).
Unter der Annahme w = dp fiir ein 1 € Q°(U) berechne man [ w = [ dnp= [, 7.

Man vergleiche.
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11.1. Sei K := {(z,y,2) e R® : 22+ 2 + 22 =1}.
Sei &1+ = (1,0,0), & - = (—1,0,0), &4 := (0,1,0), &, == (0,-1,0), &4 = (0,0,1) und
£3,7 = (Oa 0, _1)
Fiir p € K identifizieren wir T,K mit einem Teilraum von T,R3, und diesen identifizieren wir
mit R3.
(a) Man zeige Uie{172,3}(B1(£’i,+) NK)U(Bi(&,-)NK) =K.
(b) Man finde Karten ¢; + und ¢; — mit 1 < ¢ < 3, deren Inverse jeweils eine Restriktion einer

Projektion auf eine Koordinatenebene ist und fiir welche die Vereinigung der Bilder der
@i+ und der ¢; _ gleich K ist.

(c) Man finde Karten o : R? — R3 und v : R? — R3, fiir welche o(R?) = K \ {& -} und
v(R?) = K ~ {& 1} ist.

(d) Man bestimme fiir p € B1(£5) N K den Teilraum T,K von R? mittels (b).

(e) Man bestimme fiir p € K \ {3} den Teilraum T,K von R? mittels (c).

(f) Man vergleiche die Ergebnisse von (d) und (e) fiir ein p € B1(¢&7) N K.

11.2. Sei M :={(z,y,2) ER3 : 22 +y? +22=1,2>0}.

)

b) Man ermittle den Rand OM von M.

(c) Fiir p € M bestimme man die Teilrdiume T,(OM) C T,M C R3.
)

(d) Fiir p € 9M bestimme man die &uflere Normale n(p).

(a) Man finde Karten fiir M, dank welcher M zu einer berandeten 2-Mannigfaltigkeit wird.
(
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12.1.

(a) Man bestimme die Lénge des Graphen der Funktion f : [0,1] — R : ¢ + cosh(t).

b) Seien a, b > 0. Man bestimme den Umfang der Ellipse { (z,y) € R? : @ v Y als Integral,
a? ' b2
welches nicht auszuwerten ist.

12.2. Sei K := {(z,y,2) € R® : 22 + ¢y + 22 =1}.

Man bestimme den Flidcheninhalt von K unter Verwendung von Kugelkoordinaten.

12.3. Sei M := { (w1, 79,23) € R® : 22 + 22 + 23 < 1}.
Sei f:R3 = R: (21,22,23) — f(x1,2,23) eine glatte Funktion.

Sei n: OM — R? die Funktion, die jedem Punkt (x1, 2, 23) € M den nach aufien gerichteten
normierten Normalenvektor an M zuordnet.

/MAde = /6M (Vf,n)dA

in den folgenden Féllen durch direkte Berechnung beider Seiten.

Man bestétige

(a) f(z1,m2,23) = 2% + a3 + 23

(b) f(x1,22,73) = 2} + 23
2

(c) flz1,@2,23) = 27
12.4. Sei c: [0,1]® — R3 ein 3-Wiirfel mit positiver Jacobideterminante.

(a) Das Volumen von ¢([0,1]3) ist

/dxl/\dl'g/\dxg Z/x1d$2Ad.%'3 Z/l'gdxg/\dl'l :/$3d$1Ad$2.
dc dc Jc

C

(b) Man verwende (a) zur Bestimmung des Volumens einer Kugel mit Radius 1.
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13.1. Alle betrachteten Funktionen seien glatt.

o +x3+1
Wir betrachten das Vektorfeld g : R® — R3 : (21,29, 23) = | o1+ 23+ 1
1 +x2+1

(a) Man bestimme rot g.
Wie kann man hieraus auf die Existenz von U : R? — R mit VU = g schliefien?
(b) Man bestimme ein U wie in (a) beschrieben.

t
(c) Sei C:[0,1] > R3: ¢t~ | ¢
t

Sei M das Bild von C, i.e. die Strecke von (0,0,0) nach (1,1,1).

Man bestimme | 1 9 @ ds einmal direkt und einmal unter Verwendung von

[ygeds = [,VUeds = [,,, U = U(1,1,1) -~ U(0,0,0) .

13.2. Wir begeben uns in die Situation von Aufgabe 10.1 im Falln =3, m=2k=1,i; =1:
Seien U C R? und V C R? Gebiete.
Bezeichne (dz1,dry, dzs) die zur Standardbasis von R3 duale Basis.
Bezeichne (dt;,dty) die zur Standardbasis von R? duale Basis.
Seic: U — V :(t1,t2) = c(t1,t2) = (c1(t1,t2), ca(t1,t2), cs(t1,t2)) eine glatte Funktion.
Sei f: V — R eine glatte Funktion. Wir betrachten w € Q'(V) mit

w(z1,x2,23) = f(21, 7, 23)d2y .
(a) Man bestimme c*w und d(c*w). weQY(V) 1= 4(V)
(b) Man bestimme dw und ¢*(dw). c*l lc*
(¢) Man verifiziere d(c*w) = ¢*(dw). QL) d O2(U)

13.3. Seien p, ¢ > 1 variabel. Seien a, b > 1 fest gewahlt.
R , 1 1
Man minimiere — + — — ab unter der Nebenbedingung — + - — 1 = 0.
p q p q
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