Mannigfaltigkeiten

Zunéchst formulieren wir den lokalen Umkehrsatz fur Abbildungen des R"
in sich selbst. Wir beweisen ihn - recht ausfuhrlich — zuerst innerhalb der Kate-
gorie der lipschitzstetigen Abbildungen. Hohere Regularitat betrachten wir erst
danach und bereitet keine neuen Probleme.

Eine unmittelbare Folge des Umkehrsatzes ist der fundamentale Satz Giber
implizite Funktionen. Er bildet die Grundlage fur die Definition gleichungsdefi-
nierter Mannigfaltigkeiten, und daran anknupfend die Diskussion von Extrema
mit Nebenbedingungen und der Methode der Lagrangemultiplikatoren.

19.1
Umkehrabbildungen

Wir betrachten vektorwertige Abbildungen
¢: RTOR™, x Uk $(X).

Zuerst wollen wir die Frage studieren, unter welchen Bedingungen eine solche

Abbildung umkehrbar, also die Gleichung u = ¢ (x) nach x aufldsbar ist. Mit an-

deren Worten: Wann kdnnen wir das System von m Gleichungen in n Variablen,
u; = ¢a1(Xy, .., Xn),

uz = ¢2(X1, .., Xn),

Um = q)m(X]_, ..,Xn),

nach Xq,..,Xn auflésen?
Den eindimensionalen Fall kennen wir bereits 7,. Ist | ein Intervall und
f: | - R stetig, so ist ¥ umkehrbar dann und nur dann, wenn f streng monoton
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Abb 1

Lokal, aber nicht global
injektive Abbildung

ist. In diesem Fall ist J = £(1) ein Intervall, die Umkehrfunktion £~1 auf £(l)
wohldefiniert und ebenfalls stetig und streng monoton 7.17.

In héheren Dimensionen steht uns das Monotoniekriterium jedoch nicht
zur Verfugung, und die Sache ist komplizierter. So kann man zum Beispiel die
Abbildung ¢ in Abbildung 1 so definieren, dass sie lokal injektiv ist. Das heif3t,
jeder Punkt besitzt eine kleine Umgebung, die bijektiv abgebildet wird. Sie ist
aber nicht global injektiv, denn die beiden hervorgehobenen Punkte links werden
auf denselben Punkt rechts abgebildet. Also ist ¢ insgesamt nicht umkehrbar.

In einem ersten Schritt vereinfachen wir daher die Aufgabe, indem wir
sie lokalisieren — was ohnehin bei vielen analytischen Problemen eine sinnvolle
Herangehensweise ist. Wir fixieren also einen Punkt Xp und dessen Bild

Uo = ¢ (o)

und fragen, ob es o [ede Umgebungen U von Xp und V von ug gibt, in denen
die Gleichung u = ¢p(x) eindeutig nach x auflésbar ist.

Beschréanken wir uns auf kleine Umgebungen, so kdnnen wir in einem zwei-
ten Schritt das Problem linearisieren, indem wir die typischerweise nichtlineare
Abbildung ¢ lokal durch ihre Linearisierung im Punkt X approximieren. Dies
ist ohnehin ein wichtiger Spezialfall des allgemeinen Problems und fuihrt zu der
Gleichung

u = up + D (X0) (X — Xo).

Die lineare Algebra lehrt nun, dass diese Gleichung uneingeschréankt — also ohne
weitere Annahmen fiur alle u - lI6sbar ist genau dann, wenn D (Xg) invertierbar
ist, also

detDd(Xxp) #0

gilt. Insbesondere missen u und x von derselben Dimension sein. Die Umkehr-
abbildung ist dann

X = Xo + D (%0) (U — up).
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Abb 2
(]
Abbildung und U Y
Umkehrabbildung O °
Uo
]

Far die lokale Umkehrbarkeit einer di Cerknzierbaren Abbildung ¢ um einen
Punkt Xg ist es somit sicher sinnvoll zu verlangen, dass D¢ (Xp) regulér ist. Das
fundamentale Ergebnis ist, dass diese Eigenschaft auch hinreichend ist:

Umkehrsatz Essei ¢: R™" 0 R" stetig di Cerknzierbar und
detD¢ (xg) = 0.

Dann existieren Umgebungen U von X und V von ug = ¢ (Xp) sowie eine
stetig di Lerknzierbare Abbildung : V - U, so dass

Wed =idy, dew=idy. [ I

Im Detail bedeutet dies, dass ¢ die o [ede Menge U bijektiv auf die o [efe
Menge V abbildet und deren lokale Umkehrabbildung = (¢ |U)™ ! ebenfalls
stetig di Lerknzierbar ist.

= Etwas Terminologie

Der Satz uber die Existenz lokaler Umkehrabbildungen gehort zu den wich-
tigsten Hilfsmitteln der Analysis. Wir wollen seine wesentlichen Aspekte deshalb
auch begri Cichlherausstellen.

Definition Eine C-Abbildung ¢ : R™ @ R" heilt regular im Punkt xg, und der
Punkt selbst regularer Punkt der Abbildung ¢, wenn

detD (xo) # 0

Die Abbildung & heil3t reguléar, wenn sie in jedem Punkt ihres Definitionsbe-
reichs regular ist. [

Definition Sei Q [RI' o[ed und nicht leer. Eine stetig di Cerknzierbare Abbil-
dung ¢: Q - R" hei’t Di [edmorphismus, wenn gilt:
(i) Q™= Pp(Q) ist olen,
(iiy ¢: Q - QUist bijektiv,
(i) ¢~1: QY- Q ist ebenfalls stetig di [erknzierbar.
Genauer heiRt dann ¢ ein Di [edmorphismus von Q auf QY [

13.11.2018 — 12:14 19.3
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Bemerkung Entsprechend sind Homodomorphimsus und Lipeomorphismus
definiert, hierfir ist nur stetig di Cerenzierbar durch stetig respektive lipschitzste-
tig zu ersetzen. [1

[Ia. Eine a CnelAbbildung
A:R"-R", X-ouUu=Ax+b

ist ein Di Cedmorphismus des R"™ genau dann, wenn det A # 0.

b. Ist | ein o[ledes Intervall und f: | - R regulédr, so verschwindet die
Ableitung fPnirgends. Also ist gemaR dem Satz Uber Umkehrfunktionen g7 f
ein Di LeAmorphismus von | auf 15= f(1).

c. Sind ¢: Q -~ QFund y: QY- Q™Di [edmorphismen, so sind

¢t Q. Q, Pep: Q- QM

ebenfalls Di Cedmorphismen.
d. Eine reguldre Kurve y: | -~ R? kann kein Di Cedmorphismus sein. [T_1I

Notiz Ein Di Cedmorphismus ¢ ist in jedem Punkt seines Definitionsbereichs
regular. [

I Da ¢ und ¢~ beide di [erknzierbar sind, kénnen wir auf die Identitat
¢ 1o =id die Kettenregel 148 anwenden und erhalten

(D~ =)D =1d
auf ganz Q. Dies geht aber nur, wenn D¢ in jedem Punkt regulér ist. [

Wie bereits am Beispiel von Abbildung 1 bemerkt, gilt die Umkehrung die-
ser Feststellung im Globalen im Allgemeinen nicht. Aus der Regularitéat, einer
lokalen Eigenschaft, kann man nicht auf die globale Eigenschaft der Umkehr-
barkeit schlieB3lich. Dies ist nur lokal mdéglich, und das ist die Quintessenz des
Umkehrsatzes.

Kurzfassung des Umkehrsatzes Lokal um einen reguléren Punkt ist eine stetig
di Cerenzierbare Abbildung di Cedmorph. [

Das bedeutet naturlich, dass die Einschrankung auf eine hinreichend kleine
Umgebung dieses Punktes einen Di CLedmorphismus dieser Umgebung auf sein
Bild ergibt. Wichtige Beispiele sind Polar- und Kugelkoordinaten, die wir am Ende
dieses Abschnitts betrachten.

= Ruckfuhrung auf einen Spezialfall

Der Beweis des Umkehrsatzes wird Ubersichtlicher, wenn wir folgenden
Spezialfall betrachten. Auf ihn fuhren wir den allgemeinen Fall zurtck.

19.4
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Spezialfall Essei ¢: R" 0 R" stetig di Lerknzierbar und

$(0) =0, D¢(0)=Id.

Dann ist ¢ lokal um O diedmorph. [

[T Beweis des Umkehrsatz  Sei ¢: R™ @ R" eine C-Abbildung mit re-
gularer Ableitung A = D (Xp). Verschieben wir den Nullpunkt nach xg mittels
der Translation T: x [ XH Xg und wenden nach ¢ die a [nelTransformati-
on A: u CAT (U — up) mit ug = ¢(Xp) an, so erhalten wir die normalisierte
Abbildung

P=AedoT: H(X)=AT(P(X+X0) — Uo).
Diese erflllt die Voraussetzungen des Spezialfalls, denn & ist stetig di Cerknzier-
bar, (0) =0, und
D®(0) = A" 1D (%) = Id.
Also besitzt @ eine stetig di [erknzierbare lokale Inverse (. Es gilt also
Ped=PoAodeoT=idy,,
60@:Ao¢o'{ol’ﬂ = id\/or
mit gewissen Umgebungen Ug und Vg von 0. VerknUpfen wir die erste Gleichung

von links mit T und von rechts mit T~ und verfahren analog in der zweiten
Gleichung mit A, so erhalten wir

(toPoNeop=idy, U=1(Up)
bo(tePor)=idy, V=A"(Vo).

Somit ist ¢ ein Di Ledmorphismus von U auf V mit der stetig di Lerknzierbaren
Umkehrabbildung Yy =t oA, [

= Der Umkehrsatz fur lipschitzstetige Abbildungen

Andererseits kdnnen wir den Spezialfall 4, etwas allgemeiner fassen. Es stellt
sich heraus, dass der Umkehrsatz bereits innerhalb der Kategorie der lipschitz-
stetigen Abbildungen gilt, ohne dass der Beweis dadurch komplizierter wirde.
Far £: R™ & R" und eine Menge Q im Definitionsbereich von ¥ sei dazu

[F(u) —fFW)I
flo CSUp —————,
[Tlo u;t\e lu—v]|
u,v Q1
wobei |- | eine beliebige Norm auf R"™ sei. Dies ist die bestmogliche Lipschitzkon-
stante von f auf Q bezuglich |-|. FUr konvexes Q und stetig di Cerknzierbares

T ergibt sich diese Konstante aus dem Schrankensatz:
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Lemma Ist f: Q - R" stetig di Cerknzierbar und Q konvex, so gilt
[flo = (DI Lg],
wobei [1_die von |-| induzierte Operatornorm bezeichnet. [ 1

[ Mit u,v [CQ ist auch [u,v] [CQ aufgrund der Konvexitat von Q.
Aufgrund des Schrankensatzes 1417 gilt dann

|F(u) —F(v)| Chax [DF(z) W — v| CIDF [gljlu —v].
z [[d,v]
Also gilt [T]g [g]l — Umgekehrt gilt fur z und h#0

IDF(z)h| = 'tifﬂ %(f(z +th) — F(2)) %

1

Clily = [f1 [th] = [Flg In].

Da dies fur alle h # 0 gilt, folgt hieraus [DIf (z) CIL[# ], . Und da dies fur jedes
z gilt, folgt auch [DIf [5]1 C[#]g . [

Fur eine Abbildung ¢ wie im Spezialfall 4 gilt aufgrund der Stetigkeit der
ersten Ableitung

[(I) - id]Br(O) = EDkb —Id @(O) - O, r - 0.
Wird die rechte Seite kleiner als 1, so ist eine solche Abbildung immer injektiv:

Proposition A Ist ¢: R™ d R" lipschitzstetig und [¢p —id]o < 1, so ist ¢ auf
Q injektiv. [

[ Angenommen, es ist ¢ (x) = p(y) fur X,y QL Dann ist
X=Y|=1(Px)—x) = (d(y) —¥)| LId —id]g IX—VI.
Wegen [¢ —id]g < 1 folgt hieraus |x —y| =0, also x =y . [l

Das Problem besteht somit nicht im Nachweis der Injektivitat von ¢, son-
dern im Nachweis der Stetigkeit der Umkehrabbildung ¢! auf einer o [efen
Menge. Dies ist gleichbedeutend damit, dass die Abbildung ¢ selbst o [ed ist:

Definition Eine Abbildung ¢ : R™ & R" heif3t o [ed, wenn sie jede o [erde Menge
auf eine o [ede Menge abbildet. [

Dies zeigen wir im Folgenden, indem wir die Umkehrabbildung innerhalb
der Klasse lipschitzstetiger Abbildungen konstruieren. Sei dazu r > 0 und

A =B, (0), V = B/2(0).

19.6
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Proposition B Sei ¢: A - R" lipschitzstetig mit
$(©0)=0, [P—id]a 144
Dann existiert eine lipschitzstetige Abbildung Ww: V - A mit
w(@©) =0, [y-—id]ly 142,

sodass o =idy. [ 1

= Formulierung als Fixpunktproblem

Fur den Beweis formulieren wir die Aussage als Fixpunktproblem. Dazu
schreiben wir ¢ = id + & und die gesuchte Umkehrabbildung als ¢ = id + (.
Zu l6sen ist dann die Gleichung

id=¢op=(>d+P)o(id+P)=id+P+H-(d+d),
was aquivalent ist zu
P =--(id+P).

Zu gegebenem @ suchen wir also ein (i, das in einer hinreichend kleinen Umge-
bung von O definiert ist und diese Gleichung erfulit.
Die Abbildung ( erscheint hier als Fixpunkt des Operators

T: u CTh=--(id+u),
also als Losung der Fixpunktgleichung
Tu=u.

Wir haben das Invertierungsproblem >Gesucht ist die Inverse der Abbildung ¢«
somit in das Fixpunktproblem >Gesucht ist ein Fixpunkt des Operators T < um-
formuliert. Dies ist ein oft angewandter Kunstgri [_da fir Fixpunktprobleme
vielfaltige und weitreichende Satze zur Verfugung stehen. Einer der vielseitig-
sten ist der Banachsche Fixpunktsatz, den wir bereits beim Beweis des Existenz-
und Eindeutigkeitssatzes fiuir gewohnliche Di Lerenzialgleichungen kennengelernt
haben. Wir wiederholen ihn hier der Vollstandigkeit halber.

Banachscher Fixpunktsatz Sei E ein Banachraum mit Norm [T, $ei X eine
abgeschlossene Teilmenge von E, und T: X - X eine Kontraktion. Das heif3t,
es existiert eine Konstante 6 [(Q, 1), so dass

[Tu—Tv[COaial-v 1 u,v X1

19.7



504

19 — Mannigfaltigkeiten

Dann besitzt T in X genau einen Fixpunkt &. AuRerdem konverigert fur
jedes xo [Xldie Folge xn = T"Xq gegen diesen Fixpunkt & mit
n
IXh—EEI]iIIe_—e Xd—xoCd nCIl [

Die Herausforderung bei der Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes
besteht naturlich darin, im jeweiligen Fall einen geeigneten Banachraum E und
eine geeignete Teilmenge X zu finden. Der folgende Beweis gibt dafur ein Beispiel.

[T Beweis von Proposition B Schreibe also ¢ =id +@ und @ =id + {.
Die Gleichung ¢ - Y =id ist dann &quivalent zu

§=—¢-(id+ ).

Diese Gleichung l6sen wir mithilfe des Banachschen Fixpunktsatzes im Banach-
raum E = C(V,R") versehen mit der Supremumsnorm [-I_JAls Teilmenge
betrachten wir

1 1
X = u [CEL u(0) =0, [u]ly 142 .
Es ist leicht zu sehen, dass X in E abgeschlossen ist. Auf X definieren wir
Tu=—-—@ - (id +u).

Nun sind eine Reihe von Aussagen zu verifizieren.
T ist wohldefiniert, also Tu auf V definiert: Fir u CXlund x [CVlist

(U1 = lu(x) —u(0)| L]y [x],
also
X +uC)| CA+[uly) x| <2Ix|<Tr.
Also gilt id+u: V - A,und & - (id + u) ist auf V definiert.
T bildet X in X ab, mit u CXlist also auch Tu [XI Tu ist sicher wieder
stetig und
Tu(0) = - u(0)) =—-$(0) =0.
AuBerdem haben wir fur beliebige x,y [V1die Abschatzung
ITu(x) =Tu)| = 1d(X +u(x)) — $(y +u(y))l
CIP]A [(x +u(x)) = (y +u))l
CIP]a [id +uly X — V|
CIP]a L+ [ul) IX—VI.
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Abb 3
. A ¢
Zum Beweis von
Proposition C
Vv
° °
0 0
U=u()
U]

Also gilt

[Tuly CEPIa @+ [uly) T 1+ L Tk
Somitist Tu X1
T ist eine Kontraktion auf X bezlglich der Supremumsnorm: Es ist
[Tu(x) =Tv(X)| =[P (X +u(x)) — $(x + Vv(xX))|
CIP]a I +u(x)) — (X +Vv(x))|
= [P]alu(x) —v ()l
CIP]a - v L1

Da dies fur alle x [CV1gilt, folgt

[T — Tv LA L[] M-V L1
Wegen [$]a 144 istalso T eine Kontraktion auf X.

Abschluss des Beweises: Der Banachsche Fixpunktsatz ist somit anwendbar,
und T besitzt einen eindeutigen Fixpunkt (J [X1. Die Fixpunktgleichung ist aber

aquivalent mit ¢ - P = id. Damit ist Proposition B gezeigt. [l

Proposition C  Sei ¢: A - R" lipschitzstetig wie in Proposition B. Dann ist
¢ ein Lipeomorphismus der Nullpunktsumgebung U = (V) auf V mit

Umkehrabbildung =t =y. 1

[T Nach Proposition A ist ¢ injektiv, und nach Proposition B gibt es eine

lipschitzstetige Abbildung W: V - A mit ¢ - = idy . Setzen wir also

U [Cgv) CB)

soist ¢: U - V injektiv und surjektiv, also bijektiv, mit lipschitzstetiger Um-
kehrabbildung ¢y = ¢~ 1: V - U. AuRerdem ist U o[ed, denn U = ¢~ 1(V) ist

das Urbild einer o Ceden Menge unter der stetigen Abbildung ¢ . [

19.9
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= Regularitat

Nun zeigen wir, dass g auch di Cerenzierbar ist, wenn ¢ es ist. Dies ge-
schieht wie im Beweis der Umkehrregel in einer Dimension g 17, nur tritt an die
Stelle der Ableitung ¢ “die totale Ableitung Dd.

Proposition D Ist die Abbildung ¢ in Proposition C stetig di Cerenzierbar, so ist
& ein Diedmorphismus von U auf V. [ ]

[T Wir hatten gezeigt 5, dass

DI} L= [P]s [144.

Somitist D¢ =Id + D in jedem Punkt von B invertierbar g 23 . Aufgrund des
Lemmas von Hadamard 1416 gilt nun lokal um jeden Punkt xo Ul

P (X) = P (X0) + A(X)(X — Xo)

CJ
NA(X) = o Do ((1 — t)xp + tx) dt, N (Xp) = D (Xp).

Da A(Xp) invertierbar ist, ist es aus Stetigkeitsgrinden auch A(x) fur alle X in
einer hinreichend kleinen Umgebung von Xg. Dort gilt dann auch

X = Xo + A ((X) = b (X0)).
Mit x = @(u) und xo = YP(up) ist dies gleichbedeutend mit
W(u) = W(uo) + A~H(W(u))(u — uo)
= P(uo) + A" (P (uo))(u — uo)
i, . O
+ AT (W) = AT (W (Uo)) (u—uo).

Aufgrund der Stetigkeit von Y und A verschwindet der Ausdruck in eckigen
Klammern fUr u - ug. Wir erhalten somit

W) = W(Uo) + A~H(W(Uo)) (U — Up) + o(u — Up).
Also 146 ist Y in ug di Cerknzierbar mit Ableitung
D (uo) = (D)~ H(W(uo)).
Dies zeigt auch, dass DY ebenfalls stetig ist. Damit ist alles gezeigt. [

Der Kern des Beweises des Umkehrsatzes betraf lipschitzstetige Abbildun-
gen. Die stetige Di Lerknzierbarkeit der Umkehrabbildung war dann wesentlich
einfacher zu zeigen. Hohere Ableitungen bereiten dann keine weiteren Muhen
mehr:
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Zusatz zum Umkehrsatz  Gelten die Voraussetzungen des Umkehrsatzes ; und
ist ¢ von der Klasse C" mit 1 [rllod, so ist auch die lokale Umkehrabbil-
dung g von der Klasse C". [ 1

[T Die Behauptung gilt fur r = 1 aufgrund des Umkehrsatzes, und es ist

Dy = (D) teou.

Gilt nun die Behauptung fiir ein r [CTlund ist ¢ von der Klasse C'*1, so sind
auf der rechten Seite dieser Formel (D¢)™! und @ von der Klasse C". Also gilt
dasselbe auch fir Dy, und damit ist | selbst von der Klasse C**1, [N

Wir merken noch an, dass die Lipschitzstetigkeit fur die Existenz einer
stetigen Umkehrabbildung tatsadchlich nicht notwendig ist. Wissen wir bereits,
dass die Abbildung injektiv ist, so ist sie auch o [edl. Der folgende Satz ist auch
als Satz von der Invarianz der Dimension bekannt 1.

Brouwerscher Umkehrsatz Ist ¢: Q - R" eine stetige und injektive Abbil-
dung einer o [eden Menge Q im R", so ist Q™= $(Q) o[ed und die Um-
kehrabbildung ¢~1: QM. Q ebenfalls stetig. [

Ein relativ einfacher Beweis basiert auf der Theorie des Abbildungsgrads,
doch geht dies Gber den Rahmen dieser Vorlesung hinaus.

s Koordinatentransformationen
Einen Di Ledmorphismus
d: Q-0 x ok o),

kann man au [@sken als eine Koordinatentransformation, die auf der Zielmenge ol
mit Koordinaten u neue Koordinaten x aus der Menge Q einfuhrt. Koordinaten-
transformationen sind ein wichtiges Hilfsmittel, um mathematische Probleme zu

I6sen, und viele mathematische und physikalische Probleme haben ihre eigenen

speziellen Koordinatensysteme. Die wichtigsten sind sicherlich die Polar- und

Kugelkoordinaten.

Polarkoordinaten  In der euklidischen Ebene l&sst sich jeder Punkt durch
seinen Abstand r zum Nullpunkt und den Winkel ¢ seines Ortsvektors mit der
positiven x-Achse beschreiben. Umgekehrt wird durch

NN 1 N N N Iy B 1
or X _ rcoso
X° % y  rsing

! Siehe auch: M. Miiger, A remark on the invariance of dimension. arXiv:1310.8090v1 (2013).

19.11
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Abb 4 Polarkoordinaten

b $+2m

jedem Koordinatenpaar (r,¢) der entsprechende Punkt (X,y) in der Ebene
zugeordnet. Fur die so definierte Abbildung

X: [O,OO)XR*,RZ’ (rvq)) Iﬂvy)
ist
cosdp —-rsind

Dx = detDx =r.
X sing rcos¢p ' X =T

Somit ist X regulér in allen Punkten mit r > 0 und definiert dort einen lokalen
Di Cedmorphismus.
Fir r = 0 dagegen ist X nicht einmal injektiv, denn

X(0,¢)=(0.,0), ¢ [RI

Aber auch fur r > 0 ist X nicht injektiv, denn aufgrund der Periodizitat der
Kreisfunktionen gilt ja

X(r, ¢ +2mtn) = x(r, $), n

Daher ist x ein Koordinatensystem nur nach Einschrankung auf geeignete Teilge-
biete, wie zum Beispiel (0, o) x (0, 211) oder allgemeiner

(0, ) x (a, a + 211), a [Rl

Fur die Umkehrabbildung ist dann jeweils der geeignete Zweig der Arcusfunk-
tionen zu wahlen. In vielen Fallen ist eine Ricktransformation jedoch nicht
erforderlich, und die Mehrdeutigkeit der Polarkoordinaten kein Problem.

[T Beispiel  Gesucht sind rotationssymmetrische harmonische Funktionen u
in der Ebene. Es soll also

AU = Uxx +Uyy =0

19.12
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Abb 5

Kugelkoordinaten

z=rcos9

gelten, und in Polarkoordinaten soll

v(r,¢$) Culr cosd,r sin )

nicht von ¢ abhéangen, also vg = 0 gelten. — Eine kleine Rechnung ergibt 4154
1 1
Uxx + Uyy = Vrr + FVr + FV¢¢.
Somit suchen wir eine Lésung der Gleichung
1
Vir + er =0.

Deren allgemeine L6sung ist v = a + blogr. Diese Funktion ist allerdings im
Nullpunkt stetig und di Cerenzierbar dann und nur dann, wenn b = 0. Somit sind
die einzigen rotationssymmetrischen und auf ganz R? harmonischen Funktionen
die konstanten Funktionen. [T 11

Kugelkoordinaten  Im euklidischen Raum l&sst sich jeder Punkt durch
seinen Abstand r zum Nullpunkt und zwei Winkel 6 und ¢ beschreiben, dem
Azimutwinkel 6 seines Ortsvektors zur z-Achse und dem Polarwinkel ¢ seiner

Projektion auf die xy-Ebene. Umgekehrt Wird durch
N I I | B Y

@@%@ %?Sii.‘??

r coso

19.13
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jedem Koordinatentripel (r, 0, ) der entsprechende Punkt (X,y,z) im Raum
zugeordnet. Fur die so definierte Abbildung

X: [0,0)xR* - R (r,6,¢) [(Xy,2)

ist
—1 -
s¢dsin® rcosdpcosd® —rsingsind
Dx = ¢$sin® rsindcosd® rcosepsind
cos 6 —rsin® 0]
und

detDx = r2sin®.
Diese Jacobideterminante verschwindet somit genau auf der z-Achse.

[T_Suchen wir im R3 nach rotationssymmetrischen harmonischen Funktionen,
so fuhrt der Ansatz u(X,y, z) = v(r) zu der Di Lerknzialgleichung

2
Vir + =V =0.
r

Die allgemeine Lésung ist in diesem Fall v, = —b/r? und damit v = a+ b/r.
Auch in diesem Fall sind die einzigen rotationssymmetrischen und auf ganz R®
harmonischen Funktionen die konstanten Funktionen. [T 11

19.2
Implizite Funktionen
Der Umkehrsatz ; sagt aus, dass eine stetig di Cerknzierbare Abbildung
f: RTER", w=Ff(X)

lokal um f(Xp) = wg eine stetig di Lerknzierbare Umkehrabbildung genau dann
besitzt, wenn det Df (Xp) # 0. In diesem Fall werden die n Koordinaten von x
durch die n Gleichungen

wi = Fi(Xg, .., Xn), i=1,..,n,

lokal eindeutig und in stetig di Cerknzierbarer Weise als Funktionen von w in
der Nahe von wg bestimmt. Daher sagt man auch >n Gleichungen bestimmen im
Allgemeinen eindeutig n Unbekannte«.

Nun betrachten wir in gleicher Weise eine Abbildung

f: RTORM, w=Ff(X)

19.14
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mit m # n. Ist N < m, so handelt es sich um ein Uberbestimmtes System, das
nicht fur alle w in der N&ahe von wg gelést werden kann, wenn Uberhaupt. Dies
ist bereits bei linearen Gleichungen o [efsichtlich. Diesen Fall werden wir daher
nicht weiter betrachten.

Bleibt der Fall n > m. Da die Anzahl der Gleichungen kleiner ist als die
Anzahl der Koordinaten, spricht man von einem unterbestimmten System. Um
die Notation zu vereinfachen, schreiben wir die Dimension des Urbildraumes als
m +n mit m [CTlund n 1] und betrachten eine Abbildung

f: R OR™, w=Ff(X).

Die Vermutung liegt nahe, dass hier durch m Gleichungen auch nur m Koordina-
ten von x bestimmt werden, wahrend n Koordinaten noch frei gewéhlt werden
kénnen. Somit sind keine eindeutigen Lésungen zu erwarten, sondern Familien
von Lésungen, die von n freien Koordinaten abhéngen.

Wir betrachten wieder die Linearisierung des Problems lokal um wg = F(Xp).
Statt w = F(X) betrachten wir also

w = wWg + DF (X0) (X — Xop), Q)

wobei
1

DF (x0) = =_*(x0)
oX| 1 (KA1 A+ m

durch eine m x (n + m)-Matrix dargestellt wird. Diese ist naturlich nicht inver-
tierbar. Hat sie aber maximalen Rang m, so gibt es eine Umordnung der Spalten
von DF (Xp) derart, dass die hintere m < m-Untermatrix

b U
K
A= —(Xo)

0X| 1 (KImln+1 (TR m

maximalen Rang m hat und somit invertierbar ist. Nummerieren wir die Koordi-
naten entsprechend dieser Umordnung um und schreiben

X = (X1, .., Xn: Xn+1, --» Xn+m) = (U1, ..,Un, V1, .., Vm) = (U, V),
so geht Gleichung (1) Uber in
W = wg + B(U — Up) + A(V — Vo), 2

wobei die Matrix B aus den verbleibenden n Spalten von Df (Xp) besteht. Da A
regulér sein soll, kénnen wir diese Gleichung nach u auflésen und erhalten

v =vg+A 1 (w —wp) — AT1B(U — up).

19.15

511



512

13

19 — Mannigfaltigkeiten

Far jedes feste w ist die Losungsmenge von (2) somit ein n-dimensionaler a [nef
Unterraum, wo die n Koordinaten u von X eindeutig die Gbrigen m Koordinaten
Vv von X bestimmen.

Soweit das linearisierte Problem. Der Satz uber implizite Funktionen sagt
nun aus, dass lokal dasselbe auch fur das nichtlineare Problem gilt.

Um die Formulierung dieses Satzes zu vereinfachen, gehen wir davon aus,
dass wir die Koordinaten bereits so nummeriert haben, dass die hintere qua-
dratische Untermatrix von Df (Xp) maximalen Rang hat, und bezeichnen diese
Koordinaten wie zuvor mit (u,v). Dementsprechend sei

ok ot

fu= ) v =
OUy 1 fkImL CITAD

Mit den obigen Bezeichnungen ist also Df = (fy |f,) = (B|A).

VI 10w

Einfacher Satz Uber implizite Funktionen (Ifs) Sei
f: R"<xRTOR™M, w=*Ff(u,v)
stetig di Cerknzierbar und wg = f(ug, Vo). Gilt
det fy (ug, Vo) # 0,

so existieren eine Umgebung U <V von (uUg, Vo) sowie eine stetig di Lerkn-
zierbare Abbildung

$b: UV, ulvEP(u),

so dass
]

1 1 1
(u,v) %V : f(u,v)=wp = (U,o(u)): u U =T (P). —1

Innerhalb des >Fensters< U <V um (Uo, Vo) sind die einzigen Losungen der
Gleichung f(u,Vv) = wp also genau diejenigen, die auf dem Graphen I (¢) von
& liegen. Andere Losungen gibt es in U % V nicht. Insbesondere ist ¢ (up) = vo.
In diesem Sinne wird die implizite Gleichung f(u, v) = wg lokal eindeutig nach
v aufgeldst durch die stetig di Cerenzierbare Funktion v = ¢ (u).

Diese Funktion ¢ l&sst sich allerdings nur in den wenigsten Fallen explizit
angeben. Es handelt sich eben um eine nur implizit durch ¥ definierte Funktion.
Wir wissen aber immerhin, dass (¢ (u), u) konstant ist, wodurch wir praktisch
ebenso viel Uber ¢ erfahren kénnen wie durch eine explizite Formel.

[T Beweis des einfachen Satzes Wir fuhren diesen Satz zurilick auf den
Umkehrsatz ;, indem wir die Abbildung f geeignet erweitern. Wir definieren
dazu in einer Umgebung von (ug, Vo) die Hilfsabbildung

F: R"xR™ L R"x<R™, F(u,v)=(u,f(u,v)).

19.16



Implizite Funktionen — 19.2

Abb 6

Einfacher Satz Uber
implizite Funktionen

r(¢$)

U xV

Uo u

Diese ist ebenfalls stetig di Cerknzierbar, und es ist
F(Uo, Vo) = (Uo, F(Uo, Vo)) = (Uo, Wo).
Die Jacobimatrix von F ist
I:II 0 1

DF = ,
fu fy

denn die erste Komponente von F ist die Identitat in u. Aufgrund der Rechenre-
geln fur Determinanten ist daher

det DF (up, Vo) = det f,, (ugp, vp) # 0.

Also ist der Umkehrsatz ; anwendbar und F ein lokaler Di Cedmorphismus.

Es gibt also eine o [ede Umgebung U %V von (ug, Vo), die von F di[ed+
morph auf eine Umgebung Q von (up, wp) abgebildet wird. Da F in der ersten
Komponente die Identitéat ist, hat die Menge Q die in Abbildung 7 skizzierte
vertikal gescherte Gestalt, und die Umkehrabbildung ist von der Form

©: QL UxV, OE,nNn)=(E dEN)).

Aus Stetigkeitsgrinden kénnen wir U auch noch so klein wéhlen, dass der
horizontale Schnitt

N COIx {wo}

ganz in Q enthalten ist.
Wir betrachten nun die Menge aller Losungen der Gleichung f(u,v) =wg
im Fenster U xV, also

M ={(u,v) CUIxV : f(u,v) =wp}.
Deren Bild unter F ist die Menge

F(M) ={(E,n) CQ: n=wo}=U x {wo}=N.

19.17
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Abb 7 Erweiterte Abbildung F und ihre Umkehrabbildung ®

U xV Q

Da F umkehrbar ist mit Umkehrabbildung ®, folgt hieraus
M = ®(N)
={(& P&, Wo)) : (& wo) LI}
={(u, d(u,wo)) : u UL
=T ().
Somit ist die gesuchte Funktion
$o: UV, ulEd(u,wp). I
14 Zusatz Fur die Ableitung der impliziten Funktion ¢ gilt
= —f,'f .
bulw) VoY e W)
Ist auBerdem f von der Klasse C" mit 1 [r1ld, so gilt dies auch fur ¢. [ 1

[ Far u COlgilt ja £(u, d(u)) =wp. Da f und ¢ stetig di Cerknzierbar
sind, kdnnen wir die Kettenregel 148 anwenden und erhalten

0=D(f(u, o)) =fu+ by,

wobei f, und f, an der Stelle (u, (u)) ausgewertet werden. Da im vorange-
henden Beweis F als Di Ledmorphismus von U <V nach Q konstruiert wurde,
ist detf, = 0 fur alle u Ul Wir kdnnen daher die letzte Gleichung nach ¢
auflésen und erhalten die Behauptung. Die Regularitatsaussage folgt unmittelbar
aus dem entsprechenden Ergebnis fur den Umkehrsatz 11 . [

Tatsachlich haben wir im vorangehenden Beweis eine starkere Aussage
bewiesen. Die Menge M = {(u,v) [CUIxV : f(u,v) = wp} kénnen wir ebensogut
fur alle w in einer hinreichend kleinen Umgebung von wg betrachten. Dazu
mussen wir nur ¢ als Funktion von u wie auch w betrachten. Dies fuhrt zu
folgendem Satz.
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Abb 8 Zum allgemeinen Satz Uber implizite Funktionen

15 Allgemeiner Satz Uber implizite Funktionen (Ifs) Sei
f: R"<xRTOR™M, w=Ff(u,v)

stetig di Cerknzierbar und wg = F(uo, Vo). Gilt detf, (ug, vo) # 0, so exi-
stieren Umgebungen U <V von (ug, Vo) und W von wp sowie eine stetig
di Cerkenzierbare Abbildung

d: UxW -V, v=0(u,w),
so dass fur jedes w
{(u,v) =<V : f(u,v) =w}={(u,®(u,w)) : u UTL}.
Ist auBerdem ¥ von der Klasse C" mit 1 [rl1[od, so gilt dies auch fur ®. [ 1

In dem Fenster U x V ist also nicht nur die Menge {f = wp} der Graph
einer Abbildung. Dasselbe gilt auch fur jede Menge {f =w} mit w in einer
hinreichend kleinen Umgebung von wg, und die Abhéngigkeit von w ist ebenso
regulér wie die Abbildung f. Alle diese Mengen werden durch die Abbildung ®
beschrieben.

[T 1m vorangehenden Beweis wéahlen wir die Umgebung U noch so klein,
dass Q ein Rechteck U x W mit einer Umgebung W von wg enthalt. Dann
kdnnen wir Uberall im Beweis wg durch w [WM ersetzen und erhalten damit die
implizite L6sungsfunktion

d: UxW -V, (uw) [E d(u,w).

Alles Weitere ist dann klar. [
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= Skalare Funktionen

Als erste Anwendung des Satzes Uber implizite Funktionen betrachten wir
skalare Funktionen. Sei zunachst

f: RPOR, (X,y) CEX,y)

eine Funktion zweier Variablen, pp = (Xp,¥Yo) ein Punkt im Definitionsbereich
von f und cp = F(Xp, Yo). Wir fragen, wie lokal um pg die Niveaumengen

) ={(xy): f(x,y)=c}
fur ¢ in der Nahe von cg aussehen.
Ist
fy(Xo,yo) Z0,
so kénnen wir die Gleichung ¢ = f(X,y) lokal nach y auflésen und jede
Niveaumenge um pgo als Graph einer Funktion g: y = g(x) darstellen. Ist
Fx (X0, ¥0) # 0,

so kénnen wir diese Gleichung lokal nach x auflésen und jede Niveaulinie als
Graph einer Funktion h: x = h(y) darstellen. Sind beide Bedingungen erfullt,
so sind beide Darstellungen mdglich. AuRerdem gilt dann

f f %
9'tyo) = —fxgio, htxo) = — X =0.
Y po X Po
Das lokale Bild entspricht somit qualitativdem in Abbildung 9.
Gilt dagegen
Tx (X0, ¥Y0) =0, fy (Xo0,¥Y0) #0,

so ist auch gffxp) = 0. Die Niveaulinie durch pg hat somit einen Flachpunkt und
sieht im Allgemeinen wie in Abbildung 10 links aus. Entsprechendes gilt, wenn
die Rollen von x und y vertauscht sind.

Der nachste Satz Ubertragt diese Betrachtungen auf Funktionen R™ & R.

Satz Sei f: R™1 O R stetig di [erknzierbar mit n [Cund

F(po) # 0.

Dann ist lokal um pg jede Niveauflache £~1(c) mit c in einer hinreichend
kleinen Umgebung von co = f(po) darstellbar als Graph einer stetig di [e-1
renzierbaren Funktion R" O R. [ ]

[T Wegen [F(po) # 0 ist mindestens eine partielle Ableitung von f nicht
Null. Nennen wir diese Koordinate v und die restlichen n Koordinaten u, so
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Abb 9 Niveaulinien mit fy (Xo, Yo) # 0 und fx(Xo,Yo) # 0

ist der Ifs anwendbar, und lokal auf jeder Niveauflache die Koordinate v als
Funktion der Koordinaten u darstellbar. [

Lokal um einen Punkt pg mit
E(po) =0
gelten solche Aussagen nicht. Dies zeigen die folgenden beiden Beispiele.
["&a. Betrachte
@: RP - R, @y)=x>+y?

Der Gradient von ¢ verschwindet im Nullpunkt und sonst nicht. Die Niveaumen-
gen dieser Funktion sind

%eislinie, c >0,

e Hc) = llpunkt, ¢ =0,

%;re Menge, c <O.
Also sind in keiner Umgebung von 0 die Niveaumengen von ¢ als Graphen einer
Funktion auf einem o [eden Intervall darstellbar. In jedem anderen Punkt ist

Abb 10 Niveaulinien mit fy (Xo, Yo) = 0 respektive fx(Xo,Yo) =0

19.21
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Abb 11

Niveaulinien von
X2 + y? mit zwei
regularen Punkten

(1)

dies moglich: auf den beiden Koordinatenachsen gibt es jeweils eine Mdglichkeit,
innerhalb der vier o [eden Quadranten deren zwei.
b. Dasselbe gilt fur

W: RPLOR, WX y)=x?—-y?2
Die Niveaumengen dieser Funktion sind

1
%vei Hyperbelbégen durch x-Achse, ¢ >0,
W)= %de Winkelhalbierende, c=0,
ei Hyperbelbégen durch y-Achse, ¢ <O.

c. Die klassische newtonsche Bewegungsgleichung eines reibungsfreien
Teilchens der Masse 1 auf der reellen Achse unter dem Einfluss eines Potentials
V:R 5 Rist

% = —VHx), x [RI

Als System erster Ordnung lauten die Gleichungen
Abb 12

Niveaulinien von
x2 — y? mit zwei

regularen Punkten
I

/\ W)
W=D WL(0)
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Abb 13 Ein Potential V und sein Phasenportrait

X=y,

y =-Vix).
Die Gesamtenergie dieses System ist die Summe aus kinetischer und potentieller
Energie,

2 : x?
E: R° - R, E(x,x)=7+V(x).

Diese ist konstant entlang jeder Lésung, denn

%E(x, X) = ExX + ExX = Vi{x)x —xV{x) = 0.

Das ist der klassische Energieerhaltungssatz. Jede Losungskurve ist somit in
einer Niveaumenge der Energiefunktion enthalten, und die Niveaumengen liefern
bereits Aufschliisse tiber die Losungen der Di [erenzialgleichung X = —V {(x).

Betrachte also die Niveaumengen von E. Wegen [EF* (Vx),x)~Hiegen
kritische Punkte genau dann vor, wenn

Vix) =0 [x1=0.

19.23
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Diese entsprechen kritischen Punkten des Potentials V auf der x-Achse. Alle
anderen Punkte sind regular, und die zugehorigen Niveaulinien sind regula-
re, stetig di Cerenzierbare Kurven. Wegen E(X,—y) = E(X,y) verlaufen diese
symmetrisch zur x-Achse und schneiden die x-Achse immer senkrecht, da

Ex=0 [X¥FO0,

wahrend an diesen Stellen Vx) # 0. Mit diesen Uberlegungen lasst sich be-
reits das sogenannte Phasenportrait zur Gleichung X = —V&x) vollstandig
beschreiben. [T

= Regulére Punkte

Die Formulierung des Ifs geht davon aus, dass bereits eine geeignete Zer-
legung der Koordinaten in x = (u, v) vorliegt. Im Allgemeinen ist diese jedoch
nicht gegeben, und oft gibt es auch mehr als eine solche Zerlegung. Wir formulie-
ren den Ifs daher ein weiteres Mal ohne Bezug auf spezielle Koordinaten.

Zentral ist hier der Begri [Cdes regularen Punktes. Bisher hatten wir erklart,
dass ein Punkt p reguléar heif3t fur eine stetig di Cerenzierbare Abbildung

1 1 1] 1
B ERrR H %f?p) 20 H
Ll %" HR Egenau dann, wenn %I}Ip) Z“0
e

& R" tDF(p) #0
Wir verallgemeinern nun diese Definition auf beliebige Abbildungen R™ & R™.

Definition Sei ¥: R™ O R™ stetig di Lerknzierbar. Ein Punkt p im Definitions-
bereich von F heil3t reguléarer Punkt von f, falls Df (p) surjektiv ist. An-
dernfalls heif3t er singuléarer oder kritischer Punkt von . [

Bemerkungen a. Fireine C-Abbildung f: R" O R™ ist Df (p) surjektiv
genau dann, wenn rang D (p) = m. Somit beinhaltet diese Definition die obigen
Spezialfélle.

b. Andererseits gilt

rang Df (p) Cmlin{n, m}.

Im Fall n <m kann also f keine reguléren Punkte haben.

c. Insbesondere haben Kurven y: R & R™ fur m [Zkeine regularen
Punkte im Sinne dieser Definition. Der fruher eingefuhrte Begri [_dés reguldren
Punktes einer Kurve 1317 fallt somit nicht darunter. Der Begri [>rkegular< wird in
so vielen Kontexten verwendet, dass solche Kollisionen manchmal auftreten. [
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Niveauflachensatz Sei ¥: RM*M O R™M stetig di Lerknzierbar mit n 11 Dann
ist lokal um einen regularen Punkt jede Niveaumenge von ¥ der Graph einer
stetig di Lerbnzierbaren Abbildung ¢: R" @ R™. [

[ Nach Voraussetzung ist rang Df (p) = m. Durch geeignete Nummerie-
rung der Koordinaten kénnen wir daher erreichen, dass die letzten m Spalten
von Df(p) linear unabhéngig sind. Schreiben wir jetzt x = (u,v) CRI' x RM
wie Ublich, so gilt

rangf,(p) =m L[_ddtf,(p) 0.
Wir kénnen damit den Ifs 15 anwenden und erhalten eine Umgebung
X=UxV [RI'"<RM

von p, eine Umgebung W [CR™ von f(p) und eine stetig di Cerknzierbare
Abbildung ®: U xW -, V, so dass fur jedes w [

fiw)n X ={(u,v) CXI: f(u,v) =w}
={(u,v) CXI: v =®(u,w), u LU}
=T (P(-,w)).

Somit ist lokal um p jede Niveaumenge von ¥ der Graph einer stetig di [Ceren-
zierbaren Abbildung. [

Bemerkung Der Satz gilt im Prinzip auch fur n = 0. In diesem Fall ist
der Umkehrsatz ; anwendbar, und die Niveaumengen bestehen aus isolierten
Punkten. [1

19.3
Mannigfaltigkeiten

Der Graph einer stetig di [erenzierbaren Funktion R @ R respektive R2 d R
ist ein eindimensionales Kurvenstiuck in der Ebene beziehungsweise ein zweidi-
mensionales Flachenstiick im Raum. Nicht alle Kurven oder Flachen sind jedoch
als Graphen einer einzigen Funktion darstellbar. Das zeigen schon die Kreisli-
nie S und die Sphare S2.

Man kann diese Mengen aber als Niveaumengen einer einzigen, stetig di [e-1
renzierbaren Funktion beschreiben. So kénnen wir die n-dimensionale Einheits-
sphére schreiben als S" = ¥71(1) mit

. 1 — 2 2
f:R™ LR, F(X)=x{+.. +X5,;.

19.25

521



522

18

19

19 — Mannigfaltigkeiten

Jeder Punkt in S" ist ein regularer Punkt von f. Somit ist die Sphare S" lokal
immer als Graph einer Funktion R" & R darstellbar 17.
Der Begri [Cder Mannigfaltigkeit verallgemeinert diese Uberlegung.

Definition Sei n [CMund m [ Eine nichtleere Teilmenge M CRI™™ heil3t
Mannigfaltigkeit der Kodimension m, wenn es eine o Lede Umgebung Q von
M in R™™ und eine C1-Abbildung f: Q -~ R™ ohne singuléare Punkte gibt,
so dass

M=F10)={x CA: F(x)=0}. [

Bemerkungen a. Der Wert O hat keine besondere Bedeutung und kann
durch jeden anderen Wert ersetzt werden.

b. Mannigfaltigkeiten der Kodimension 1 werden auch Hyperflachen ge-
nannt. Im R? und R2 spricht man von Kurven respektive Flachen.

c. Im Fall n = 0 besteht M aus isolierten Punkten. Es ist aber sinnvoll,
auch solche Objekte als Mannigfaltigkeiten zu betrachten.

d. Genauer haben wir hier gleichungsdefinierte Untermannigfaltigkeiten
des R™™ ™M definiert. Der di Lerknzialtopologische Begri Cder Mannigfaltigkeit ist
wesentlich allgemeiner. [

Bevor wir zu den Beispielen kommen, stellen wir fest, dass lokal jede Man-
nigfaltigkeit wie ein euklidischer Raum aussieht.

Satz Sei M eine Mannigfaltigkeit im R™"*™ der Kodimension m. Dann existiert
zu jedem Punkt in M eine Umgebung U und ein Di Ledmorphismus

F: U-V [R'<xRM,
so dass
FIMnU)=V n R"<{0}". [

Man sagt, der Di Ledmorphismus F trivialisiert lokal die Mannigfaltigkeit, da
ein Ausschnitt um p di Ledmorph auf einen Ausschnitt des R" abgebildet wird.

[ Sei M = £~1(0) mit einer C-Abbildung f: R™™ [Q - R™ ohne
singuléare Punkte, und sei p [CM. Dann hat Df (p) Rang m, und wir kbnnen
die Koordinaten so umordnen, dass die hintere m < m-Untermatrix von Df (p)
maximalen Rang hat. Setzen wir jetzt

F: R"MOQR™™  (u,v) [(AYy)=(~u,f(u,v))

in einer Umgebung von p, so ist
1

detDF(p) = det (p) = det(f,(p)) #0.

|
fu
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Also ist F ein lokaler Di Cedmorphismus von einer Umgebung U von p auf eine
Umgebung V [CRI" x RM. Fur diesen gilt

FIMnU)=FF10)nU)=V n{y =0}
Also leistet diese Abbildung das Gewlnschte. [

Man kann jede solche Abbildung F - beziehungsweise ihre Umkehrabbil-
dung - als ein lokales Koordinatensystem auf M betrachten. Die Anzahl n dieser
Koordinaten ist Gberall dieselbe und wird als Dimension der Mannigfaltigkeit M
bezeichnet. Ihre Kodimension m ist die Anzahl der Gleichungen, durch die M
bestimmt wird. Dies gilt auch fur die Dimension 0. Eine O-dimensionale Mannig-
faltigkeit ist eine Menge isolierter Punkte. Ihre Kodimension ist die Dimension
des Gesamtraumes.

& Im R™ x R™ [CR™M st R" [CR" x {0} eine Mannigfaltigkeit der

Dimension n und Kodimension m.

b. Ist A: R™™ _, R™ linear und surjektiv, so ist kerA = A~1(0) eine
Mannigfaltigkeit der Dimension n und Kodimension m.

c. Die Spharen S" [RI'"*! sind Mannigfaltigkeiten der Dimension n und
Kodimension 1. Dies gilt auch fiir S° = {—1, 1} als Teilmenge von R.

d. Ist ¥: R - R reguldr, so ist jede nichtleere Menge £~1(c) eine O-dimen-
sionale Mannigfaltigkeit, ndmlich genau ein Punkt.

e. Der Graph einer C'-Abbildung

¢: RTOR™, v=0¢()
ist eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit im R"™*™ . Denn ist D CRI" der o [ene
Definitionsbereich von ¢, soist Q =D xR™ oledin R" x R™ und
f: Q-R™, fuv)=v—-0¢)
stetig di Lerknzierbar. Wegen f,, = Id sind alle Punkte von f reguléar, und es ist
M) ={(u,v) CA: v==0(u}
={(u,v) A: f(u,v) =0}
=f71(0).
Also ist T (¢) eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit in R"*™,
f. Die Menge M = {1/n:n [1} ist eine 0-dimensionale Mannigfaltigkeit
in R, die Menge M {0} dagegen nicht.
g. Die geometrischen Gebilde in Abbildung 14 sind dagegen keine Mannig-

faltigkeiten, denn solche besitzen keine Ecken, keine Selbstschnitte, und haben
Uberall dieselbe Dimension. [Tl
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Abb 14 Keine Mannigfaltigkeiten

[ Hiyperboloid und Kegel  Betrachte die Funktion
f: RE_-R f(xy,z)=x?+y?2—272
und ihre Niveaumengen
Me =F 1) ={(x,y.,z): x> +y?—z?=c}.

Jeder Punkt mit Ausnahme des Koordinatenursprungs ist ein regulérer Punkt
von f, und dieser liegt auf Mg. Daher ist jede Menge M; mit ¢ # 0 eine Mannig-
faltigkeit der Kodimension 1 und Dimension 2, also eine Flache im R2. Fiir c > 0
ist dies ein einschaliges Hyperboloid, fur ¢ < 0 ein zweischaliges Hyperboloid.
Fir ¢ = 0 erhalt man einen Kegel, der aufgrund seiner Spitze im Nullpunkt keine
Mannigfaltigkeit bildet. [Tl

= Regulare Werte

Die Definition einer Mannigfaltigkeit M = ¥~1(0) verlangt von der definie-
renden Funktion ¥ mehr als tatsachlich erforderlich ist. Es genigt, dass jeder
Punkt auf M selbst ein regulérer Punkt von F ist. Dies fuhrt zum Begri [Cdes
regularen Wertes.Wie zuvor sei n [CQlund m [T]

Abb 15 Einschaliges Hyperboloid, Kegel, und zweischaliges Hyperboloid
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Abb 16

Zwei kritische Punkte,
zwei regulére Punkte
sowie zwei Kritische
Werte

Definition Sei n COJund m CIJund f: R™™ O R™M sei stetig di Lerknzierbar.
Ein Punkt w [CRI™ heil’t regularer Wert von ¥, wenn die Menge f~1(w)
entweder leer ist oder nur aus reguléaren Punkten besteht. Andernfalls heif3t
w ein singularer oder kritischer Wert von . [

Bemerkungen a. Ein regularer Punkt ist also ein Punkt im Definitionsbe-
reich, ein regularer Wert ein Punkt im Wertebereich einer Funktion.

b. Der Wert eines reguldren Punktes muss kein regulérer Wert sein, denn
auch nichtregulare Punkte kdnnen auf denselben Wert abgebildet werden - siehe
Abbildung 16.

c. Ob w ein regularer Wert von T ist, hdngt auch vom Definitionsbereich
der Funktion ab. Fur die Funktion f: (x,y,z) [xf + y? — z? des letzten
Beispiels 21 ist O kein regulédrer Wert, da

0 CFT1(0), CE) = 0.

Entfernen wir den Nullpunkt aus dem Definitionsbereich, wird O ein regulérer
Wert. Die zugehdrige Niveauflache ist ein Kegel ohne seine Spitze, und diese
Menge ist eine Mannigfaltigkeit. [

Mit diesem Begri Cethalten wir folgende &quivalente Charakterisierung einer
Mannigfaltigkeit.

Satz Eine nichtleere Teilmenge M des R™™M ist eine Mannigfaltigkeit der Di-
mension N genau dann, wenn es eine C1-Funktion ¥: R™™M O R™ mit
regularem Wert O gibt, so dass M = £71(0). [ 1

[ Ist M = ¥~1(0) eine Mannigfaltigkeit im Sinne unserer Definition 1g, so
ist insbesondere jeder Punkt in £71(0) ein regularer Punkt und damit 0 selbst
ein reguléarer Wert von f.

Sei umgekehrt O ein regularer Wert von f. Dann ist jeder Punkt p in
M = ¥71(0) ein regularer Punkt von ¥ und damit DFf(p) surjektiv. Dies ist
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aquivalent mit der Eigenschaft, dass die Determinante einer geeigneten Auswahl
von m Spalten von Df (p) nicht verschwindet. Diese Determinante hangt stetig
von p ab und ist somit auch auf einer o Leden Umgebung von p nicht Null. Es
existiert also zu jedem p Ml eine Umgebung U(p) in R™™  so dass

rang Df (X) = m, x [U(p).

1
Setzen wir jetzt Q = U (P), so erhalten wir eine M umfassende o [ene
Menge Q ohne singulare Punkte von f. Also ist M eine Mannigfaltigkeit im
Sinne unserer Definition 1g. [

Vereinbarung Im Folgenden heiRe eine nichtleere Teilmenge M des R™™ eine
f-definierte Mannigfaltigkeit, wenn f: R"™™M O R™ stetig di Cerknzierbar
mit regularem Wert 0 ist und M = £71(0) gilt. [

= Tangentialraum und Normalraum

Jedem Punkt p einer Mannigfaltigkeit M kdnnen wir Tangentialvektoren
zuordnen. Dazu betrachten wir beliebige Kurven auf M durch p und deren
Geschwindigkeitsvektoren in diesem Punkt.

Definition Ein Vektor v. CR™™ heiRt Tangentialvektor an M im Punkt p,
wenn es eine C-Kurve y: R0 M gibt mit

y(©0) =p, y(@©0) =v.

Die Menge aller Tangentialvektoren an M im Punkt p heif3t der Tangential-
raum von M an p und wird mit Tp,M bezeichnet. [

Man stellt sich Tangentialvektoren Gblicherweise als im Punkt p angeheftete
>gebundene« Ortsvektoren vor. Tatsachlich handelt es sich um >ungebundene«
Vektoren, also Elemente eines Vektorraumes. Der Raum T,M ist ein Vektorraum
derselben Dimension wie M :

Satz Sei M eine T-definierte Mannigfaltigkeit. Dann ist
TpM = ker Df (p), p ML

Insbesondere ist jeder Tangentialraum TpM ein Vektorraum derselben Di-
mension wie M. [

[ Sei F: U - V ein lokaler trivialisierender Di Ledmorphismus um p 19,
so dass

F(M nU) =V n R"<{0}™.
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Abb 17 W2
Zum Tangentialraum e L’ Wi
p Y1
Y2
P v
- $
q Uz
RN Uz

Fur die Umkehrabbildung ® = F~1 um z = F(p) gilt dann f -® = 0 entlang
aller Kurven in V n R"x{0}™. Insbesondere gilt

(Fod)(z+tej)) =0, 1 CilCn)
auf einem t-Intervall um 0, und damit
Df (p)D®(2)e; =0, 1 Ol

Die Vektoren D®(z)e; liegen somit samtlich im Kern von Df(p). AuRerdem
sind sie linear unabhéangig. Da der Kern von Df (p) aber Dimension n hat, folgt

span{D®(z)e; : 1 1Nl = ker Df (p).

Auf der anderen Seite ist klar, dass der Raum links die Geschwindigkeitsvektoren
samtlicher moglicher Kurven auf M durch p enthalt, also

TpM =span{D®(2)e; : 1 [Nk
gilt. [

Versehen wir den R"™™ mit einem beliebigen Skalarprodukt [} - [Jso ist
auch die Orthogonalitéat zweier Vektoren und das orthogonale Komplement einer
Teilmenge erklart. Damit kdnnen wir auch den Normalraum einer Mannigfaltig-
keit definieren.

Definition Sei M eine Mannigfaltigkeit im R"*™ st dieser mit einem Skalarpro-
dukt versehen, so heil3t das orthogonale Komplement zum Tangentialraum
TpM der Normalraum von M in p und wird mit Tp'ﬂ bezeichnet. Seine
Elemente heil’en die Normalenvektoren von M in p. [
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Fur jeden Punkt p [CM gilt also

TpM CTIM =R™™,
Satz Sei M eine f-definierte Mannigfaltigkeit der Dimension n im R"™™M | |st
dieser mit einem Skalarprodukt versehen, so ist

ToM =span{ (Flp), .., (FA(P)}, p M. [ ]

Die Gradienten der Komponentenfunktionen von f beziglich dieses Skalar-
produktes stehen also tiberall senkrecht auf der Niveaumenge M = ¥~1(0) und
spannen in jedem Punkt deren Normalraum auf.

[ Nach dem letzten Satz ist ToM = ker DF (p). Fir jede Komponenten-
funktion fi von f gilt also

Dfk(p)v = Efdp),vZF 0, v [TIM.

Also ist

(fidp) CTIM, 1 CKICm.

Andererseits sind die Gradienten [¥i(p),.., [(EL(p) linear unabhéangig, da f
im Punkt p regulér ist. Da der Normalraum Tp'ﬂ genau die Dimension m
hat, mussen diese m linear unabhangigen Vektoren den gesamten Normalraum
aufspannen. [

Wir betrachten noch einmal
f: R™ LR, f(x)= X

Der Gradient von f verschwindet nur im Nullpunkt, und dort ist £(0) = 0.
Also ist 1 ein reguldrer Wert von ¥, und S™ = f~1(1) eine Mannigfaltigkeit der
Kodimension 1 und Dimension n. Ein Normalenvektor im Punkt x ST ist x
selbst. Somit gilt

T S" =span{x},  TxS"={x}""

Die Tangentialebene an S" im Punkt x ist Ubrigens die zu TxM parallele a Cnel
Ebene durch den Punkt X, also
X +TxS" =x +{x} 2 x +{v: [, xZF0}
={v: M—x,xZF0}
={v: M, x[F1}.
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19.4
Extrema mit Nebenbedingungen

Ein oft auftretendes Problem ist, Extremwerte einer skalaren Funktion zu
bestimmen, wahrend gleichzeitig eine Anzahl von Nebenbedingungen in Form
von Gleichungen einzuhalten sind.

Ein anschauliches Beispiel ist die Aufgabe, auf einer Flache diejenigen Punkte
mit dem groRRten oder kleinstem Abstand zu einem Referenzpunkt zu finden. Als
Zielfunktion dient hier bequemerweise das Quadrat des euklidischen Abstands,
also

f(x)=xZ+ .. +x2.
Die Flache selbst soll durch m Gleichungen
gi(x) =0, 1 Crm.

beschrieben werden.
Ist O ein regularer Wert der Vektorfunktion

g=(91,...9m) ' R" O R™,

so handelt es sich bei dieser Flache um eine durch g bestimmte Mannigfaltig-
kei der Kodimension m. Es geht dann darum, Extremwerte der Einschrankung
T 57 von £ auf M zu bestimmen. Die primare Aufgabe ist dabei, deren kritischen
Punkte zu finden. Die Frage, ob dort ein Maximum oder Minium vorliegt, ergibt
sich meist aus geometrischen Uberlegungen.

Naheliegend ist die Idee, die Mannigfaltigkeit M mehr oder weniger ge-
schickt zu parametrisieren und dadurch die Nebenbedingungen aufzuldsen. Die
Zielfunktion kénnte man dann wie gewohnt untersuchen 1515 . Dies ist allerdings
im Allgemeinen sehr mihsam - und auch garnicht nétig. Denn solche kritischen
Punkte lassen sich geometrisch sehr einfach charakterisieren.

Im Folgenden hat der Gesamtraum die Dimension n. Eine Mannigfaltigkeit
der Kodimension m hat jetzt also die Dimension n —m.

Satz Sei M eine Mannigfaltigkeit und F eine in einer, gebung von M stetig
di Cerknzierbare skalare Funktion. Dann besitzt T 57 einen kritischen Punkt
in p Ml genau dann, wenn

CE(p) CTIM. [

[T Die Einschrankung der Funktion ¥ auf M besitzt im Punkt p Ml einen
kritischen Punkt genau dann, wenn sie entlang aller Kurven auf M durch p dort
einen kritischen Punkt besitzt. Somit missen sdmtliche Richtungsableitungen in
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tangentialen Richtungen an M verschwinden:
Df (p)v = ¥ (p),vZF 0, v M.
Also gilt [F(p) [T3M und damit CE(b) CTEM. I

Dies ist ein abstraktes geometrisches Resultat. Es ist unabhédngig davon, wie
die Mannigfaltigkeit M gegeben ist. Konkreter wird es fur gleichungsdefinierte
Mannigfaltigkeiten.

Korollar Sei M eine g-definierte Mannigfaltigkeit im R" der Kodimension m
und f: R™_[ R in einer Umgebung von M stetig di Lerknzierbar. Dann
besitzt T 57 einen kritischen Punkt in p [CM genau dann, wenn es reelle
Zahlen Aq, .., Am gibt, genannt Lagrangemultiplikatoren, so dass

F(p) = A1 Lgulp) + .. + Am [@al(p). [

[ Far einen kritischen Punkt p von f %l gilt ja 25, 26

[Fb) CTIM = span{ [Gp). ... [GA(P)}.
Also ist [(p) eine Linearkombination von [gi(p),.., Cg4(p). [

FUr die praktische Anwendung formulieren wir dieses Ergebnis noch einmal
fur den Standardfall. Aus kritischen Punkten der Funktion ¥ mit Nebenbedin-
gungen werden kritische Punkte einer Hilfsfunktion F ohne Nebenbedingungen,
wobei allerdings die Dimension des Problems vergréRert wird.

Satz Esseien f: R" O R und g: R" O R™ auf einem gemeinsamen Defini-
tionsbereich stetig di Lerknzierbar und O ein regularer Wert von g. Dann
besitzt ¥ unter der Nebenbedingung g = 0 einen kritischen Punkt p genau
dann, wenn die erweiterte Funktion

F: R"<xRTOR, F(x,A)=Ff(x)+ g(x)
einen kritischen Punkt (p, ) besitzt. [
[T Besitzt F einen kritischen Punkt (p, 1), so ist erstens
0 =0z F(pP, 1) = gk(p), 1 CKICm,
und zweitens

™1
0=aX|F(p!u) :aX|f(p)+ ukaX|gk(p)! 1 I:Eljl
k=1

Ersteres ist dquivalent mit p M = g~1(0), und Letzteres ist dquivalent mit

™
0= [E(, )= HMmP)+  kLgdp),

k=1
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also mit [CF(p) I:[gﬂ . Also ist p ein kritischer Punkt von  unter den Neben-
bedingungen g = 0 »7. — Die Umkehrung beweist man mit denselben Argumen-
ten. [T

Damit erhalten wir folgendes Verfahren zur L6sung von Extremalaufgaben
mit Nebenbedingungen. Sind die Zielfunktion ¥ und die Nebenbedingungen
g = (91,--.9m) = 0 gegeben, und ist O ein regularer Wert von g, so bilden wir
die erweiterte Funktion

F=Ff+ Qg

und bestimmen deren kritische Punkte beztglich x und A. Dies fuhrt zu ei-
nem System aus n + m Gleichungen fir ebensoviele Unbekannte X%, ..,Xxn und
A1, .., Am, und zwar

0 = 0y, F(X) + A10x, 91 (X) + .. + AmOx, Im(X), 1 CK1N)

0 =gi(x), 1 CIm.

Dieses ist zu 16sen. Der Erfolgt ist allerdings nicht garantiert, da es sich im
Allgemeinen um nichtlineare Gleichungen handelt. — Dazu zwei Beispiele.

[T NMoungsche Ungleichung  Betrachte

ufP  vd
f(U,V)—F‘FF,
wobei
pg>1 t+log
P q

Auf dem positiven Quadranten {(u,Vv):u,v > 0} besitzt ¥ keine lokalen Extre-
ma. Wir beschranken uns deshalb auf die Teilmenge mit uv = 1, stellen also die
Nebenbedingung

g(u,v) =uv-—-1=0.
Die erweiterte Funktion ist dann
P va
Fu,v, ) = — + X 4 auv - 1).
P q
Fur die kritischen Punkte erhalten wir das Gleichungssystem

uPl+Av =0,
vil+Aau=0,

uv =1.
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Multiplizieren der ersten Gleichung mit u und der zweiten mit v ergibt uP =v9,
und zusammen mit uv = 1 folgt u = v = 1. O [edsichtlich handelt es sich
hierbei um ein absolutes Minimum. Als Ergebnis erhalten wir

wove 11

p q P q
far alle u,v >0 mit uv =1.

Um die allgemeine Ungleichung fur u,v > 0 zu erhalten, setzen wir

—~ u - \Y/

u= (uv)vp’ V= (uv)va’
Esist GV =1, also

Gp+\7q_ uP v

p q puv quv
Also gilt allgemein
p a
oY tmw, uvso 11
p q
[CHigenwerte Sei A CI{R™*?!) ein symmetrischer Operator beziiglich eines
beliebigen Skalarprodukts [] - Cauf dem R™*1. Die quadratische Form
f: R™ LR, f(x)=[MHAx,xl

ist auf dem Gesamtraum unbeschréankt, wenn sie nicht identisch Null ist. Auf der
kompakten Einheitssphare S" = {x: [X,x[= 1} nimmt sie aber ihr Minimum
und Maximum an, besitzt also dort im Fall n 21 mindestens zwei kritische
Punkte.
Um diese zu charakterisieren, schreiben wir die Nebenbedingung als
gx)=1—-X,x[]
Die erweiterte Funktion lautet dann
F(O<A) = [Ax, X F A1 — X, xDl
Das zugehorige Gleichungssystem ist
AX —AX =0,
X, x = 1.
Ein kritischer Punkt der quadratischen Form £ auf S" ist demnach ein normierter
Eigenvektor von A, sein Lagrangemultiplikator der zugehdrige Eigenwert.
Da die quadratische Form kritische Punkte besitzen muss, erhalten wir

damit einen Beweis, dass jeder symmetrische Operator mindestens einen reellen
Eigenwert besitzt.
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Eine Erweiterung dieses Arguments liefert sogar die Existenz einer orthonor-
malen Basis fiir A. Ist v der im ersten Schritt gefundene normierte Eigenvektor,
so suchen wir im nachsten Schritt ein Maximum auf S™ n {v}~Mit anderen
Worten, wir betrachten nun die Nebenbedingungen

go(X) =1— X, x[F0,

g1(x) = M, x[= 0.
Eine Maximalstelle auf g=1(0) = S" n {v} Sritt dann an einem weiteren Eigen-
vektor auf, der aufgrund der Konstruktion orthogonal zu v ist. Dabei spielt es
keine Rolle, ob der zugehérige Eigenwert vom ersten verschieden ist oder nicht.

Fahrt man so fort, so erhalt man eine orthogonale Basis des Gesamtraumes,
bestehend auf Eigenvektoren des Operators A. [T 1l
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