Der Fundamentalsatz im R"

Fur eindimensionale Integrale gilt bekanntlich

el

a a

mit einer Stammfunktion F von . Man erhdlt das Integral einer Funktion ¥ tber
ein Intervall also durch Auswertung einer Stammfunktion F Uber dessen Rand.
Sucht man nach etwas Ahnlichem in héheren Dimensionen, so steht man vor der
Aufgabe, Integrale Uber Kurven, Flachen und allgemeinere Mannigfaltigkeiten zu
betrachten.

Dabei stellt sich nicht nur das Problem, wie man integrieren soll, sondern
auch was. Es ist moglich, Funktionen oder Vektorfelder Giber Mannigfaltigkeiten
zu integrieren, doch erfordert dies in jedem einzelnen Fall eine eigene Her-
angehensweise. Statt dessen hat sich als einheitlicher Zugang der Kalkul der
Di Cerknzialformen etabliert. Dies sind die naturlichen Objekte, die Giber Mannig-
faltigkeiten integriert werden.

Beim ersten Kennenlernen wirkt dieser Kalktl wie eine Ansammlung ab-
strakter und willkurlicher Definitionen. Der Lohn dieser Muhen ist aber ein
einheitlicher Zugang zu den fundamentalen Integralsdtzen von Green, Gauf3 und
Stokes in zwei und drei Dimensionen. Sie alle sind unmittelbare Folgen eines
allgemeinen Satzes Uiber den Zusammenhang zwischen Integralen tber Mannig-
faltigkeiten und deren Rand, der ebenfalls nach Stokes benannt ist und besagt,

dass
1

Der kIassiEslche Fund%nentalsatz in dieser Schreibweise lautet

df = f.
[a.b] a[a,b]
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608 22 — Der Fundamentalsatz im R"

22.1
Etwas multilineare Algebra

Fur die Integration entlang Kurven betrachteten wir 1-Formen a: V O V&
die jedem Punkt im Definitionsbereich in V eine Linearform im Dualraum VvV ™
zuordnet. Dieses Konzept erweitern wir jetzt auf alternierende k-lineare Funktio-
nen.

= Alternierende Formen

Definition Eine alternierende k-Form, wobei k [1] auf einem reellen Vektor-
raum V ist eine k-lineare Abbildung

w: VK LR,
die bei Vertauschung von je zwei Argumenten das Vorzeichen wechselt. Der

Raum aller solchen Abbildungen wird mit AV bezeichnet. Fur k = 0 sei
AV [R1 [ ]

Fur beliebige 1 1k j [CKlgilt also
(.., Vi,..,Vj,..) = —w(..,Vj, .., Vi, ..).

Diese Eigenschaft bleibt unter Linearkombinationen erhalten, AKXV bildet also
einen linearen Vektorraum. Sie ist allerdings erst fur k [Zlrelevant, denn fur
0 CKI[Tlgibt es keine Argumente, die man vertauschen kénnte.

[ &. Jedes Element des Dualraums V 't eine alternierende 1-Form. Es ist
also V2 ALy,
b. Die Determinante det: R™" - R, aufgefasst als n-lineare Form in den
Spalten einer n x n-Matrix, ist eine alternierende n-Form. [111

1 Lemma FuUr eine k-lineare Form w sind folgende Aussagen aquivalent.
(i) Die Form o ist alternierend.
(ii) Es gilt w(v1,..,Vvk) =0, wenn zwei Argumente gleich sind.
(iii) Es gilt w(v1, .., Vvk) = 0, wenn die Argumente linear abhangig sind.
(iv) For jede Permutation T von (1,..,K) gilt

WV, -, V) = sgn(T)w(Vy, .., Vi),
wobei sgn(t) das Signum der Permutation T bezeichnet. [ 1
[T (i) Caml Sind zwei Argumente gleich, so ist nach Vertauschung
w(.,Vv,.,Vv,..)=—w(.,V,.,V,..)

und damit Null.
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Etwas multilineare Algebra — 221

(ii) (i) Ist zum Beispiel v1 = azvz + .. + Ok Vi, so folgt aus der Multilinea-
ritdt von w und (ii)

—1
w(Vvi,..,VK) = ajw(Vi,Va,..,vp) =0.
2 K]

(iii) C{DEs gilt dann
w(..,Vi+Vj,..,Vi+vj,..)=0.

Von den vier aufgrund der Linearitét resultierenden Summanden verschwinden
die beiden mit gleichen Argumenten, und es bleibt

(.., Vi,..,Vj,..) + (.., Vj, .., Vi,..) = 0.

Also ist w alternierend.
(i) v Dies folgt aus der Definition von sgn(t). [

Aufgrund dieses Lemmas ist auf einem Vektorraum der Dimension n jede
k-Form mit k > n identisch Null. Es ist also

NKv = {0}, k>dimV.

= Dachprodukt

Wir benétigen ein Produkt, dass aus einer k-Form und einer I-Form eine
k + I-Form bildet. Im Prinzip ist dies kein Problem, da beide Formen zusammen
linear in k+1 Argumenten sind. Wir mussen aber sicherstellen, dass das Ergebnis
auch in allen Argumenten alternierend ist.

Definition Ist w CAKV und n CAlV, so heit die durch

(w (V1 .., Vi+)

L1
% sgn(T)u)(Vrl, e VTk)n(VTkﬂ’ T VTk+I)
TR

definierte alternierende k+I-Form das aulRere Produkt oder Dachprodukt von
w und n, wobei Px+ die Gruppe aller Permutationen von k + |1 Elementen
bezeichnet. Dies kann auch geschrieben werden als

((JL) @(Vl, ..,Vk+|) I

= sgn(o)w(vcl, -'vVUk)n(V0k+1' "1V0k+|)v
o [P,

wobei Pk nur diejenigen Permutationen in Px; umfasst, wo die ersten k
und die letzten | Elemente monoton steigend angeordnet sind. [

12.01.2019 — 19:25 22.3
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[ Die Form w [Qist linear in jedem Argument, da es «w und n sind.
Durch Summation Uber alle méglichen Permutationen T und Multiplikation
mit sgn(t) wird sichergestellt, dass das Ergebnis wieder alternierend in allen
Argumenten ist. Dabei treten viele Summanden mehrmals auf, und zwar immer
dann, wenn verschiedene Permutationen dieselbe Zerlegung

{1, .. k+1}={11, .., =} CHicr1, .., Tr1}

bewirken. Deren Anzahl ist genau k!l!, denn so viele Permutationen der ersten
und zweiten Teilmenge unter sich gibt es. Die Division mit diesem Faktor korri-
giert also diesen Uberschuss. In der zweiten Formulierung tritt dieser Uberschuss
nicht auf. [

Lemma Das Dachprodukt ist assoziativ, linear in beiden Faktoren, und antikom-
mutativ. Genauer gilt

whE DN, o Cafv, noalv. [

[T Linearitéat und Antikommutativitéat folgen direkt aus der Definition. Um
die Assoziativitat zu verifizieren, bemerken wir, dass

(w ml%(le vy Vit 1+m)

Sgn(c)(&) m(VUlv LR V0'k+|)U(V0'k+|+1' R VUk+|+m)

sgn(cr)oo(vcl, ey VUk)n(VCk+1v vy Vck+I)U(VGk+I+1’ ey V0k+|+m)-
o [(Bdim

Genau zu derselben Darstellung gelangen wir aber flr
(w @ ) (V1, -y Virl+m.
Also sind beide Ausdricke aquivalent. [T
(& Fur a CAPV =R und w CAKV ist
a Cal=aw [CAKV

das Ubliche Produkt von w mit dem Skalar a.
b. FUr 1-Formen gilt

¢1 Chb = -2 Pk,
b1 Cpb Cph = P [pk [ph = 3 [Ph [ Pb.

c. Fir jede k-Form w mit k CLgilt

w Ca=0.
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Etwas multilineare Algebra — 221

d. Fur ¢1,do CVIdnd vy, v, [Vist

(b1 Chb)(V1,V2) = b1 (V1) d2(V2) — ¢1(V%>2(V1)

bi1(v1) bd2(vi)

= det b1(v2) d2(v2)

e. Far ¢1,¢2,¢3 IEQnd Vi1,V2,V3 [Vlist

(b1 Chb k) (v, V2, V3)
= ¢1(V1)b2(V2)d3a(v3) + .. + d1(V3)Pa(Vi)ds(v2)
- ¢1(V1)¢2(V3)¢3(I\b._)|— o ¢1(V2)¢|(V1)¢1%)

%(Vl) $2(v1) ba(vi)
= det (vV2) d2(v2) Ps(v2) I
b1(v3) d2(vz) P3(vs)

= Basisdarstellungen

Eine allgemeine k-lineare Form w auf V ist bereits eindeutig durch ihre
Werte auf allen mdéglichen Kombinationen von Vektoren einer Basis Vvi,..,Vn
von V definiert, also durch ihre Komponenten

Wy, e CQA(VY,, - V). 10d,..,ux 0l

Ist die Form alternierend, so reicht bereits die Kenntnis der Komponenten mit
1l <pp <. <p LNOJ

denn alle anderen ergeben sich hieraus durch Permutationen der Indizes oder
sind Null. Die zugehdrigen Basisvektoren sind die Dachprodukte ¢, 1],
gebildet aus der zu vy, .., v dualen Basis ¢4, .., dn. Denn es ist

(P, LALDL) (Vi - Vi) = 1,

wahrend diese Form auf allen anderen Kombinationen von Basisvektoren ver-
schwindet, die keine Permutation dieser Argumente darstellen.

Satz Ist vi,..,Vn eine Basis von V und ¢y, .., ¢ die dazu duale Basis von V 5

so besitzt jede alternierende k-Form w auf V die eindeutige Darstellung
1

w = wulnukq)ul I:—“:‘ﬁhk
1 Onk. . <px 1

mit den Komponenten wy, .. = 0OV, .., Vy). 1

225
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[T Wir haben bereits bemerkt, dass jede Form durch ihre Werte fur Argu-
mente v, .., vy, mMit 1 [ < .. < g CAlbestimmt ist und deshalb eine Dar-
stellung der angegebenen Gestalt hat. AuRerdem ergibt Anwenden auf v, , .., v,
dass w nur dann die Nullform ist, wenn alle Komponenten verschwinden. Daher
ist die Darstellung auch eindeutig. [

Korollar Ist dimV = n, so gilt

—1)-(n—k+1
dimAkv = B[ N iz(nk B e

(Mo st 1 [CKI Al so gibt es genau B! Moglichkeiten, k Elemente aus
einer Menge mit n Elementen auszuwdahlen, ohne dass es auf die Reihenfolge
ankommt. Somit gibt es ebensoviele Basisvektoren von AKV . Dies ist auch fiir
k = 0 korrekt, denn nach Vereinbarung ist A%V = R, und dieser Raum hat die
Dimension 1. Es stimmt auch fur k > n, denn dann ist AKV = {0}, und dieser
Raum hat die Dimension 0. [

Im Standardfall R™ bezeichnet bekanntlich dxi, ..,dx die duale Basis zur
Standardbasis es, ..,en. Eine alternierende k-Form hat somit eine eindeutige
Darstellung

—
w= Wy, X, CACAX,, .
1 0ok . <p A

[I&a. Jede alternierende n — 1-Form hat die Gestalt
L LN |
n= axdx; CI1CdR, C1CdX,,
k=1
wobei = bedeutet, dass dieser Term auszulassen ist.
b. Jede alternierende n-Form hat die Gestalt
w = adx; C1Cdkn, a [Rl

c. Insbesondere ist dx; [ 1[CdX, gerade die Determinante, aufgefasst als
n-lineare Form in den Spalten einer n < n-Matrix. [T 1]

= Adjungierte Abbildung

Eine lineare Abbildung A: V - W zwischen zwei Vektorraumen induziert
in naturlicher Weise eine lineare Abbildung zwischen den zugehdrigen Rd&umen
alternierender Formen, und zwar in umgekehrter Richtung.

22.6



Etwas multilineare Algebra — 221 613

Definition Die durch eine lineare Abbildung A: V - W induzierte adjungierte
Abbildung

AT ARW L ARV, 0 Al
ist definiert durch
A"D) (v, .., vi) CA(Avy, .., Avy). [

Fur k = 1 ist dies die adjungierte Abbildung A=W = v =2wischen den
Dualrdaumen. Aus der Definition ist ersichtlich, dass A™~hit dem Dachprodukt
vertauscht: ASdo ) = (ATd) A T0). Fir n-Formen gilt auRerdem folgendes

Lemma Ist V ein Vektorraum der Dimension n und A: V - V linear, so ist
ASIATY S ATV, ATD = (detA) w
genau die Multiplikation mit dem skalaren Faktor detA. [
[T 1st vq, ..,V irgendeine Basis von V, so ist A3 bestimmt durch
(AYDB)(v1, ..,Vvn) = W(AVL, ..,Avp) = aw(V, .., Vi)

mit einer gewissen reellen Zahl a. Stellen wir A beziglich dieser Basis durch
eine N x n-Matrix (Ax) dar, so geht der mittlere Ausdruck aufgrund der alter-
nierenden Multilinearitdt von o Uber in ein Vielfaches von w(Vvy, .., Vnh), wobei
der skalare Faktor genau durch die alternierende Summe dargestellt wird, die die
Determinante von (Ag;) definiert. [

Bemerkung Man kann die Determinante einer Abbildung A: V - V auch
durch die Gleichung Atad = (det A) w koordinatenfrei definieren. Dann ist zu
zeigen, dass sie mit der entsprechenden alternierenden Summe in den Kompo-
nenten einer Matrixdarstellung von A Ubereinstimmt. [

= Orientierung

FUr den Satz von Stokes benétigen wir noch den Begri C_der Orientierung
eines Vektorraumes. Fur das eindimensionale Integral bereitet dieser Begri Ck&ine
Muhe. Aufgrund der Anordnung der reellen Zahlen ist ein Intervall [a,b] mit
a <b immer >von a nach b« orientiert. Die umgekehrte Richtung ist die dazu
entgegengesetzte Orientierung.

Wie ist aber eine Ebene orientiert? Der mathematisch positive Orientierungs-
sinn ist vereinbarungsgemal gegen den Uhrzeigersinn gerichtet. Doch dies ist
keine Definition der Orientierung, da sie fur sich genommen sinnlos ist. Was sich
aus der einen Betrachtungsrichtung gegen den Uhrzeigersinn bewegt, bewegt sich

22.7



614 22 — Der Fundamentalsatz im R"

Abb 1 Uhrzeigersinn von >vorne< und >hintenc

-~ J/ N T

aus der entgegengesetzten Betrachtungsrichtung mit dem Uhrzeigersinn app1 -
Vielmehr kann man nur dann von einem Uhrzeigersinn sprechen, wenn man sich
auf eine vorgegebene Orientierung beziehen kann. — Wir 16sen dieses kleine
Problemchen, indem wir nicht definieren, was die Orientierung eines Vektorraums
eigentlich ist, sondern indem wir erklédren, wann zwei Basen dieselbe Orientierung
reprasentieren.

Definition Zwei Basen (v1,..,Vn) und (wz,..,wp) eines reellen Vektorraums
heil3en gleichorientiert, geschrieben

(V1,..,vn) CQWy, .., wWp),

wenn die Determinante der linearen Transformation ® mit ®v; = w; fur
1 CdCnlpositiv ist. [

Aufgrund der Rechenregeln fiir die Determinante definiert dies eine Aquiva-
lenzrelation auf der Menge aller Basen eines Vektorraumes. Und da die Determi-
nante eines Isomorphismus genau zwei Vorzeichen annehmen kann, definiert
diese Aquivalenzrelation genau zwei Aquivalenzklassen, die die beiden Orientie-
rungen des Vektorraums genannt werden.

Festgelegt wird eine Orientierung also zum Beispiel durch die Angabe einer
Basis (vi1,..,Vvn). Da es in diesem Fall auf die Reihenfolge der Basisvektoren
ankommt, verwenden wir hier die Tupelschreibweise. Die zugehérige Aquivalenz-
klasse und damit Orientierung von V bezeichnen wir mit

[vi,..,vnl.

Jede andere Basis (w1, ..,wp) [CV¥4,..,vn] heill3t dann positiv orientiert, alle
anderen Basen heif3en negativ orientiert. Die negative Orientierung wird auch mit
—[Vv1,..,vn] bezeichnet.

Auf dem Standardraum R"™ mit der Standardbasis (e, ..,en) ist die Ubliche
Orientierung naturlich [eq, ..,en]. Insbesondere ist dies die Ubliche Orientierung
der Ebene, wenn wir von einer Drehung gegen den Uhrzeigersinn sprechen.
Anschaulich gesprochen wird dabei der Vektor e; auf dem kirzeren Weg in die
Richtung des Vektors e, gedreht.

22.8
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Lemma Sei n = dimV und w [CA"V nicht die Nullform. Dann sind zwei
Basen (v1,..,vn) und (w1, ..,wp) von V gleich orientiert genau dann, wenn
w(V1, .., V) und w(wsi,..,wp) dasselbe Vorzeichen haben. [

[ Ist @: V - V definiert durch ®ov; =w; fur 1 [Nl so istg
w(W1,..,Wp) = (dVvy, .., dVvp)
= o d(ve, .., vn)

=detd w(vi,..,Vn).

Somit ist det® > 0 genau dann, wenn w(Vy, .., Vn) und w(wsy,..,wp) dasselbe
Vorzeichen haben. [l

Fur die Anschauung nutzlich ist folgende topologische Charakterisierung
einer Orientierung, die sich aus dem Deformationslemma 112> ergibt.

Lemma Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum mit Orientierung [v1,..,Vn].
Dann sind diejenigen Basen (w1, .., Wp) positiv orientiert, die sich als Basis
stetig in (v1,..,Vvn) Uberflhren lassen. Das heil3t, es gibt eine stetige Familie
von Isomorphismen

Py VSV, 0 [CTICT)
sodass ®g =id und ®,vi=w; fur 1 Cidlnl [ 1

Gemal unserer Definition besitzt der triviale Vektorraum {0} nur eine
einzige Orientierung, da es Uberhaupt keine Basis von {0} gibt. Dies ist aber fur
unseren Gebrauch nicht sinnvoll. Daher tre [ed wir noch folgende

Vereinbarung Der triviale Vektorraum {0} besitzt die beiden Orientierungen
+1lund —-1. [1

22.2
Di Cerknzialformen

Eine 1-Form ist eine Abbildung a: V O V SHie jedem Punkt x im Defini-
tionsbereich eine Linearform a(x) in V =2uordnet. Entsprechendes definieren
wir jetzt fur k-Formen.

Definition Eine Di [erknzialform vom Grad k, kurz k-Form, ist eine Abbildung
w: VIOAKY, x Calx),

die jedem Punkt im Definitionsbereich eine alternierende k-Form zuordnet. [ 1

22.9



616 22 — Der Fundamentalsatz im R"

Im Standardfall R" hat eine k-Form w somit eine Darstellung 3

—1
OL)(X) = (S TERNTH (X) dxul (I muk
1 Ook. . <py [

mit Komponentenfunktionen wy, .., (X) = w(X)(ey,, .., ey - Eine solche Form
heil3t stetig respektive von der Klasse C", wenn alle Komponentenfunktionen ste-
tig respektive von der Klasse C" sind. Die Regularitatseigenschaften von Formen
werden hier allerdings keine besondere Rolle spielen. Der Einfachheit nehmen
wir an, dass alle unendlich oft di Lerknzierbar sind. Mit QX(U) bezeichnen wir
den Raum solcher k-Formen auf einem Gebiet U im R".

a. Eine 0-Form ¥ QP (U) ist eine C*®-Funktion
f:U-R
b. Ist f CQP(U), so ist ihr Ubliches Di Cerknzial
—1
df : U - VET df(x) = 9, F (X) dx,

1 e
eine 1-Form in Q1 (V).

c. Eine n — 1-Form auf dem R" hat die Gestalt

U
n= (X)) dx; COCdR, CACdXp. (1.
k=1

= Transformationsregel

Sei ¥:V & W eine di Lerknzierbare Abbildung zwischen zwei Vektorrau-
men, wobei di Cerenzierbar fur unendlich oft di Lerknzierbar stehen soll. In jedem
Punkt ihres Definitionsbereichs definiert ihre Ableitung die Tangentialabbildung

faV - W, v [wl=Df(X)v.
Diese induziert eine adjungierte Abbildung s
FEIAKW L ARV, 0w CFd

der entsprechenden Raume von k-Formen. Verfahren wir so in jedem Punkt,
erhalten wir folgende

9 Transformationsregel Sei U [V ein Gebiet und f: U - W dilerknzierbar.
Dann ist

f = okw) - Q¥U), w ok f'd
definiert durch
o(V1,..,VK) = (w e F)(Fpw, .., Fow).
L1

22.10
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Man nennt f a3 den pull back von w oder die durch ¥ zurtickgeholte Form.

Punktweise ist sie gegeben durch
(F ") ) (V1 -, Vi) = (F ) (Frex)va, -, FrEx)vi).

Diese Operation vertauscht o [Cenlsichtlich mit Addition und Multiplikation, also
fib+®) =Ffrd + 3, f N ) = £ 'd CFIY!

Bemerkung Allgemein verwendet man die Bezeichnungen —und  ~fur
sogenannte kovariante und kontravariante Funktoren, die einer Abbildung f
zugeordnet sind und fur die gilt

dr=sid, (Feg)c=s fr=a9a
respektive
id2id, (F-g)"2g-'f"

Der push forward f— DF fir Tangentialvektoren und der pull back f™~fur
Di Cerknzialformen sind typische Beispiele. [

[I&. Fdr eine O-Form g ist der pull back die Komposition:
fig'=g-f.
b. Fur f: R" & R™ gilt
f tdk, = df,, 1 CpCm,

wobei f, die p-te Komponente von T bezeichnet. Denn wegen der Unabhéangig-
keit von dx, vom Punkt ist

(F Bk (v) = (dxy = F)(Frv) = dxu(Frv).
Der letzte Ausdruck ist gerade die p-te Komponente des Vektors f pw, also
dx,(Frw) = (Fewy = DL (V) = df (V).
c. Fur f: R" & R" gilt
f Ndx, C1Cdk,) = (detDF)(dxy C1CdXn).

Denn in jedem Punkt ist f—= Df eine lineare Transformation des R" in sich.
Da w =dx; [ 1CdX, nicht vom Ort abhangt, gilt deshalb g

frdd = (DF)"d = (detDF) . [

22.11
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618 22 — Der Fundamentalsatz im R"

= AuRere Ableitung

Die auRRere oder Cartansche Ableitung ordnet einer k-Form eine k + 1-Form
zu. Wir kennen diesen Operator bisher in der Form des Di Lerknzials einer skala-
ren Funktion, das einer O-Form eine 1-Form zuordnet. Nun definieren wir ihn fur
beliebige Formen, wobei wir uns auf den Standardfall beschranken.

Definition Die aul3ere Ableitung oder das Di [erknzial einer k-Form
1
w = [CO TP qul I:Imuk
1Ok, . <py [
mit k [Tlist die k + 1-Form

—
dow = dooyy. . [k, [C10dX,,.
10nk.. <y Nl

Das Di [Cerknzial einer O-Form ist ihr tbliches Di Lerknzial als Funktion. [
Von jeder Komponentenfunktion wird also das Funktionsdi Cerknzial ge-
bildet und mit der zugehérigen Basisform durch das Dachprodukt verkntpft.

Ausgeschrieben ergibt dies

1 1
dw = Wy .., A [k, [10dX,,.
1 Oogk. . <py (AN [XTA]

11 [[A. Das DiLerenzial einer 1-Form a = f dx + gdy auf dem R? ist
da =fy dy [Cdk +gxdx Cdy = (gx — fy) dx Cdy.

—1
b. Das Dilerknzial einer 1-Form o = | jyya Ay dx, auf dem R" ist

C—1rC—1 —
da = ohay dx, Cdk, = (Onay —adyon) dx, Cdk,.
1 Al [ 1A=y A

c. Das Dilerknzial von w = f1dx> Ijﬂ<3 + 15 dX3 Cdk; + T3 dxo IIB<3
auf dem R3 ist

dw = (61f1 + 0,1, +03f3)dX1 [dX, [Cdks
= (divF)dx; [Cdk, [Cdks. [ 11

12 Rechenregeln Fur k-Formen w, @ und I-Formen n gilt
(i) dlw+®)=dw +d®,
(i) d(w M) =dw Ak (-1)*w Cdh,
(iii) d(dw) =0,
(iv) Frdw) =d(fF ). 1

22.12
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[ (i) Das ist einfach.
(ii) Der allgemeine Fall lasst sich aufgrund der Additivitat zurtckfihren

auf w =& und n =gfn, wobei & = dx,, C_1CdX,, und f]=dx,, C1CdX,,.

Dann ist

w [k (fg)® Ol
und mit d(fg) = gdf + f dg erhalten wir definitionsgemaf
d(w ) =d(fg) A ]
=g df @ Q1+ fdg CA ]
= (df Cal) (@) + (-1)(f®) [(dg (1)
=dw [k (—1)Xw [Cdh.

(iii) Definitionsgemaf ist

C—1 1
dw = AWy, ..y dX Cdky, CACdX,
H1<..<pk 1 [AdN1
und
—1 1
ddw) = OkOAWyy, .. AXk Ok, Cdk,, C1CdX,.

H1<..<pk 1 KA [N]

In dieser Summe verschwinden alle Terme mit kK = A. Ansonsten kombinieren
sich jeweils zwei Terme zu Null, namlich

Ok OAWy, .. dXx Ok, CdXk,, C1CdX,
+ 0AOk Wy, .. dXn Ak Cdk,, CACdX,
= OkOAWy, ..y (dX Cdky +dx, Cdky) Cdk,, C1Cdx,, =0.
Somit ist die gesamte Summe Null.
(iv) For eine O-Form g handelt es sich um die Kettenregel, denn
f(dg)(v) = (dg = F)(Frv)
= (Dg = £)(Df(V))
=D(g = )(v) =d(f "g)(V).
Wir nehmen jetzt induktiv an, dass die Gleichung bereits fur k-Formen verifiziert
ist. Es genuigt dann, eine k + 1-Form der Gestalt w [CdX, zu betrachten. Mit der
Produktregel (ii) und d(dx;) = 0 ist dann
f(d(w CdXy) = F (dow Cdxy)
= £ Tdbo CFidks
= df ' CFTdk,,

22.13
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wobei die Induktionsannahme beim Ubergang zur letzten Zeile zur Anwendung
kam. Auf der anderen Seite ist wegen d(df,) =0 auch

d(f "o Cdx,)) = d(f "d CEdky)
=d(f'dd CdF)
=df ' Caf,.

Also ist f Fdl{w Cdk,) = df S(do [Cdxk,), und wir sind fertig. [T

Bemerkung Wir haben die &ul3ere Ableitung einer k-Form durch Bezug auf
Standardkoordinaten definiert. Dies erscheint etwas willkurlich, und es stellt sich
die Frage, ob es nicht auch ohne Koordinaten geht. In der Tat ist eine dul3ere
Ableitung

d: k) - o), k COl

durch die folgenden drei Eigenschaften vollstdndig und eindeutig bestimmt:
(c-1) Dilerknzialeigenschaft: Fur ¥ CQP(U) ist df das Di Cerknzial.
(c-2) Produktregel: Fur o CQK(U) ist

d(w Q) =dow Ok (—1)Xw Cdh.

(c-3) Komplexeigenschaft: Esist d-d =0.
Fur einen Beweis siehe Kapitel 8 in Janisch, Vektoranalysis. [1

s Geschlossene und exakte Formen

Definition Eine Di Cerknzialform w heil3t geschlossen, wenn dw = 0. Sie heifl3t
exakt, wenn w = dn mit einer weiteren Di [erknzialform n. [

L1
Geschlossene 1-Formen a = oy dx, hatten wir bereits mithilfe der Inte-
grabilitatsbedingung 1g.11

o\Q, = a0, 1 [CAJu Cnl

definiert. Dies ist aber &quivalent mit
1

da= (Oray —oyan) dx, Cdx, =0,
1[Adu [Nl
also der Geschlossenheit von a im Sinne der jetzigen Definition.

Wegen d-d= 0 17 ist jede exakte Di Lerenzialform auch geschlossen. Die
Frage ist, ob umgekehrt jede geschlossene Form auch exakt ist. Fur 1-Formen gab
das Lemma von Poincaré 1514 eine positive Antwort auf sternférmigen Gebieten.
Tatséachlich gilt dieses Lemma fur Di Lerenzialformen beliebigen Grades.

22.14
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13 Lemma von Poincaré Jede geschlossene Di Cerenzialform auf einem sternférmi-
gen Gebiet ist exakt. [ 1

[T Der Beweis kann beim ersten Lesen Ubersprungen werden, da wir dieses
Ergebnis nur fur eine Notiz Uber Vektorpotentiale 2326 bendtigen. — Wir ordnen
jeder k-Form w eine k — 1-Form lw so zu, dass lw =0 fur o =0 und

w = l(dw) + d(lw).

Ist w geschlossen, so ist 1w eine k—1-Form mit d(lw) = w, und wir sind fertig.

Sei
—
w= Wy, . dXp, CACAX,

H1<..<Mk
eine beliebige k-Form. Wir kdnnen annehmen, dass ihr Definitionsbereich stern-
formig zum Nullpunkt ist. Wir definieren dann
— R -
(lw)(x) = D' ey, (EX) dt
0

H1i<..<pk i=1

Xy, Ay, CACAR, C0dk,,,

wobei das Dach wie Ublich bedeutet, dass dieser Term auszulassen ist.
Nun folgt etwas Rechnerei. Da wir aufgrund der Glattheit der Komponenten
unter dem Integral di Cerknzieren durfen, ist

— 1
d(lw) = k ooy, (Ex)dt dx,, CCdk,,
H1<..<Hk
(| (-
+ 1)1 910y, .. (EX) dt
0

m<..<pk i=1ll=1

Xy, dxg CdX,, [10AR, C10dX,,.

Andererseits ist

1
dw = 0wy, ..y dx CdXk,, CACAX,,.
H1<..<Mpk I=1
Wenden wir hierauf dieselbe Konstruktion an, so erhalten wir
1
I(dw) = 91y, .., (X)) dt X dxy, C1CdX,,
H1<..<pk I=1
—w¥r ]

- (-1 t“910p, .. (EX) dt
H1<..<Mk I=1i=1 0

Xy, dx) Cdk,, [C0AX,, C10dX,,.

22.15

621



622

22 — Der Fundamentalsatz im R"

Addieren wir d(lw) und I(dw), so annullieren sich die dreifachen Summen,
und wir erhalten

d(lw) + I (dw)
(— ]
= k  t“ ooy, (tx)dt dx,, CCdX,,
H1<..<Mk 0
1
+ 10100y, (tX) dt  dx, [C10dX,,

Hi<..<pg I=1 0 —
e ) |
= 0 Wy, (tx) dt dx,, CCdk,,
H1<..<Mgk
1
= Wy, . A%y, X,
H1<..<Hk

= W.

Damit ist der Beweis vollstandig. [

22.3
Ketten

Wir spezifizieren nun die geometrischen Objekte, tiber die wir Di [erknzi-
alformen integrieren. Die Begri [Shildung mag etwas umsténdlich erscheinen.
Tatsachlich handelt es sich nur um einen technischen Zwischenschritt zum
allgemeinen Satz von Stokes 23 9. — Sei | [J0,1] und damit

I"=p0,1]", n 11
AuRerdem sei 1° [{0}.
Definition Sei n [l Der Standard-n-Wrfel ist die triviale Abbildung
I": 1" - R", O I"(x) =x.
Ein allgemeiner n-Wrfel in einem Gebiet U [CRI" ist eine stetige Abbildung
c: 1" 5 U.

Eine n-Kette in U ist eine endliche Linearkombination Aicq; + .. + ArCy vOn
n-Wirfeln c1, .., ¢ mit ganzzahligen Koe [Ziehten Ap, .., Ar. |

Es ist also I" eine Menge und 1" eine Abbildung.
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Abb 2 Standard- und allgemeine n-Wurfel fur n = 0,1, 2

[ &a. Ein O-Wurfel c: {0} - U istein Punktin U.
b. Ein 1-Wurfel c: [0,1] - U ist eine stetige Kurve in U.
c. Jeder n-Wirfel c ist eine n-Kette, wenn wir ¢ mit 1c identifizieren. [Tl

Ketten treten in naturlicher Weise als Rander von Wuirfeln auf. Betrachte
zunachst den Standardwirfel. Sein Rand ist eine Kette aus n—1-Wirfeln, die seine
Seiten beschreiben und mit Blick auf den Fundamentalsatz mit den geeigneten
Vorzeichen versehen sind.

Definition Fur 1 COCnlund o 0,1} heil3t

In . |n—l

n
io I

. X G4, .. Xi-1, A, X, .., Xn—1)

-

die i, a-Seite von 1", Die n — 1-Kette

aI" L1 (=)D
L,a

i=1a=0
heilRt der Rand von I™. Der Rand einer O-Kette ist 0. [_1

Definition Der Rand eines beliebigen n-Wurfels c: 1™ - U ist

| N N I
oc 1 (—1)'"%cj q,
i=1 a=0

22.17
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wobei cjq CCP Iirfo( die i, a-Seite von c bezeichnet. Entsprechend ist
O0(A1C1 + .. + Arcy) [CAJOCy + .. + A0Cy
der Rand einer allgemeinen n-Kette. [ 1

Der Rand des Randes von 12 ist 0, da jeder Eckpunkt einmal als Endpunkt
einer Seite mit +1 und als Anfangspunkt der nachsten Seite mit —1 gewichtet
wird, in der Summe also den Faktor O erhélt. Dies gilt ganz allgemein fur jede
Kette:

Satz Der Randoperator 0 hat die Komplexeigenschaft
0-0=0. 1
FUr jede n-Kette ¢ gilt also 0(dc) = 0.

[ Es genugt, einen einzelnen n-Wirfel zu betrachten. Was fur ihn gilt,
gilt dann auch fur jede n-Kette.
Betrachte zunachst die j,3-Seite der i, a-Seite von 1",

s "2 - R,
wobei wir i [Jdannehmen kénnen. Fiir x I~ ist definitionsgeman
— -1
(17,00 = 11757 ())
= (X1, .., Bjs -» Xn—2)

= (X1s -+, iy ooy Bj+1s ++» Xn=2)s

wobei die Indizes an a und 3 angeben, an welchen Positionen die Eintrage stehen.
Man beachte, dass B wegen i [Jvon der j-ten an die j + 1-te Stelle verschoben

Abb 3  Seiten und Rand von 11 und 12

1 1
11 —lip +lig

12
IZl

2 2 12 5 2
1 114 110 | +ii,

2,0
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wird. Andererseits ist aber auch
(ljn+1,5)i,a(x) = |jn+1,5(|ir,‘o_(1(x))
= Ijn+1y|3(xln < iy ey, Xn—2)
= (X1, .., Qi .oy Bj+1, oy Xn—2).
Also gilt
(Fie = (fapia
Dasselbe gilt dann auch fur einen beliebigen n-Wtrfel c, also

(Cidip = (Cj+1.)ias i O3l
In der Randdarstellung
0(dc) =0 D% = DB (c Q)i
i=1a=0 i,j=10a,8=0
existiert daher zu jedem Summanden genau ein weiterer Summand mit entgegen-
gesetztem Vorzeichen. Die gesamte Summe verschwindet deshalb, so dass

d(dc) =0. [

22.4
Der Fundamentalsatz

Jetzt geht es noch darum, Di Cereénzialformen tUber Warfel zu integrieren.
Genauer wird eine n-Form immer Uber einen n-Wurfel integriert, nicht Uber einen
Wairfel einer anderen Dimension.

Zunachst wieder einige Definitionen. Ist w eine n-Form auf 17, so ist

w=fdx; C1CdXn

mit einer di Cerknzierbaren ! Funktion f: I" - R. Wir definieren dann s>klassisch¢
1 1 ]

w=  fdx; C1Cdk, 1 FdA,
In In In

als das Lebesgueintegral der Koe [ziehtenfunktion ¥ tber I" bezuglich des
Volumenmalles dAn. Das Integral Uber einen allgemeinen Wurfel wird darauf
zurickgefihrt.

L Stetig wiirde hier auch gentigen.
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Definition Sei w eine stetige Nn-Form auf einem Gebiet U. Fur einen di Cerkn-
zierbaren n-Wurfel ¢ in U ist dann

1 1
w 1 cd.
[ n
FUr eine di Cerknzierbare n-Kette ¢ = Ajc1 + .. + ArC, ist entsprechend
1 1 ]
w [A] W+ ..+ Ar w.
c C1 ] ©

FUr n =0 sei auBerdem w [Cai(c(0)). [
C

[I&A. Fur den Standardwurfel 1™ und w = f dx; C_1CdX, ist dies wieder die
vorher getro [Lede Vereinbarung:

1 (|
w = fdx; C1Cdk,
In |—L"|
= (I™M5f dx, COCdkn)
1
= nfdxl C1Cdk, = nfd)\n.

b. Im Fall n =1 handelt es sich um das bekannte Integral einer 1-Form
—1
a= ai dXi
1 0iTnd
entlang einer Kurve c: | - U:
1 [ Ely—y 1
a= chd= aij(c(t)éi(t)dt = [doc,édt.
1 I

¢ i=1

c. Sei T: [a,b] - R stetig. Fur jeden stetig di Cerknzierbaren 1-Wurfel

c: | - [a,b] giltdann

- = = Ll
fdx= c"(fdx)= (Foc)cttit= fdt
c 1 0 c(0)

aufgrund der Substitutionsregel.

Wir haben jetzt alles beisammen, um den Satz von Stokes fur Ketten zu
formulieren und auch zu beweisen.

15 Fundamentalsatz (Satz von Stokes) Ist w eine di Lerknzierbare n—1-Form auf

einem Gebiet U und c eine di Cerknzierbare n-Kette in U, so gilt
1 1

dw = w. —1

c ac
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M Zuerst betrachten wir eine n — 1-Form auf dem Standardwirfel. Eine
solche Form hat im R" die Basisdarstellung

U |
w= fuwy, w, Cdk; CO0dXR, COCdXn,
=1
wobei das Dach bedeutet, dass dieser Term auszulassen ist. Aufgrund der Linea-
ritét der Integrale kbnnen wir uns weiter auf eine solche Form

w=Tw,
beschranken. Dessen Integral Uber 1, verschwindet fur i # p, weil dx; ver-

schwindet, wenn die i-te Koordinate konstant ist. FUr i = p erhalten wir
1 1 1

 foy= In71(|u”,0()'%c,ou): I'Hf(..,oru,..)d)\n_l.

Iia
Summieren wir Uber alle Seiten von 17, so leisten also nur die beiden p-Seiten
einen Beitrag, so dass

- 1 U
f(k)u: (_1)I+G . ..:(*)M
oIn i=1a=0 1 Iivﬂ 1
=DM Fou+ (CDY oy

I‘TVO
= (-H? . [F(. 1y ..) = F(.,04 .. )] dAR_1.

Aufgrund des Fundamentalsatzes der Di Cerknzial- und Integralrechnung einer

Variablen ist
(|

Foy )= FC0u ) = guF Ay,

wobei nur in der p-ten Koordinate integriert wird. Zusammen mit dem Satz von

Fubini ergibt sich somit
2 -

fow,=(CDHT g FdAn = ()Mt 9 Fdxy CCdxn.
aln In In

Nun bemerken wir noch, dass
d(fwy) = df Cdx; (1A%, C1Cdx,
=0, F dx, Cdk; C1CdX, [1Cdk,
= (-1 1o, Fdx; C1CdXn.
Somit er%ten wir

fow,= d(fwy).
ain In

Der Satz von Stokes ist damit fur den Standardwurfel bewiesen.
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Fur einen allgemeinen n-Wiurfel ¢ ist mit dem eben Bewiesenen und der
Definition des Randes von I"

[ (| 1
dw= c"dw)= d(c"d)
c In In
] i e
= ctd = (GO R rd.
aln i=1 a=0 ia
Fur das letzte Integral erhalten wir
(. (.
ctd = (W R
n n—1 '
i ' - ] ]
= eolpfd= o= o
|n—1 ' |n-1 ! Cia
Also ist
= e .
dw = D" w= .
c i=1 =0 Cia dc

Der Satz von Stokes ist damit auch fur einen allgemeinen n-Wurfel bewiesen.
Fur eine beliebige n-Kette ¢ = Ajc1 + .. + Arc, ist dann alles klar:

- ! — -
dw = Ai dw= Ai w= w.
c 1ol G 1omer 96 oc

Damit ist der Satz von Stokes im R" vollstandig bewiesen. [

Der vorangehende Beweis ist wenig mehr als eine elementare Rechnung.
Dies liegt aber daran, dass alles Wesentliche sich bereits in den Definitionen
der zentralen Begri Cedindet. Dies ist Uberhaupt ein Merkmal guter Definitionen:
Wichtige Satze lassen sich mit ihnen konzise formulieren und oft auch beweisen.
Nichtsdestotrotz hat der Satz von Stokes weit reichende Konsequenzen und
Anwendungen, von denen wir allerdings hier nur wenige andeuten werden.
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